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PRÉFACE. 


Dans  la  Préface  du  premier  Volume  de  cet  Ouvrage,  nous 
avons  sommairement  marqué  l'objet  que  nous  nous  propo- 
sions, et  indiqué  les  matières  que  renfermerait  le  second 
Volume.  Nous  avons  voulu  réunir,  en  un  Livre  aussi  concis 
qu'il  nous  serait  possible  de  le  faire,  les  notions  les  plus 
immédiatement  indispensables  à  l'étudiant  qui  veut  ap- 
prendre l'Astronomie.  Ce  n'est  pas  un  Traité  complet  que 
nous  avons  voulu  écrire.  Tout  en  espérant  que  ce  Livre 
pourrait  être  utile  à  d'autres,  nous  avons  eu  spécialement  en 
vue  les  étudiants  des  Facultés  des  Sciences,  en  particulier 
les  candidats  à  la  Licence,  examen  dont  il  nous  a  toujours 
paru  nécessaire  d'élargir  le  programme  d'Astronomie.  Nous 
n'avons  pas  hésité  à  introduire,  dans  un  Livre  destiné  sur- 
tout à  cette  catégorie  d'étudiants,  les  problèmes  relatifs  aux 
déterminations  d'orbites,  les  éléments  de  la  Mécanique  cé- 
leste, les  propositions  les  plus  simples  de  la  haute  Géodésie 
qui,  à  notre  avis,  rentrent  dans  ce  fonds  commun  de  con- 
naissances auquel  correspond  la  Licence  et  offrent  aux  étu- 
diants d'admirables  exemples  de  l'application  des  méthodes 
de  l'Algèbre  et  de  l'Analyse. 

Bien  que  nous  ayons  voulu  surtout  écrire  un  Livre  de  Ma- 
thématiques et  non  une  Astronomie  descriptive,  ni  un  Traité 
de  Physique  céleste,  nous  avons  cru  indispensable  d'indiquer 
rapidement  les  problèmes  et  les  méthodes  de  l'Astronomie 
moderne  et  quelques-uns  des  résultats  obtenus.  Nous  leur 
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avons  consacré  le  dernier  Chapitre  de  ce  Volume.  Quelques- 
unes  des  questions  qui  y  sont  traitées  auraient  eu  leur  place 
marquée  dans  le  premier  Volume;  quelques-unes  mêmes, 
comme  la  Spectroscopie,  y  avaient  été  signalées.  Nous  avons 
cru  bon  de  les  rassembler  à  la  fin  de  l'Ouvrage,  comme  en  un 
Chapitre  complémentaire,  afin  de  faire  profiter  le  lecteur  des 
derniers  progrès  accomplis. 

En  terminant,  nous  adressons  nos  remercîments  à  nos 
éditeurs,  MM.  Gauthier- Villars  et  fils,  dont  on  ne  peut  assez 
louer  le  dévouement  aux  Sciences  et  l'habileté  profession- 
nelle. 


COURS 

D'ASTRONOMIE. 


SECONDE  PARTIE. 


CHAPITRE  I. 

SPHÈRE   CÉLESTE.   COORDONNÉES   d'tN  ASTRE.    MOUVEMENT  DIURNE. 


1.  Astronomie  sphérique,  Astronomie  physique  ou  Mécanique 
céleste.  —  L'Astronomie  physique  ou  Mécanique  céleste  a  pour 
objet  l'élude  des  lois  qui  régissent  les  mouvements  des  astres. 
Nous  n'en  étudierons  dans  cet  Ouvrage  que  les  parties  les  plus 
élémentaires,  renvoyant  pour  une  étude  complète  à  l'immortel 
Ouvrage  de  Laplace  et  au  Traité  de  Mécanique  céleste  que  pu- 
blie M.  F.  Tisserand.  Cette  étude  sera  précédée  de  celle  de  l'Astro- 
nomie sphérique,  dont  l'objet  est  la  détermination  des  directions 
dans  lesquelles  on  voit  à  chaque  instant  les  astres,  directions  qui 
dépendent  des  mouvements  des  astres  eux-mêmes  et  du  déplace- 
ment de  l'observateur  résultant,  soit  du  mouvement  de  la  Terre, 
soit  du  changement  de  la  position  que  l'observateur  occupe  à  la 
surface  du  globe  terrestre. 

Dans  l'étude  de  l'Astronomie  sphérique,  nous  supposerons 
connus  quelques-uns  des  résultais  de  la  Mécanique  céleste.  Il  est 
impossible  de  procéder  autrement.  Les  diverses  branches  de  l'As- 
tronomie se  sont  développées  parallèlement,  chacune  d'elles  pro- 
fitant des  progrès  accomplis  dans  les  autres. 

B.  -  II.  I* 
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2.  Sphère  céleste.  Coordonnées  sphériqnes.  —  Nous  considérons 
les  astres  comme  situés  sur  une  sphère  dont  nous  occupons  le 
centre.  Le  rayon  de  cette  sphère,  toutes  les  fois  que  nous  ne 
dirons  pas  le  contraire,  sera  regardé  comme  infini,  de  sorte  que 
les  directions  dans  lesquelles  un  même  astre  est  vu  à  un  même 
instant  des  divers  points  de  la  surface  de  la  Terre  seront  regardées 
comme  parallèles. 

Nous  représenterons  la  position  d'un  astre  sur  cette  sphère  par 
deux  coordonnées  sphériques.  Un  grand  cercle  AOB  {fig*  i)  de  la 

Fig.  I. 


sphère  sera  le  cercle  fondamental  du  système  de  coordonnées.  Par 
l'astre  Ë  et  par  les  pôles  P,  P'  du  cercle  AOB  nous  mènerons  un 
grand  cercle  PEP,  qui  sera  perpendiculaire  au  premier.  L'arc  OM 
du  cercle  fondamental,  compris  entre  le  cercle  PEP'  et  un  point 
fixe  O  du  cercle  AOB,  et  l'arc  ME  compris  entre  l'astre  E  et  le 
grand  cercle  AOB  seront  les  deux  coordonnées  du  point  E.  La 
coordonnée  OM  sera  comptée  de  o°  à  36o°,  tantôt  dans  un  sens, 
tantôt  dans  l'autre,  parfois  de  —  180°  à  -h  180**;  la  coordonnée  ME 
de  —  90°  à  +  90°. 

3.  Coordonnées  rectangulaires.  —  Il  est  souvent  utile  de  rem- 
placer le  système  des  deux  coordonnées  sphériques  par  trois  coor- 
données rectangulaires  équivalentes.  On  prend  pour  axe  des  x  le 
rayon  qui  passe  au  point  O.  L'axe  des  y  est  situé  dans  le  plan 
fondamental,  et  sa  direction  positive  passe  par  le  point  de  ce  plan 
dont  la  première  coordonnée  est  +  90°.  L'axe  des  z  est  perpendi- 
culaire au  plan  fondamental,  et  va  du  centre  de  la  sphère  à  celui 
des  pôles  P,  P',  dont  la  deuxième  coordonnée  est  -f-  90°. 

4.  Relations  entre  les  coordonnées  sphériques  et  les  coordonnées 
rectangulaires  correspondantes.  —  Soient  |jl  et  v  les  deux  coor- 
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données  sphériques,  x^  y^  z  les  coordonnées  rectangulaires  cor- 
respondantes. Ces  dernières  sont  les  projections  du  rayon  vecteur 
de  l'astre  sur  les  trois  axes.  Pour  obtenir  x  et  j^,  on  peut  projeter 
d'abord  le  rayon  vecteur  sur  le  plan  fondamental,  puis  cette  pro- 
jection sur  les  axes  des  x  et  des  y.  Par  suite, 

x~  rcosvcos{Ji, 
y  =  r  cosv  sin  {ji, 
z  =  rsinv. 

Les  astronomes  ont  été  conduits  à  prendre  pour  plan  fonda- 
mental chacun  des  plans  importants  qui  se  rencontrent  dans  le 
système  du  monde;  de  là  divers  systèmes  de  coordonnées  dont 
nous  allons  étudier  les  principaux. 

5.  Définitions  relatires  à  divers  éléments  de  la  sphère  céleste. 
—  On  appelle  verticale  en  un  point  la  direction  de  la  pesanteur 
en  ce  point. 

On  appelle  horizon  en  un  point  de  la  surface  de  la  Terre 
un  plan  perpendiculaire  à  la  verticale  en  ce  point.  On  appelle 
aussi  horizon  le  grand  cercle  suivant  letjuel  la  sphère  céleste  est 
coupée  par  ce  plan. 

La  verticale  perce  la  sphère  céleste  en  deux  points  qui  sont  les 
pôles  de  l'horizon.  Celui  qui  est  au-dessus  de  l'horizon  s'appelle  le 
zénith,  l'autre  le  nadir. 

Tout  grand  cercle  perpendiculaire  à  l'horizon  s'appelle  cercle 
vertical;  on  nomme  vertical  d'un  astre  le  cercle  vertical  qui 
passe  par  cet  astre. 

On  appelle  axe  du  monde  une  parallèle  à  l'axe  instantané  de 
rotation  de  la  Terre,  menée  par  le  centre  de  la  sphère  céleste.  Cet 
axe  du  monde  perce  la  sphère  céleste  en  deux  points  qui  sont  les 
pôles  du  monde.  Le  pôle  nord  et  le  pôle  sud  du  monde  correspon- 
dent au  pôle  nord  et  au  pôle  sud  de  la  Terre. 

En  un  lieu  le  grand  cercle  vertical  mené  par  l'axe  du  monde 
est  le  méridien^  sa  trace  sur  l'horizon  est  la  méridienne;  le  grand 
cercle  vertical  perpendiculaire  au  méridien  s'appelle  premier 
vertical. 

Le  grand  cercle  perpendiculaire  à  Taxe  du  monde  s'appelle 
équateur.  Il  partage  la  sphère  en  deux  hémisphères  :  celui  qui 
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renferme  le  pôle  nord  du  monde  s'appelle  hémisphère  nord; 
l'autre,  hémisphère  sud. 

La  méridienne  coupe  Thorizon  en  deux  points,  dont  Tun,  celui 
qui  est  dans  Thémisphère  nord,  s'appelle  le  point  nord  de  V hori- 
zon; l'autre,  le  point  sud,  La  trace  du  premier  vertical  sur  le 
plan  de  l'horizon  rencontre  l'horizon  en  deux  points  qui  sont 
l'est  et  l'ouest.  Pour  un  observateur  debout  sur  Thorizon,  ayant 
le  zénith  au-dessus  de  la  tête,  le  nord  en  arrière  et  le  sud  en 
avant,  l'est  est  à  gauche  et  l'ouest  à  droite. 

6.  Premier  système  de  coordonnées  :  asimut,  hauteur.  —  Le 
plan  fondamental  est  V horizon;  l'origine  de  la  première  coor- 
donnée est  le  point  sud;  cette  coordonnée,  azimut,  se  compte  de 
o**  à  36o®  vers  l'ouest  (sens  rétrograde).  La  deuxième  coordonnée, 
hauteur,  est  par  suite  comptée  sur  le  vertical  de  l'astre;  elle  est 
positive  si  l'astre  est  au-dessus  de  l'horizon.  On  remplace  souvent 
la  hauteur  par  la  distance  zénithale,  l'arc  du  vertical  de  l'astre 
compris  entre  l'astre  et  le  zénith.  La  distance  zénithale  est  le 
complément  de  la  hauteur. 

Nous  désignerons  habituellement  par  A  l'azimut,  par  h  la 
hauteur,  par  Ç  la  distance  zénithale.  Les  coordonnées  rectangu- 
laires correspondantes  sont 

a?  r=  r  cos  h  cos  A  =  /•  sin  Ç  cos  A , 
y  —  r  cosA  sin  A  —  r  sin  X^  sin  A, 
z-=       r  sinA       =  rcosÇ, 

l'axe  des  z  étant  la  verticale  (vers  le  zénith),  l'axe  des  x  et  Taxe 
des^^  étant  situés  dans  le  plan  de  Thorizon,  et  dirigés,  le  premier 
vers  le  sud,  le  second  vers  l'ouest. 

Toutes  ces  coordonnées  pour  un  même  astre  varient  avec  le 
temps. 

7.  Deuxième  système  de  coordonnées  :  angle  horaire,  décli- 
naison. —  Le  plan  fondamental  est  Véquateur,  L'origine  de  la 
première  coordonnée  est  le  point  de  l'équateur  situé  dans  le  mé- 
ridien, au-dessus  de  l'horizon.  Cette  coordonnée  s'appelle  an^/e 
horaire;  elle  se  compte  positivement  vers  l'ouest,  quelquefois 
de  o°  à  36o**,  plus  souvent  de  — 180®  a -t-  180°.  L'angle  horaire 
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mesure  Tangle  que  fail  avec  le  méridien  le  plan  qui  passe  par 
Taxe  du  monde  et  par  Tastre,  le  plan  horaire  de  l'astre.  La  se- 
conde coordonnée,  la  déclinaison^  se  compte  de  —  go**  à  -f-  90°  ; 
elle  est  positive  quand  Tastre  est  dans  Thémisphère  nord.  On  la 
remplace  souvent  par  la  distance  polaire  nord^  son  complément. 
Soient  : 

/  l'angle  horaire  ; 

S  la  déclinaison; 

P  la  distance  polaire  nord  ; 

les  coordonnées  rectangulaires  relatives  à  ce  s;ystème  sont 

X  —  r  cos  8  cos  t  —  /•  sin  P  cos  ty 
y—  rcosô  sin^  =  rsinPsini, 
z=       rsiii8      =rcosP. 

Nous  verrons,  dans  les  paragraphes  suivants,  que  l'angle  horaire 
d'un  astre  croît  proportionnellement  au  temps,  et  de  36o^  dans 
un  intervalle  de  temps  qui  est  le  même  pour  toutes  les  étoiles,  in- 
tervalle que  nous  nommerons  yottr  sidéral,  et  que  nous  diviserons 
en  vingt-quatre  parties  égales  nommées  heures  sidérales  (chaque 
heure  se  divisant  en  soixante  minutes,  et  chaque  minute  en 
soixante  secondes),  de  sorte  que  la  variation  de  l'angle  horaire 
d'un  astre  est  de  15**  par  heure.  On  a  par  suite  été  conduit  à  me- 
surer l'angle  horaire  d'un  astre  par  le  temps  sidéral  écoulé  depuis 
le  passage  de  cet  astre  au  méridien,  temps  qui  s'obtient  en  divi- 
sant par  1 5  le  nombre  qui  représente  l'angle  horaire  en  degrés. 

Ainsi,  un  astre  dont  l'angle  horaire  est 

108*»  38' K,  7 
est  passé  au  méridien  depuis 

7"i4"34',85. 

On  dit  que  son  angle  horaire  est 

7-f4™34',85. 

Un  angle  horaire  négatif  et  égal  à  —  7**!  4" 34%  85  indiquerait 
que  l'astre  passera  au  méridien  dans  7'*! 4" 34% 85  (temps  si- 
déral). Il  est  manifeste  que  le  nombre  qui  représente  un  angle 
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horaire  en  temps  sidéral  coïncide  avec  celui  qui  représente  cet 
angle  quand,  au  lieu  de  l'exprimer  en  degrés,  on  Texprime  en 
heures,  ainsi  qu'il  a  été  expliqué  au  Chapitre  VIII  du  Tome  I  de 
cet  Ouvrage,  où  l'on  a  indiqué  la  règle  pratique  à  suivre  pour  ex- 
primer en  degrés  un  angle  exprimé  en  heures  et  vice  versa. 

8.  Lois  du  mouvement  diurne.  —  Avant  de  définir  le  troisième 
système  de  coordonnées,  il  est  nécessaire  de  donner  le  moyen  de 
déduire  des  observations  les  lois  du  mouvement  diurne.  Nous 
supposerons  qu'un  instrument  approprié  ait  permis  d'obtenir  un 
grand  nombre  de  fois,  dans  une  même  nuit,  Tazimut  et  la  hauteur 
d'une  même  étoile,  l'azimut  étant  compté,  non  du  point  sud  que 
nous  ne  supposons  pas  encore  connu,  mais  d'un  point  quelconque 
de  l'horizon.  Nous  supposons  aussi  que  le  temps  soit  mesuré  au 
moyen  d'un  phénomène  quelconque  susceptible  de  se  reproduire 
indéfiniment  dans  des  conditions  identiques,  et  que  l'on  ait  noté 
l'instant  de  chaque  observation. 

Soient  : 

A,  A',  A",  ...  les  azimuts  observés; 

A,  h' y  h"j  ...  les  hauteurs  correspondantes  observées; 

Ç,  2^',  ^'',  ...  les  distances  zénithales^ 

f,  ^',  /",  ...  les  temps  des  observations. 

Déduisons  des  coordonnées  observées  les  coordonnées  rectan- 
gulaires correspondantes,  en  prenant  pour  unité  de  longueur  le 
rayon  de  la  sphère.  Nous  avons 

iF  =  cosAcosA,  5?'=  cos^'cosA',  ..., 
j/*  r=  cosA  sinA,  j''=  cosA'sinA',  ..., 
.5  =  sin^,  ^'=sinA'.  

Soient  ^01  ^o>  ^o  les  coordonnées  rectangulaires  du  pôle  nord 
du  monde  au  moment  de  la  première  observation;  P  le  cosinus  de 
l'arc  de  grand  cercle  qui  joint  ce  point  au  point  xyZy  on  a 

P  =^  xxq-^-  yy^-T-  zzoy 
ou 

^0        yo        ^0 
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Or,  si  Ton  envisage  les  équations 

arX-f- j^Y  -4-^Z  =i, 


on  constatera  qu'il  existe  un  système  de  valeurs  deX,  YetZ  satis- 
faisant à  toutes  ces  équations,  quel  qu'en  soit  le  nombre.  Il  s'en- 
suit que  l'on  peut  regarder  pendant  toute  la  nuit  considérée  le 
pôle  du  monde  comme  fixe,  et  l'étoile  comme  restant  à  une  dis- 
tance constante  de  ce  point.  Car  si  l'on  pose 


on  obtient 


"p—  -^J        "p"  —  *>         "p—  ^» 

-^  =  X«-^Y«+Z«, 
a?o=PX,        ^o=PY,        ^o=PZ. 

Ayant  ainsi  les  coordonnées  ^oj  ^o»  ^o  du  pôle  du  monde,  on 
aura  son  azimut  Âo  et  sa  hauteur  ha  par  les  formules 

cosAo  cosAo=  ^o>         cos^o  sin  Ao  =  ^o-         sinAo  =  ^o* 

Si  l'on  compare  de  la  même  manière  des  observations  d'une 
autre  étoile,  faites  la  même  nuit,  ou  dans  une  autre  nuit  aussi 
éloignée  que  l'on  voudra  de  la  première,  on  trouvera  toujours  le 
même  pôle. 

Si  l'on  diminue  de  i8o**  l'azimut  Ao,  on  aura  l'azimut  du  point 
sud.  En  retranchant  ce  dernier  de  tous  les  azimuts  mesurés,  on 
aura  les  azimuts  comptés  du  point  sud;  ce  sont  ces  angles  que 
nous  emploierons  désormais. 

Soient  {fi g'  2)  : 

P  le  pôle  du  monde  ; 
Z  le  zénith  ; 
E  l'étoile. 

Joignons  ces  trois  points  par  des  arcs  de  grands  cercles. 

Dans  le  triangle  sphérique  PZE,  le  côté  PZ  est  la  distance 
zénithale  du  pôle;  le  côté  ZE  est  la  distance  zénithale  de  l'étoile; 
l'angle  Z  est  le  supplément  de  l'azimut;  ces  trois  quantités  sont 
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connues.  La  résolution  du  triangle  fera  connaître  l'angle  horaire 
de  rétoile  et  sa  distance  polaire. 

Si  l'on  fait  le  calcul  pour  toutes  les  observations  d'une  même 
éloile  faites  dans  une  même  nuit,  on  constatera  que  les  différences 
des  angles  horaires  sont  proportionnelles  aux  intervalles  de  temps 


correspondants.  Si,  de  plus,  on  en  déduit  le  temps  pendant  lequel 
l'angle  horaire  varie  de  Sôo**,  on  constatera  que  cet  intervalle  de 
temps  est  le  même  pour  une  étoile  que  pour  une  autre  étoile,  ob- 
servée dans  la  même  nuit,  ou  dans  une  nuit  aussi  éloignée  que  Ton 
voudra  de  la  première. 
Il  suit  de  là  que  : 

I"  //  existe  une  droite,  dont  la  position  parait  sensiblement 
invariable  par  rapport  à  Vobservateur,  autour  de  laquelle, 
dans  une  même  nuit,  toutes  les  étoiles  tournent  uniformément 
et  avec  la  même  vitesse  angulaire, 

2°  Cette  vitesse  angulaire  reste  absolument  constante. 

Il  est  nécessaire  de  dire  dès  à  présent  que,  si  l'on  détermine  la 
distance  polaire  d'une  même  étoile  par  des  observations  faites 
dans  deux  nuits  un  peu  éloignées  l'une  de  l'autre,  on  ne  trouve 
pas  des  résultats  rigoureusement  identiques. 

Le  mouvement  diurne  de  la  sphère  céleste  est  une  apparence 
due  au  mouvement  de  rotation  de  la  Terre  autour  d'un  axe  qui  est 
fixe  par  rapport  à  la  Terre  elle-même.  Ce  mouvement  de  rotation 
est  uniforme,  et  sa  vitesse  angulaire  est  constante.  Mais  Vaxe  de 
la  Terre  n^a  pas  une  direction  fixe  dans  V espace.  Cet  axe  a  un 
mouvement  lent  qui  devient  à  la  longue  très  considérable,  et  dont 
nous  étudierons  Teffetsur  les  coordonnées  des  étoiles  sous  le  nom 
Ae précession  et  de  nutation. 

9.  Propriété  du  méridien.  Étoiles  circumpolaires.  —  Nous  ne 
pouvons  terminer  cette  étude  du  mouvement  diurne  sans  énoncer 
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ce  théorème  dont  la  démonstration  est  bien  aisée  :  Le  méridien  est 
le  seul  plan  vertical  qui  divise  en  deux  parties  égales  le  pa- 
rallèle décrit  par  une  étoile  et  la  partie  de  ce  parallèle  située 
au-dessus  de  V horizon. 

Ce  théorème  donne  un  moyen  immédiat  de  déterminer  le  méri- 
dien d^un  lieu. 

Nous  remarquerons  aussi  que  les  seules  étoiles  visibles  en  un 
point  de  la  Terre  sont  celles  dont  la  distance  polaire  est  inférieure 
au  supplément  de  la  hauteur  du  pôle  au-dessus  de  l'horizon. 

Quand  la  distance  polaire  est  moindre  que  la  hauteur  du  pôle, 
l'étoile  ne  se  couche  pas. 

10.  Troisième  système  de  coordonnées.  Ascension  droite  et  dé- 
clinaison. —  Le  plan  fondamental  est  encore  Véquateur;  mais 
l'origine  de  la  première  coordonnée  n'est  plus  un  point  fixe  par 
rapport  à  l'observateur,  mais  un  point  indépendant  de  la  position 
de  l'observateur  à  la  surface  de  la  Terre. 

L'ascension  droite  se  compte  dans  le  sens  direct  (de  l'ouest  à 
l'est  en  passant  par  le  sud),  de  o**  à  Sâo*",  on,  en  temps,  de  zéro  à 
vingt-quatre  heures,  l'introduction  des  heures  ayant  le  même  motif 
que  pour  l'angle  horaire. 

Nous  représenterons  généralement  l'ascension  droite  par  a,  la 
déclinaison  par  8;  ces  coordonnées  caractérisent  l'étoile;  elles 
sont  indépendantes  du  mouvement  diurne. 

On  appelle  jour  sidéral  l'intervalle  de  temps  qui  s'écoule 
entre  deux  passages  supérieurs  consécutifs  de  l'origine  des  ascen- 
sions droites  au  méridien. 

Uascension  droite  d'un  astre  (en  temps)  est  é^ale  à  Vheure 
sidérale  au  moment  du  passage  de  cet  astre  au  m,éridien;  à  un 
instant  quelconque  on  obtient  l'angle  horaire  d'un  astre  en  retran- 
chant son  ascension  droite  de  l'heure  sidérale. 

Nous  verrons  plus  tard  que  le  centre  du  Soleil  paraît,  à  chaque 
instant,  décrire  une  orbite  dans  un  plan  passant  par  le  centre  de  la 
Terre.  Le  plan  mené  par  le  centre  de  la  sphère  céleste  parallèle- 
ment au  plan  de  cette  orbite  s'appelle  écliptique.  Ce  plan  est  in- 
cliné de  28°,  5  sur  le  plan  de  l'équateur.  Les  grands  cercles  suivant 
lesquels  la  sphère  est  coupée  par  ces  deux  plans  se  coupent  en 
deux  points  qu'on  appelle  les  nœuds.  Celui  de  ces  points  où  le 
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Soleil  passe  de  Théinisphère  nord  dans  rhémisphère  sud  s^appelle 
point  vernal;  c'est  ce  point  qui  est  l'origine  des  ascensions 
droites. 

Les  coordonnées  rectangulaires  correspondant  au  troisième 
système  ont  pour  axe  des  z  l'axe  du  monde;  l'axe  des  x  est  dirigé 
vers  le  point  vernal  ;  l'axe  des  y  est  dans  l'équateur  et  son  ascen- 
sion droite  est  90".  Ces  coordonnées  sont 

X  =  rcosS  cosa, 
y  =  rcosS  sina, 
z  =  rsinS. 

11.  Quatrième  système.  Longitude  et  latitude.  —  Le  plan  de 
Vécliptique  est  ici  le  plan  fondamental,  he  point  vernal  est  l'ori- 
gine de  la  première  coordonnée  qui  se  compte  comme  l'ascension 
droite  dans  le  sens  direct.  La  latitude  est  positive  quand  l'astre 
est  dans  celui  des  deux  hémisphères  déterminés  par  l'écliptique 
où  se  trouve  le  pôle  nord  de  l'équateur. 

Les  grands  cercles  perpendiculaires  à  l'écliptique  se  nomment 
cercles  de  latitude;  ceux  qui  sont  perpendiculaires  à  l'équateur 
se  nomment  cercles  de  déclinaison. 

Si  nous  désignons  par  X  la  longitude  et  ^  la  latitude,  les  coor- 
données rectangulaires  correspondantes  sont 

X  =  rcosp  cosX, 
y  =  rcosp  sinX, 
z  =  rsinp. 

11  faut  bien  remarquer  que  l'axe  des  x  est  le  même  dans  le 
troisième  et  dans  le  quatrième  système;  c'est  la  droite  qui  joint 
le  centre  de  la  sphère  au  point  vernal. 

12.  Changement  de  coordonnées  :  passer  du  second  an  troisième 
système  et  inversement.  —  Les  deux  coordonnées  d'une  étoile  dans 
l'un  quelconque  des  quatre  systèmes  déterminent  complètement 
la  position  de  l'étoile;  par  conséquent  les  coordonnées  des  trois 
autres  systèmes  peuvent  s'en  déduire.  Nous  allons  traiter  avec 
détail  tous  les  problèmes  de  cette  nature. 

Nous  avons  déjà  dit  tout  ce  qui  est  nécessaire  pour  passer  du 
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deuxième  au  iroisième  système,   ou  inversement.  La  deuxième 
coordonnée,  la  déclinaison,  appartient  aux  deux  systèmes. 
Soient  : 

a  l'ascension  droite; 

t  l'angle  horaire; 

T  rheure  sidérale  à  Tinstant  dont  on  s'occupe. 

T  =  a  -f-  ^, 
d'où 

f  =  T  -  a, 

a=T  — ^ 

L'heure  sidérale  T  est  donnée  à  chaque  instant,  dans  tout  obser- 
vatoire, par  un  instrument  nommé  pendule  sidérale  qui  marque 
o**o"o*  quand  le  point  vernal  passe  au  méridien,  et  qui  marche  de 
vingt-quatre  heures  en  un  jour  sidéral. 

Puisqu'il  est  si  facile  de  passer  du  deuxième  au  troisième  sys* 
tème,  ou  inversement,  il  ne  reste  plus  qu'à  traiter  quatre  pro- 
blèmes :  passer  du  premier  au  deuxième  ou  du  second  au  premier, 
du  troisième  au  quatrième  ou  du  quatrième  au  troisième. 

13.  Ayant  l'azimut  et  la  hauteur  d'un  astre,  trouver  l'angle 
horaire  et  la  déclinaison,  et  vice  versa.  —  Les  formules  de  la 
Trigonométrie  sphérique  s'appliquent  immédiatement  aux  deux 
premiers  cas  que  présente  le  changement  de  coordonnées. 

Soient  : 

A  {fig'  3)  l'azimut; 

h  la  hauteur;  ^ 

t  l'angle  horaire  ; 

8  la  déclinaison  ; 

ç  la  hauteur  du  pôle  au-dessus  de  l'horizon  ; 

E  l'étoile. 

Considérons  le  triangle  sphérique  qui  a  pour  sommet  le  pôle  P 
du  monde,  le  zénith  Z  et  l'étoile  E.  Les  côtés  de  ce  triangle  sont 

90°- A,.     90°- 5,        90°-?, 
les  angles 

t,  i8o°—  A,  E. 
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L'angle  E  s'appelle  souvent  angle  parallac tique  ;  dans  la  plu- 
part des  cas  on  n'est  pas  intéressé  à  le  connaître. 

Dans  le  premier  problème,  on  donne  A,  cp,  A;  on  connaît  donc 
ZE,  ZP  et  l'angle  compris  Z. 

Fig.  3. 


(i3) 


Dans  le  problème  inverse,  on  donne  S,  ç,  /  ;  on  connaît  encore 
deux  côtés,  PE,  PZ,  et  l'angle  compris  P.  Les  formules  fondamen- 
tales donnent  une  solution  de  chacun  de  ces  problèmes;  nous  les 
écrirons  successivement. 

Premier  problème. 
sin  8  =  sin  cp  sin  h  —  cos  <p  cos  h  cos  A. 
cos8  sin<  =  cos  A  sin  A, 
cos  8  cos  t  =  sin  h  cos  cp  +  cos  A  sin  cp  cos  A, 

Second  problème, 
sin  h  =  sin  o  sin  ^  -i-  cos  8  cos  <p  cos  t, 
cos  A  sin  A  =  sin  ^  cos  8, 
'.  cos  A  cos  A  =  —  sin  8  cos<p  -+-  cos  8  sincp  cos  t. 

On  rend  ces  formules  calculables  par  logarithmes,  en  posant 

s'mh  =  mcosM, 
cos  h  cos  A  =  m  sin  M, 

sin  8  =  mi  sinMi, 
cos 8  cos^  =  mi  cosMi, 


ou 


(i3  bis) 


Premier  problème, 
sin  8  —  m  sin(cp  —  M), 
cos  8  sint  =  cos  h  sin  A, 
cos8  cost  =  m  cos(«p  —  M). 

Second  problème, 
sinh  =  mi  cos(cp  —  M), 
cos// sin  A  =  sin  ^  cos  8, 
cosAcosA  =  m  5in(cp  —  Mt). 
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l3 


Les  formules  (12)  du  Chapitre  VIII  de  la  première  Partie  de 
cet  Ouvrage  donneot  pour  le  premier  problème  les  précieuses 
formules  de  vérifications  suivantes  : 


sin(A  — /)  =  2insin(45"—  2  J  sécA  sin^sin  (45"— M  -f-  ?)> 

sm—    —  =     7?i  sin(45*— i  jsec cosf  45"— M -H  -  )> 

et  pour  le  second  problème 

sin(A  —  0  =  2/nisinU5°—  ?)  sécSsinA  sinM  )°h-  Mi—  îji 

sm =    /ni  sm  f  45" I  séc cos  (  4^° -<-  Mi  —  -i-  j . 

On  peut  encore  résoudre  les  mêmes  problèmes  au  mojen  des 
formules  de  Delambre.  Elles  donnent 


(i4) 


;in(45o--) 
,m(45«-  ;) 
os(45o~|) 
os  (45--^) 
.n(45o-^) 

OS  (45° )  sin 

os  (45* )cos 


E— f             A        A-f-© 
cos =  cos  — cos ^, 

2  2  2 

.    E- f         .    A   .    A  — 9 

sm =sm-  sm i, 

2  22 

E-h  /  A    .    A-f-© 

cos =cos— sm '- ^ 

•1  2  2 


A        A  —  9 

■-  sm  -  cos •  3 

2  2 

.     ^  9H-S 

sm-  cos j 

2  2 


2 
A-^E 


A-+-E  ^    .    <p  — 8 

cos —  cos  -  sm  -i , 

2  22 

A  — E         .    «    .    ©-+-§ 

=  sm  -  sm  -i , 

2  22 

«         0-+-8 

cos-  COS-î^ • 

2  2 


E 


Les  formules  (i3)  et  (i4)  sont  établies  en  supposant  Tazimut  et 
l'angle  horaire  moindres  que  180®.  On  voit  aisément  que,  dans  le 
cas  contraire,  il  suffit  de  remplacer  A  par  Sôo**  —  A,  t  par  36o**  —  t. 
Si  Ton  change  en  même  temps  E  en  —  E,  les  formules  restent 
les  mêmes. 

14.  Constructioii  de  Tables  auxiliaires  pour  faciliter  la  transfor- 
mation quand  les  observations  sont  faites  en  un  môme  lieu.  —  Dans 
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un  même  observatoire,  cp  est  une  constante.  On  en  peut  pro- 
fiter pour  arranger  les  formules  (i3)  de  telle  façon  qu'elles  dé- 
pendent de  quantités  auxiliaires  fonctions  d'une  seule  des  données 
(A  ou  t  suivant  le  problème)  et  susceptibles,  par  conséquent, 
d'être  réduites  en  Tables. 

Rendons  calculable  par  logarithmes  la  première  des  formules 
(i3)  en  faisant  dépendre  la  quantité  auxiliaire,  non  plus  de  A  et  A 
(ou  de  8  et  /),  mais  de  cp  et  A,  dans  le  deuxième  problème  de  cp  et  t. 

Nous  poserons  à  cet  égard 


sincp 
cos<p  cosA 

Comme  on  trouve 


=  mcosB, 
=  msiaB, 


sincp  =  /»!  cosBi, 
coscp  cos^  =  m\  sin  Bi. 


m*  =  I  —  cos* cp  sin<  A, 


m\  : 


:  î —  cos*cpsin*^, 


m  et  rrii  sont  moindres  que  i  en  valeur  absolue;  nous  les  désigne- 
rons par  sin  Y  et  sin  yi .  On  a  alors 

Isinçp  =  sin^cosB,  sin©  =  sin^i  cosBi, 

coscpcos  A  =  sin  Y  sinB,         coscp  cost  =  sin^i  sinBi, 
coscp  sinA  =  cosY,  cosç  sin^  =  cos^i, 

en  supposant  que  l'on  choisisse  y  de  telle  manière  que  son  cosinus 
ait  le  signe  de  cos  cp  sinA. 

La  première  des  équations  (i3)  devient 


(i6)    sinS  =  sin^  sin(A  —  B). 

Si  A  restant  invariable,  h  devient 
égal  à  B,  8  devient  nul.  Donc  B  est 
la  hauteur  du  point  de  l'équateur 
dont  Tazimut  est  A.  Soit  ^o  l'angle 
horaire  de  ce  point.  En  lui  appli- 
quant les  équations  (i3),  on  a 

io  =       sincp  sinB 
—  cos  cp  cos  B  cos  A, 
,_,,       sin*o=      cos  B  sin  A, 
cos^o=      coscp  sinB 

-h  sincpcosB  cos  A. 


(i6)     sinA  =  sin^i  8in(§  H- Bi). 

Si  t  restant  invariable,  8  devient 
égal  à  — Bi,  h  devient  nul.  Donc 
—  Bi  est  la  déclinaison  du  point  de 
l'horizon  dont  l'angle  horaire  est  t. 
Soit  Ao  l'azimut  de  ce  point. 


o  = —  sincp  sinBi 

■+-  coscp  cos Bi  cosr, 
(17)   i   sinAo=      cosBisini, 
I  cosAo=      coscp  sin Bi 
\  4-  sin©  cosBf  cos/. 
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Les  équalioDs  (i5)  définissent  les  constantes  auxiliaires 

Y  et  B  fonctions  de  <p  et  de  A,     ^i  ^^  ^i  fonctions  de  cp  et  de  t. 

Mais,  dans  un  même  observatoire,  <p  est  constant;  donc 

Y  et  B  sont  fonctions  de  la  seule  variable  A, 
Yi  et  Bi  sont  fonctions  de  la  seule  variable  t. 

On  peut  construire  des  Tables  auxiliaires  (pour  un  même  ob- 
servatoire) qui  donneront 

Y  et  B  pour  toutes  les  valeurs  de  A, 
Yi  ®^  ^1  pour  toutes  les  valeurs  de  t. 

Les  mêmes  Tables  serviront  pour  les  deux  problèmes. 
Ayant  ces  constantes  auxiliaires,   il  est  aisé  de  tirer  des  for- 
mules (i3)  et  (17)  d'autres  équations  donnant  rapidement 

^  et  8,    A  et  h. 

On  a  d'abord  l'équation  (16). 

Si  Ton  multiplie,  membre  à  membre,  la  troisième  équation  (i3) 
par  la  deuxième  équation  (17),  la  deuxième  équation  (i3)  par  la 
troisième  équation  (17)  et  que  l'on  retranche  membre  à  membre, 
on  trouve 

Icos8sin(^o — ')  =      sinA  cos<p  sin(A  —  B) 
=      cosY  sin(A— B), 
cosÀsin(Ao —  A)  =  —  sin^coscp  sin(8  -h  Bi) 
=  —  cosYi  sin(8 -h  Bi). 

Si  l'on  multiplie,  membre  à  membre,  les  équations  (i3)  par  les 
équations  (17)  et  qu'on  additionne  les  résultats,  on  trouve 

(19)  cosS  cos(^o-- ^)  =  cos(A  — B),       cosAcos(Ao— A)  =  cos(8 -f- Bi). 
Les  équations  (16),  (18),  (19)  donnent  rapidement 

S  et  ^0 —  'î     ^  et  Ao — A, 
par  leurs  tangentes,  pourvu  que  l'on  ait  sans  calcul 
Y,  B,  ^0,     Yi»  ^1»  ^0. 
Or  on  déduit  des  équations  (17) 

sin  ^0  =  cos  B  sin  A,  sin  Aq  =  cos  Bf  sin  t^ 

(20)  ^  cosîpcosfo=  sinB,  cos(p  cosAo=  sinBi, 
sincp  cos^o=  cbsB  cos  A,         sincp  cosAo=  cosBi  cos/, 
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de  sorte  qu'une  troisième  Table  auxiliaire,  bien  facile  à  construire 
au  moyen  des  formule  (20),  peut  donner 

to  ayant  A,     Aq  ayant  t. 

Il  faut  bien  remarquer  que  les  mêmes  Tables  auxiliaires  servi- 
ront pour  les  deux  problèmes.  Dans  la  construction  de  ces  Tables, 
il  suffira  de  faire  varier  l'argument  de  0°  à  90**. 

15.  Ayant  rascension  droite  et  la  décUnaison  d'un  astre ,  trouver 
la  longitude  et  la  latitude  et  vice  versa.  —  Des  équations  ana- 
logues aux  équations  (i3)et(i4)  permettent  de  résoudre  les  deux 
derniers  problèmes  relatifs  au  changement  de  coordonnées  :  ayant 
l'ascension  droite  a  et  la  déclinaison  8  d'un  astre,  trouver  la  lon- 
gitude X  et  la  latitude  ^,  et  inversement. 

Dans  le  triangle  qui  a  pour  sommets  le  pôle  nord  P  {^g.  4)  de 


Téquateur,  le  pôle  nord  II  de  Técliptique,  et  l'étoile  E,  le  côté  IIP 
est  égal  à  l'obliquité  e  de  l'écliptique  sur  l'équateur;  PE  est  le 
complément  de  la  déclinaison,  DE  celui  de  la  latitude.  L'angle  H 
est  le  complément  de  la  longitude  de  l'astre;  l'angle  P  surpasse 
l'ascension  droite  de  90**. 

En  appliquant  à  ce  triangle  de  deux  manières  différentes  les 
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formules  (i),  (2),  (3),  on  trouve  les  formules 

siap=      C0S8  sin8 — siaecos8  sînse, 
ces  P  cos  X  =      cos  8  cos  a, 
cospsinX=      sin8  sine-f- cos8  cosesina; 

sin8  =      sinp  cos e  + cos p  sine  sinX, 
cos  8  cos  a  =      cos  p  cos  X, 
cos8  sina  =  —  sin^  sine  -+■  cos^  coss  sinX. 

On  les  rend  calculables  par  logarithmes  en  posant 

sin8  =  m  sinM,  sin^  =  mi  sinMi, 

cos8  sinv  =  m  cosM,        cos^  sinX  =  /Mi  cosMi. 

Elles  deviennent  ainsi 

sinp  =  m  sin(M  —  e),  sinp  =  mi  sin(Mi-+-  e), 

cosp  cosX  =  cos8  cosa,  cos8  cosa  =  cosp  cosX, 

cosp  sinX  =  m  cos(M  —  e),        coso  sina  =  nii  cos(Mi-h  e). 

On  obtient  de  précieuses  formules  de  vérification  en  appliquant 
les  formules  (12)  du  Chapitre  VIII  de  la  première  Partie  de  cet 
Ouvrage. 

Elles  donnent,  pour  le  premier  problème,  les  deux  formules  de 
vérification 

sin(X  —  a)  =  im  sin-  séc8  cosX  sin  [  M 1  j 


.0  —  8  .     £      ,     0  ■ 

sin -=    /n  sin -sec  — 


'2  22 


et,  pour  le  second  problème,  les  formules  de  vérification 

sin(X  —  a)  =  inii  sin-  séc^  cosa  sin  (Mi  H —  ) , 

•    ^-P  .    e     ,    8-hP        /..        E\ 

sin '  =    mt  sm  -  sec cos  (  Mi  n —  ) . 

•2  2  2  \  2/ 

On  peut  aussi  appliquer  au  même  triangle  les  formules  de  De- 
lambre.  Elles  donnent 

sin(45°~|)cos(45o-^)  =  sin(45-- ?--p?)  sin(r3°^ 

sin  ^45" -|)  sin  ^45'*-^^^)  =  sin  ^45<>- ^^^  cos^45«H- ^  j  , 

cos^45"  — |)cos^45" -^)=c^sU5° ^)  sin  ^45» -4- 2  V 

cos(45--  l)  sin  (4^»-  ?^)  =  cos(45«-  i±l)  003(45» -^  {)  ; 
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et 

sin^45*'-^)  sin/45<'+  ~^)  =  sin  ^45»— ^^)  003/45°— ^V 

cos  ^45'*—  l)  cos  ^45^  -^  ^^^)  =  cos  ^45°  -  ^^)  sin  ^45°  -  ^)  , 

cos(45°-|)  sin(45o-H^)  =cos(45°~^')cos(45°-^). 

3                  0 
Les  arcs  45° — ->  45** sont  aigus  et  positifs;  il  s'ensuit 

qu'il   n'y  aura    aucune    indétermination  relativement   aux  arcs 

45° T~-'  4 5** H ~  ->  dont  les  sinus  et  cosinus  ont  les  signes 

des  seconds  membres  correspondants. 

La  figure  suppose  a  et  X  positifs  et  moindres  que  90".  On  voit 
de  suite  que  si  ces  quantités  étaient  négatives  et  moindres  que  90" 
en  valeur  absolue,  les  éléments  du  triangle  JIPE  auraient  les 
mêmes  expressions,  de  sorte  que  les  mêmes  formules  subsiste- 
raient. Si  a  et  X  étaient  compris  entre  90**  et  a-jo®,  l'angle  P  serait 
270** —  a  et  l'angle  II  serait  X  —  90®.  Il  faudrait  donc  remplacer  a 
par  180** —  a,  X  par  180** —  X.  On  s'assurera  aisément  que  les  for- 
mules ne  changent  pas. 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  construire  des  Tables  auxiliaires  analogues 
à  celles  dont  nous  avons  indiqué  l'usage  pour  les  deux  premiers 
problèmes,  en  raison  de  ce  que  l'inclinaison  e  de  l'écliptique  sur 
l'équateur  ne  reste  pas  constante. 

16.  Lever  et  coucher  d'un  astre,  intervalle  semi-diurne.  —  Une 
des  questions  les  plus  importantes  qui  se  présentent  à  propos  du 
mouvement  diurne  est  celle  du  lever  et  du  coucher  des  astres,  et 
de  l'intervalle  de  temps  pendant  lequel  un  astre  reste  au-dessus 
de  l'horizon. 

Soient  (f  la  latitude  nord  de  l'observateur,  P  la  distance  polaire 
d'un  astre,  H  son  angle  horaire,  Ç  sa  distance  zénithale.  On  a 

cosÇ  =  sinç  cosP  -i-  cosîp  sinP  cosH. 

Si  l'astre  se  couche  à  l'instant  considéré,  Ç=  -;  donc 

tangcp 

cos  H  = —  =^- 

tangP 
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Il  s'ensuit  que  les  astres,  dont  la  distance  polaire  nord  est 
moindre  que  la  latitude,  ne  se  couchent  jamais;  ceux  dont  la  dis- 
tance polaire  nord  est  plus  grande  que  le  supplément  de  la  lati- 
tude ne  se  lèvent  jamais.  L'intervalle  de  temps  2  H  pendant 
lequel  un  astre  reste  au-dessus  de  l'horizon  augmente  quand  P 
diminue.  Cet  intervalle  de  temps,  à  toute  latitude,  est  de  douze 
heures  pour  les  astres  situés  dans  l'équateur. 

L'application  la  plus  importante  de  cette  formule  se  rapporte 
au  lever  et  au  coucher  du  Soleil.  La  distance  polaire  de  cet  astre 
varie  entre  90® — e  et  90°-+-  e,  e  étant  23**,  5  environ.  Il  s'ensuit 
que,  si  la  latitude  est  moindre  que  90° —  s,  le  Soleil  se  lève  et  se 
couche  à  chaque  révolution,  et  la  durée  de  la  journée  augmente 
avec  la  déclinaison  du  Soleil.  Si  la  latitude  surpasse  90** — e,  le 
Soleil  reste  au-dessus  de  l'horizon  tant  que  sa  déclinaison  est 
plus  grande  que  90*^ —  cp,  et  au-dessous  tant  que  cette  déclinaison 
est  inférieure  à  —  (90° —  cp). 

17.  Crépuscule 9  sa  durée ,  son  minimum  en  un  lieu  donné.  — 
La  durée  de  l'intervalle  pendant  lequel  il  fait  jour  est  augmentée 
parla  présence  de  l'atmosphère.  Tant  que  l'atmosphère  elle-même, 
au-dessus  de  Thorizon,  est  éclairée,  bien  que  le  Soleil  soit  au- 
dessous  de  l'horizon,  il  ne  fait  pas  nuit.  L'intervalle  compris  entre 
le  moment  où  le  Soleil  se  couche  et  celui  où  l'atmosphère  cesse 
de  recevoir  de  la  lumière  s'appelle  le  crépuscule.  L'observation 
montre  que  ce  crépuscule  finit  quand  le  Soleil  est  à  18°  au-dessous 
de  l'horizon.  Nous  allons  en  étudier  la  durée. 

Soient  P  {fig*  5)  le  pôle,  Z  le  zénith,  SqS  le  parallèle  décrit 
par  le  Soleil,  So  le  point  où  le  Soleil  se  couche,  S  le  point  dont  la 
distance  zénithale  est  108**,  Hq  et  H  les  angles  horaires  ZPSo, 
ZPS.  Nous  poserons  18**=^  ia. 

Le  triangle  PZSo  donne 


le  triangle  PZS  donne 


tangcp 

cosHo  =  —  ~ 5; 

tangP* 


COSH  = r—TZ  -H  COSHo. 

coscpsmP 
On  en  déduit 


.    H -Ho 

2sm 


coscp  sinP  sin  — 
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Cette  formule  donne  la  durée  H  —  Ho  du  crépuscule. 

Cherchons  le  plus  court  des  crépuscules  pour  une  latitude 
donnée.  Regardant  H  et  Ho  comme  des  fonctions  de  P,  on  doit 
avoir 


En  différentiant,  on  a 


H'=H' 


tangd) 


—  sinH.H'= 


sin2acosP        tangcp 


Faisant  H'=  H'^  on  a,  par  division, 

sinH         sinîacosP 
sinHo  sin(p 

Éliminant  A  et  Hq,  on  trouve 

sinaa  cos'P  -i-  2  sin<p  cosP  -h  sin2a  sin*©  =  o; 

d'où  les  deux  solutions 

cosP 


cosP 
. —  =  —  tanffa, 
sincp 


I 
tanora 


La  deuxième  solution  rend  négatif  le  rapport 


sinH 
sinHn 


Elle  corres- 


pond à  H'  =  —  HJ,;  nous  n'avons  pas  à  nous  en  occuper  :  la  pre- 
mière est  toujours  acceptable. 

Elle  donne 

cosP  =  —  tanga  sincp. 
On  en  déduit  que 


sin  cp 

cosPSZ  =  -^-^  =  cosPSoZ 

sinP 
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et  que 

—  ces  A  =  —  tangcp  tanga  =  -4-  cosAo, 
d'où 

A-4- Ao=i8o°. 

L'équateur  passe  au  milieu  de  TSo  et  coupe  ZS  et  ZSq  en  des 
points  U  et  V,  tels  que 

TU  =  SoV  =  a. 

Il  n'j  a  pas  de  crépuscule  maximum  algébriquement. 

Le  Soleil  parvenu  à  la  déclinaison  e  redescend.  Le  crépuscule 

maximum  a  lieu  au  solstice. 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  à  ce  propos  que  cosH  devient  égal  à 

—  1  si 

P  —  çp  =  2a. 

Alors  le  crépuscule  finit  quand  l'aurore  commence. 
Le  minimum  de  P  étant  90® — e,  il  faut,  pour  que  cette  circon- 
stance puisse  se  produire,  que  Ton  ait 

90°— e  —  «p<  ia 
ou 

?>7^''-£>  48°^- 

Cette  circonstance  se  présente  à  Paris,  dont  la  latitude  est  de 
48«5o'. 
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CHAPITRE   IL 


RÉFRACTION  ASTRONOMIQUE.  MODIFICATION  QU  ELLE  PRODUIT  DANS  LA  DISTANCE 
ZÉNITHALE  d'uN  ASTRE,  DANS  LA  DIFFÉRENCE  d' ANGLE  HORAIRE  ET  LA  DIF- 
FÉRENCE DE  DISTANCE  POLAIRE  DE  DEUX  ASTRES  TRÈS  VOISINS.  MESURE  DES 
HAUTEURS  AU   MOYEN  DU  BAROMÈTRE. 


18.  La  réfraction  due  à  l'atmosphère  modifie  les  coordonnées 
des  astres.  —  La  vérification  des  lois  du  mouvement  diurne  in- 
diquée au  n®  8  n'a  lieu  d'une  façon  à  peu  près  satisfaisante  que 
si  l'on  n'y  emploie  aucune  observation  faite  dans  le  voisinage  de 
l'horizon.  Si,  en  partant  de  ces  lois  et  d'observations  d'une  étoile 
faites  à  de  grandes  hauteurs,  on  calcule  les  coordonnées  de  cette 
étoile  à  de  faibles  hauteurs,  on  constate,  entre  les  coordonnées  cal- 
culées et  celle  que  l'on  observe  réellement,  des  écarts  d'autant  plus 
grands  que  l'astre  est  plus  voisin  de  Thorizon.  Quand  on  sait 
qu'un  rayon  lumineux  qui  passe  d'un  milieu  dans  un  autre  est 
d'autant  plus  dévié  qu'il  rencontre  plus  obliquement  la  surface  de 
séparation  de  ces  milieux  et  que  la  densité  de  l'atmosphère  ter- 
restre augmente  à  mesure  que  l'on  se  rapproche  de  la  surface  de 
la  Terre,  on  est  naturellement  conduit  à  attribuer  les  écarts  que 
nous  venons  d'indiquer  à  la  réfraction  du  rayon  lumineux  dans 
son  passage  à  travers  l'atmosphère  et  à  étudier  la  déviation  qui 
en  résulte. 

19.  Équation  de  la  trajectoire  que  forme  le  rayon  lumineux.  — 
Nous  supposerons  l'atmosphère  en  équilibre  et  formée,  au  moins 
dans  toute  la  région  traversée  par  le  rayon  lumineux,  de  couches 
sphériques  concentriques  infiniment  minces,  dont  chacune  soit  ho- 
mogène. La  première  condition  implique  que  la  force  élastique  de 
l'air  en  un  point  quelconque  est  égale  au  poids  d'un  cylindre  ver- 
tical d'air  ayant  pour  base  une  surface  horizontale  égale  à  l'unité, 
placée  au  point  dont  il  s'agit  et  s'étendant  jusqu'à  la  limite  supé- 
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Heure  de  l'atmosphère.  Considérons  deux  couches  infiniment 
minces  consécutives,  et  soient  PQ,  QR  les  parties  du  rayon  lu- 
mineux qui  traversent  ces  deux  couches.  Ces  deux  éléments  PQ, 
QR  et  le  centre  O  de  la  Terre  sont  dans  un  même  plan,  d'où  il 
suit  que  le  rayon  lumineux  reste  toujours  dans  un  même  plan  ver- 
tical. Soient,  au  point  Q,  t  l'angle  d'incidence,  1*4  l'angle  de  réfrac- 

Fig.  6. 


tion  ;  soient  v  et  t^'  les  vitesses  de  la  lumière  dans  le  premier  et 
dans  le  second  milieu,  et  Tq  la  vitesse  dans  le  vide;  soient  enfin  [ji, 
[jl'  les  indices  de  réfraction  des  deux  couches  par  rapport  au  vide. 
On  démontre  en  Physique  que 


sini 
sin  il 


Soient,  au  point  R,  i'  l'angle  d'incidence,  r'  le  rayon  OR;  soit  r 
le  rayon  OQ.  Dans  le  triangle  OQR, 


sin^i  _  r 
sin/'  ~  r 


D'où,  par  multiplication, 


et,  par  suite, 


sinf  ~    |jtr 
fjirsint  =  const. 


Si  a  est  le  rayon  de  la  Terre,  z  la  distance  zénithale  observée, 
[jLo  l'indice  de  réfraction  de  l'air  par  rapport  au  vide,  au  point  de 
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l'atmosphère  où  se  trouve  robservateur, 
(i)  fjirsini  =  {jio^sinz. 

Celte  équation  est,  en  définitive,  l'équation  de  la  trajectoire 
formée  par  le  rayon  lumineux.  Effectivement,  [x  est  évidemment 
une  fonction  r;  i  est  l'angle  que  fait  en  un  point  de  cette  trajec- 
toire la  tangente  avec  le  rayon  vecteur  qui  joint  ce  point  au  centre 
de  la  Terre.  Nous  avons  donc  une  équation  entre  deux  variables 
que  l'on  peut  regarder  comme  formant  un  système  plus  ou  moins 
commode  de  coordonnées. 

20.  Calcul  de  la  déviation  totale.  —  Il  a  été  dit  au  commence- 
ment du  numéro  précédent  que  le  rayon  lumineux  reste  toujours 
dans  le  plan  vertical  qui  passe  par  l'astre  et  par  l'observateur.  La 
réfraction  ne  modifie  donc  pas  l'azimut  de  l'astre;  nous  nous  pro- 
posons de  calculer  de  combien  elle  modifie  la  hauteur. 

Soient 

A  le  point  d'arrivée; 

M  un  point  quelconque  du  rayon  lumineux; 

8  l'angle  que  fait  la  tangente  au  rayon  lumineux  en  ce  point  avec 

la  verticale  AZ  du  point  A; 
i^TangleMOZ; 
/  l'angle  que  fait  la  tangente  en  M  avec  le  rayon  vecteur  OM. 

A  mesure  que  le  point  M  se  rapproche  du  point  A,  l'angle  6 
diminue;  nous  avons  à  calculer  la  valeur  totale  de  cette  diminu- 
tion depuis  l'entrée  du  rayon  dans  i'atmosphèrejusqu'aupoint  A. 
Or 

(•2)  d^  =  dv-^di. 

L'équation  (i) 


donne 


[xrsiQ{=  \i^asiVLZ 
d{^^  ^     di     _  ^ 


(xr  lang{ 


ou 


rf.-=-Ung,-'(^H-^). 
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On  a  aussi,  comme  on  sait,  par  la  Géométrie  analytique, 


Donc 

(3) 


dr 
dv  =  tang*  —  • 


,A  .  d[i 

aO  =  —  tang  i  -^  • 


On  peut,  dans  l'équation  (3),  exprimer  8  en  fonction  de  /',  ainsi  : 

on  a 

.     .       [Jioasin>s 


d'où 

par  suite 

(4) 

et 

(5) 


tangï  = 


^[i^r^^  |xja*sin*^ 


—  fXo  sînz  dii 


/-  |Xo  sinzdyi 


rintégrale  étant  prise  depuis  la  limite  supérieure  jusqu'à  la  limite 
inférieure  de  l'atmosphère. 

11  importe  de  bien  remarquer  que  [x  dépend  de  la  densité  de 
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Tatmosphère  et,  par  suite,  est  au  fond  une  fonction  de  r,  ou  in- 
versement /•  une  fonction  de  a,  de  sorte  que  le  second  membre 
de  l'équation  (4)  est  bien  dififérentielle  d'une  fonction  d'une  seule 
variable. 

21.  Transformation  de  l'intégrale.  —  Le  rapport  -  est  toujours 
un  peu  moindre  que  l'unité.  Nous  poserons 


On  démontre  de  plus,  en  Physique,  que  \k^  —  i   est  propor- 
tionnel à  la  densité  p  de  l'air.  Nous  poserons 


JXÎ-I 


po  étant  la  densité  de  l'air  au  point  d'arrivée  du  rayon  lumineux 
et  au  moment  de  l'observation.  La  formule  (5)  devient  alors 


A0  =  - 


I  -*- 

-(i  —  5)(i  -H  YPo)*sin>5.Y  dp 


(i-h  YP)  v^i-+-  Yp  —  (I  --  «)*(i-H  YPo)  sin».2 


<|ue  nous  écrirons 

A0>  — 

Si  nous  posons 
nous  aurons 


k 


(i  —  s)  sinz  - 


TP 


•T?o 


-TP 
ïpo 


\/f: 


ï? 


•YPo 


sin*5(i  —  s)^ 


I 

T?o  = 


Ypo 
n-YPo 


I  —  'za, 

17. 

I  —  2a 


I  -+-  YP  =  1 
i-t-YPo 


2a 


I  — 2a  po' 
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et 


— 

f. 


—  (i  —  s)  sinzdp 
(6)   ABr--^     I       P«- 


22.  Considérations  générales  sur  l'intégrale.  —  Le  calcul  de 
r intégrale  (6)  ne  peut  être  efTectué  rigoureusement  parce  que  Ton 
ne  connaît  pas  la  relation  entre  p  et  r,  relation  qui  dépend  de  la 
distribution  des  températures  dans  l'atmosphère.  Nous  allons 
d'abord  montrer  que,  pour  des  valeurs  de  z  inférieures  à  une  cer- 
taine limite,  on  peut,  en  ne  négligeant  que  des  termes  insensibles, 
s'arranger  de  telle  façon  que  la  température  n'entre  que  dans  un 
terme  susceptible  d'être  déterminé  à  chaque  instant  par  l'obser- 
vation. 

Observons  d'abord  que  le  radical  qui  entre  en  facteur  dans  le 
dénominateur  ne  peut  s'annuler,  car  il  est  équivalent  à 

(7)  (jL*r2— (jLja*  sin'5. 

Gomme 

|jL/'sini  =  [JLo«  sin.5, 

on  voit  que  l'expression  (-j)  ne  peut  être  nulle  que  si  sin/  -=  i  ; 
cela  ne  peut  se  produire  qu'au  point  d'arrivée,  si  en  ce  point  le 
rajon  lumineux  est  horizontal. 

On  voit  aussi  que,  quand  z  augmente,  les  éléments  de  l'intégrale 
et  par  suite  l'intégrale  elle-même  augmentent;  la  réfraction,  pour 
un  état  donné  de  l'atmosphère,  est  d'autant  plus  forte  que  la 
distance  zénithale  est  plus  grande. 

23.  Simplification  du  facteur  qui  multiplie  l'intégrale.  —  On 
voit  encore  que  l'on  peut  remplacer  le  premier  facteur  du  déno- 
minateur par  sa  valeur  moj'enne  i  —  a.  L'erreur  commise  sur  ce 
facteur,  dans  chaque  élément,  est  moindre  que  a;  elle  est  positive 
dans  les  régions  élevées  de  l'atmosphère,  négative  dans  les  couches 
inférieures,  nulle  dans  la  couche  dont  la  densité  est  ^po-  L'erreur 
totale  est  donc  notablement  moindre  que  le  produit  de  la  réfrac- 
tion elle-même  par  a.  Comme  a  est  environ  o,ooo3  et  que  la  ré- 
fraction à  l'horizon  ne  dépasse  pas  2100'',  on  voit  que  l'erreur  est 
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sensiblement  moindre  que  o'\6  à  l'horizon;  elle  décroît  rapide- 
ment quand  la  hauteur  augmente.  Elle  est  donc  toujours  négli- 
geable, et  l'on  peut  écrire 

(8)   Ae  =  -/"""     f'    ^  ^^-^^^P 

^  (1  — a)po     /  /  7         r\ 

j        4  /  cos*-5  —  2a  f  I  —  —  l-h2Jsin*^  —  **sin*>5 

24.  Suppression  d'un  terme  au  dénominateur  de  la  fonction 

%ifférentielle.  —  On  peut  aussi  négliger  au  dénominateur  le  terme 

—  5^  sin^^.  Pour  le  montrer  nettement,  il  est  nécessaire  d'évaluer 

approximativement  l'erreur   commise.  Nous  y  parviendrons  en 

faisant  une  hypothèse  sur  la  constitution  de  l'atmosphère. 

Supposons  la  température  constante.  Nous  allons  montrer  qu'a- 
lors 

P  =  poe-'«^ 

où  la  valeur  de  m  est  à  peu  près  égale  à  8oo. 

Soient,  en  effet,  p  la  pression  de  la  couche  d'air  de  densité  p, 
g  l'accélération  de  la  pesanteur  en  cette  couche,  p^^  p^,  gf^  les 
valeurs  de  /?,  p,  ^  à  la  surface  de  la  Terre.  Entre  ^  et  ^o?  o^  a  la 
relation 

C  =  ^J 

La  température  étant  constante,  on  a 

-^  =  i.. 

P^        Po 

Par  l'hypothèse  fondamentale,  on  a  aussi 

rf/?  =  —  ^  p  e/r  =  —  ^0  ^  P  û?r . 
On  en  déduit 

po    P  ""^         r 

d'où,  en  intégrant  et  observant  que  p  =  po  pour  r  =  a, 

(9)  p  =  pocP«  *   ^''     ^=poe       P'      =poe-'»*. 

Si  l'on  prend  pour  unité  de  longueur  le  mètre,   pour  unité 
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(le  masse  la  masse  du  mètre  cube  d'air  à  o°  sous  la  pression 
de  Oj-jô,  pour  unité  de  volume  le  mètre  cube,  pour  unité  de 
densité,  celle  de  Tair  dans  les  conditions  normales,  la  densité  du 
mercure  est  io5i7,3.  Donc,  si,  à  la  surface  delà  Terre,  les  con- 
ditions de  température  et  de  pression  sont  les  conditions  normales, 

y?o=io5i7,3  X  0,76  xpo^g=  7993, ï47po^o 
et,  par  suite, 

i>o  7993,147* 

Comme  a  est  environ 

6360200, 

on  voit  que  m  diffère  peu  de 

800. 

2o.  Hauteur  maximum  de  l'atmosphère.  —  La  formule  (9) 
montre  que  s  est  toujours  une  très  petite  quantité.  Si  l'on  veut, 

en  effet,  que  —  soit  moindre  qu'un  nombre  donné  /i,  il  suffira  de 
faire 

*  >  —  loff  — • 

Le  logarithme  népérien  de  loooo  étant  environ  9,  la  densité 
sera  10  000  fois  moindre  qu'à  la  surface  si 

Q 

5  =  —  =  0,011. 

A  des  hauteurs  plus  grandes,  l'atmosphère  n'exerce  visiblement 
plus  sur  la  réfraction  d'influence  appréciable. 

26.  Fin  de  la  question  posée  au  n**  25.  —  Si  l'on  néglige  au 
dénominateur  de  la  formule  (8)  le  terme  —  ^^sin^^;,  l'erreur  rela- 
tive commise  sur  un  élément  est 

cos*>5 —  2a (  I —  —  )  -h2Jsin*« 

\         Po/ 

Ce  rapport  augmente  avec  5,  puisque  son  dénominateur  peut 
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s'écrire 


tfr—   -j  —  (i  — 25)sin2^ 


L'élément  de  Tinlégrale  augmente  aussi  avec^;  il  suffit  donc, 
pour  avoir  une  limite  de  Terreur  commise,  de  supposer  z  =  90°. 
La  réfraction  horizontale,  si  Ton  emploie  la  formule  (9),  est 


m(i  —  s)e-"^^  ds 

)/2[s  —  0L{i  —  e-"^^)] 


et  l'erreur  commise,  en  négligeant  le  terme  —  s^  sin^Zy  est 
P_       a        r^        m{\  —  s)e-'^^  i  5» 

Dans  ces  formules,  ^i  désigne  la  valeur  de  5  à  la  limite  supé- 
rieure de  l'atmosphère.  Les  numérateurs  renfermant  le  facteur 
^-ms  q^ii  devient  insensible  dès  que  s  dépasse  la  valeur  Si,  on  peut 
prendre  les  intégrales  entre  les  limites  00  et  o,  sans  erreur  sensible. 

Posons 

u  =  s  —  a(i  —  e-'"*). 

Nous  aurons 

du 

---  =  i-h  a /ne-"". 

ds 

La  valeur  de  cLm  étant  environ  0,2,  on  a 

u     =      \kSy 

[X  étant  compris  entre  0,8  et  i.  Pour  nous  rendre  compte  de  la 
grandeur  des  intégrales  R  et  E,  nous  regarderons  (x  comme  une 
constante.  Nous  remplacerons  aussi  au  numérateur  i  —  s  par  i. 
Nous  avons  alors 

Ko  = -p=z I      — —  as, 

E  = -H!^ f  e-'»*  \/7  ds. 

L'intégration  par  partie,  en  observant  que  e''^  ds  est  la  difTé- 

rentielle  de e"^'"*,  donne 

„_ a  r*  g-""  ds  _     R 

""       8|JLv/ïlI(i~a)  J^         v^       ""8^* 


RÉFRACTION    ATMOSPHÉRIQUE.  3l 

Pour  obtenir  Rq,  posons 


ds       idt 

^  m 
nous  aurons 


v/m  ^s        yjm 


Faisant 

m  =  800,         |jL  =  o,9,         a  =  o,ooo3, 

on  trouve  approximativement 

Ro  =  2000', 
d'où 

27.  Développement  de  l'intégrale  en  série;  termes  à  conserver. 
—  On  conservera  donc  celte  formule,  suffisante  dans  tous  les  cas, 

^  asin-3        /*P'  Cl  —  s^dp 

(10)  R=  ^ 


(i-a)po 


f,\/ 


cos*-5  —  2a  (  I  —  —  )  -h  25  sin*;; 

\         Po/ 

OÙ  R  désigne  la  valeur  absolue  de  AO. 

Tant  que  cos^^  est  plus  grand  que  issvcî^z^  ou  z  moindre  que 
80%  on  peut,  en  mettant  cos^  en  facteur  au  dénominateur,  déve- 
lopper le  radical  par  la  formule  du  binôme. 

On  a  alors 

po(f-a)./„  L  cos'-s  '^  a  "  J     ' 

^y^        L        cos*2  cos*5  2  °  J    "^ 


— -tang^ 


Po(»  — a)  Jq 

Le  terme  conservé 

est  de  beaucoup  le  plus  grand  terme  du  troisième  ordre.  L'inté- 
gration par  partie  donne 

5«û?p  =  (p5*)P«  — 2  /     s^ds  —  —  7.  I     s^ds, 

•^0  */() 
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Le  terme  (i  i)  devient  donc,  au  signe  près, 


sods. 


a 

po(r^a)' 


•^0 


Or,  si  Ton  suppose  la  température  de  Tatmosphère  constante, 

p  =  poe-'"*. 

L'expression  (12)  devient 

tang»^  /    e-"^^s  ds  =  ~ tane*z. 

I  —  a  Jo  I  —  a  m» 

Si  la  température  va  en  diminuant,  l'intégrale  diminue,  car 
l'abaissement  de  température  a  pour  effet  d'abaisser  les  molécules 
et,  par  suite,  de  diminuera. 

Si  l'on  fait 

z  =  8o^ 

on  a 

tang»>5  —  5867 
et 

—  tang»;;  = 


m*        ^  640000 

ou  en  secondes  :  a'^. 

Pour  3  =  75°,   tangs^  =  724,  et  la  valeur  du  terme  s'abaisse 
à  o",3. 

On  peut  donc,  pour  des  distances  zénithales  qui  ne  dépassent 
pas  76",  prendre 

que  nous  allons  intégrer. 

28.  Intégration.  Formule  définitive.  —   On  a  successivement 

R  = -♦7-^^^ — r  tang<8    poH ^  (Po— -  ) 7—^ — -  i^îî|i    /     s  dp 

Po(i-a)        ""    L  cos*^  V'^         -/J        po(i-a)  cosU  ./^ 

a  /  a      \  a  tang-s     T?'     . 

=  tang^  (  I H —  ) 7 f—    /     s  dp 

i—a       °    \         2C0S*z/        po(i  — a)  cos^s  J^         ^ 

2COSÎ;5        J         Poil  — a)   cos^ JS  J  ^ 
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L^intégration  par  partie  donne 

^"•^  p  dr 


Jj\  dp  =  {ps)9;  -Jp  ds=-^  a£  ^-^f  =  a£ 


r^  désignant  le  rayon  de  la  couche  supérieure  de  l'atmosphère. 

Soient  ïïj  le  poids  d'une  colonne  verticale  d'air  ayant  pour  base 
l'unité  de  surface  et  s'étendant  de  l'observateur  à  la  limite  de 
l'atmosphère,  g  l'accélération  de  la  pesanteur  au  point  de  l'atmo- 
sphère dont  la  densité  est  pv^o  cette  accélération  au  point  où  se 
trouve  l'observateur;  on  a  successivement 


d'où 


=r'^p^'''       £  =  ï'       ..  =  aVo^"e^^ 


€"-?' 


«^0 


Soient  D  la  densité  du  mercure,  h  la  hauteur  barométrique 
observée 

d'où 

r''    dr       DA 

Par  suite, 

R  =  a  tangz    i  -h  -i^ ^ -. r  — f 

=»""«' L'^^ — ^^^ — ^J" 

Nous  avons,  dans  le  dernier  terme,  négligé  a  au  dénominateur; 

les  o,ooo3  du  dernier  terme  sont   absolument  insensibles,  car 

DA  /î  V       I 

—  =  0,001 ,  a  =  oo  ,  — 7-  =  200  au  maximum. 

apo  '         '  '  cos-*^ 

29.  Réfraction  moyenne.  Correction  pour  la  température  et  la 
pression.  —  Il  importe  de  mettre  en  nombres  la  formule  ci-dessus. 

On  a 

D  = io5i7,3; 

si  la  hauteur  du  baromètre  est  réduite  à  o", 

-  JL        ' 
P^~  0,76  i-t-mf' 

B.  -  II.  3 
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m  étant  le  coefficient  de  dilatation  de  Tair,  d'où 

—  =  ^55iil^(,-^mO,       avec        a  =  6366198. 
apo  a 

Posons 

7993,15  ^^ 

a  ^ 

k  est  environ  0,001 .  On  a  aussi 


h          I 

a-«oPo-ao^^^g  n-m^ 

et 

Posant 

«0=0,0002939. 

1                          h 
1  -f-  m^                  0,76 

on  a 


r        3             >t             ,    /i              AM 
R=  «oÊTj  tang^    n-  -ao£T) h  tang*^( -aoST) \y 

On  appelle  réfraction  moyenne  la  réfraction  dans  les  condi- 
tions normales  ^  =  o^,  A  =  0,76  : 

R„,=  ao  tang^    14-  -aj— A--^  tang'^f  -  a©— ^'j  L 

R 
On  constate  que  —  diffère  de  Rm,  au  plus  d'une  seconde  pour 

:;  =  8o^ 

R;;,  est  une  fonction  de  z  que  l'on  a  pu  réduire  en  Table.  Pour 
avoir  R  on  multiplie  R^  par  le  produit  ev^.  La  Connaissance  des 
Temps  donne  à  cet  effet  des  Tables  calculées  par  Caillet  ;  seulement 
on  y  a  pris  pour  réfraction  moyenne  la  réfraction  sous  la  pression 
0,76,  à  la  température  de  -+- 10**,  qui  est  plus  voisine  que  o**  de  la 
moyenne  des  températures  auxquelles  se  font  les  observations  astro- 
nomiques. 

R;„  pour  la  hauteur  de  44°  est  i';  à  la  hauteur  de  26**,  2';  à  la 
hauteur  de  18°,  3';  à  la  hauteur  de  i3°^,  4';  à  la  hauteur  de  lo^^f, 
5';  à  la  hauteur  de  5°,  10';  à  la  hauteur  de  i**|,  20';  à  la  hauteur 
de  o-,  33'48". 

30.  (Grandeur  de  l'influence  de  la  réfraction  sur  les  coordonnées 
équatoriales  d'un  astre  ;  sur  la  différence  des  coordonnées  de  deux 
astres.  —  Certains  instruments  d^ Astronomie  donnent  l'azimut  et 
la  distance  zénithale  de  l'astre;  les  Tables  déduites  de  la  théorie 
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précédente  permettent  de  corriger  immédiatement  de  la  réfraction 
les  observations  faites  au  moyen  de  tels  instruments.  D'autres 
sont  appropriés  à  la  mesure  des  angles  horaires  et  des  distances 
polaires,  ou  plutôt  des  différences  entre  les  angles  horaires  et  les 
distances  polaires  de  l'astre  que  l'on  étudie  et  d'un  astre  très  voisin 
dont  les  coordonnées  sont  supposées  connues.  Nous  allons  établir 
les  formules  qui  servent  à  corriger  dans  ces  deux  cas  les  observa- 
tions. 

Le  triangle  sphérique,  qui  ^  pour  sommets  le  pôle,  le  zénith  et 
l'étoile,  permet  d'exprimer  l'angle  horaire  H  et  la  distance  polaire  P 
en  fonction  de  la  latitude  cp,  de  l'azimut  A  et  de  la  distance  zéni- 
thale z.  En  différentiant  les  formules  où  on  regarde  s,  H  et  P 
comme  variables,  et  remplaçant  leurs  différentielles  par  leurs  va- 
riations, on  aura  des  formules  exactes  à  des  termes  près  du  second 
ordre.  II  importe  de  se  rendre  compte  du  degré  de  précision  que 
ce  procédé  comporte. 

Soit   dz  la  réfraction   en  distance   zénithale.  Pour  z  =  85°, 

dz  =  lo'.  D'où  dz^=:  (io')^=  ^T-  =  2^'  environ,  ce  qui  n*est  pas 
négligeable.  Si  l'on  s'arrête  à  ^  =  80°,  dz  =  5',  dz^=  ^iV'.  On 

voit  donc  que  si  l'on  avait  réellement  à  calculer  la  réfraction  en 
angle  horaire  et  en  distance  polaire,  les  termes  du  second  ordre 
ne  seraient  sûrement  négligeables  que  pour  des  valeurs  de  z  nota- 
blement inférieures  à  80". 

Mais  on  n'a  à  considérer  que  la  différence  entre  les  corrections 
relatives  à  deux  astres  très  voisins. 

Supposons  que  la  différence  de  distance  zénithale  des  deux 
astres  soit  de  20'.  La  variation  de  dz^  d'un  astre  à  l'autre  est 
2  dzZdz, 

Si  ;î  =  85**,  dz  =  10'  et  les  Tables  donnent  8rf.3  =  3i".  Donc 

idz^dz=  x-r^  3i'=  ©".a. 
3420 

Pour  z  =  80**,  dz  =  5',  eiZdz  =  lo'', 

idzhdzz=  o',o3. 

On  peut  donc  en  toute  sécurité  remplacer  les  accroissements 
finis  parles  différentielles. 
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31 .  Correction  de  l'angle  horaire  et  de  la  distance  polaire  d'un 
astre.  —  La  réfraction  amène  l'astre  de  E  en  E'.  Menons  l'arc  de 
grand  cercle  E'F  perpendiculaire  sur  PE.  La  substitution  précé- 
dente revient  à  faire 

AP  =  FE,        sinPAH  =  E'F 

Fig.  8. 


et  à  regarder  le  triangle  E'FE  comme  rectiligne.  On  a  donc 

AP  =  cosEA^, 
AH  =  -.— _^  A^. 

m 

dz  est  négatif 5  sinE  et  sinP  sont  positifs;  la  réfraction  rapproche 
l'astre  du  méridien;  il  s'ensuit  que,  tandis  que  la  première  formule 
s'applique  à  tous  les  cas,  la  seconde  doit  s'écrire 

sinE 

±  AH  =  -T— 5  A«, 
sinP 

en  prenant  le  signe  supérieur  après  le  méridien,  le  signe  inférieur 

avant.  On  a 

A^  =  —  a  tangz, 

a  étant  un  coefficient  fonction  de  z^  mais  dont  la  variation  est 
assez  lente  pour  que,  dans  la  question  qui  nous  occupe,  nous  puis- 
sions le  regarder  comme  constant  en  lui  attribuant  la  valeur  qui 
correspond  à  la  moyenne  des  distances  zénithales  des  deux  astres. 

Donc 

.-.       acosEsinz  ,    »tt  sinEsin^ 

AP  = ,  ±  AH  =  a  -r-^fT , 

cos^  sinPcos^ 

en  changeant  les  signes  pour  avoir  des  formules  permettant  de 
passer  des  positions  observées  aux  positions  vraies. 

En  remplaçant  dans  ces  expressions  cos^,  sinzsinE,  sin;;cosE 
par  les  valeurs  que  donne  l'application  des  formules  fondamen- 


RÉFRACTION    ATMOSPHÉRIQUE.  87 

taies  au  triangle  PZE,  on  a 

^_^        ^sinosinP  —  cosçcosPcosH 

AP  =  a  -T— i 5 ^    .    p ir  y 

sm  çp  ces  P  -+-  ces  «p  sm  P  ces  H 


=t  AH  =  a  -r 


cos<p  sinH 


sinP(sincp  cosP  •+-  cosç  sinP  ces  H  ) 


32.  Correction  de  la  différence  d'angle  horaire  et  de  la  diffé- 
rence de  distance  polaire  de  deux  astres.  —  AP  et  AH  sont  les  cor- 
rections qu'il  faut  apporter  à  des  coordonnées  P  et  H  mesurées 
directement  pour  passer  des  coordonnées  vues  aux  coordonnées 
vraies.  Comme  nous  l'avons  dit,  on  emploie,  à  l'ordinaire,  les 
instruments  équatoriaux  à  mesurer  les  différences  d'ascension 
droite  et  de  distance  polaire  entre  l'astre  que  l'on  étudie  et  une 
étoile  voisine  connue.  Si  5P  et  ùJR,  sont  les  différences  mesurées 
(astre  —  •)  en  distance  polaire  et  en  ascension  droite,  il  faut 
manifestement  appliquer  à  ces  différences  la  correction 

8aP,    8  ah. 
Or  on  a 

Le  calcul  des  quatre  dérivées  partielles  est  trop  facile  pour 
que  nous  nous  y  arrêtions.  En  posant 

tangN  =  cotcpcosH,        tangM  = ~^, 


S-            "" 

T  = 

^       cosHP-W)' 

on  trouve 

c^AP 

()P 

dH 

êcos(2P  — N) 
sin«P  ' 

cosN  cos(P  —  M) 

y -^— ï • 

'         cosMsinP 

Nous  ajouterons  que,  le  plus  souvent,  l'observation  est  telle- 
ment conduite  que  les  deux  astres  ont  même  angle  horaire;  alors 
il  n'y  a  pas  lieu  de  tenir  compte  des  seconds  termes  de  8  AP 
et  0  AH. 


38  DEUXIÈME    PARTIE.   —  CHAPITRE    II. 

33.  Mesure  des  hauteurs  au  moyen  du  baromètre.  —  Nous  pla- 
çons naturellement  dans  ce  Chapitre  la  mesure  des  différences 
d'altitude  de  deux  stations  voisines,  au  moyen  du  baromètre. 

Soient,  comme  précédemment,  p  la  densité  de  l'air,  p  sa  force 
élastique,  8  sa  température  en  un  lieu  donné 

/)  =  A:p(n-«e), 

où  a  désigne  le  coefficient  de  dilatation  de  l'air  o,oo366,  et  A- 
une  constante  dont  la  valeur  numérique  est  égale  à  7993,  en  sup- 
posant que  les  unités  soient  celles  adoptées  au  n®  24,  et  que  ^0 
désigne  l'accélération  de  la  pesanteur  au  point  où  on  a  déterminé 
le  nombre  7993, 
D'autre  part, 

g  désignant  l'accélération   de   la  pesanteur  à  la  distance    r  du 
centre  de  la  Terre.  Posons 

r  =  r©  -H  ^, 
g_  __         ri 


go       ('-o-^-'S)* 
Donc 

dp  _  ri  dz 

Pour  intégrer  cette  équation,  on  regarde  8  comme  constant, 
et  on  lui  attribue  une  valeur  moyenne  entre  les  températures  des 
deux  points  considérés. 

D'autre  part,  si  ^  =  0,  /?  =  nj,  ce  qui  détermine  la  constante 
d'intégration;  l'intégration  donne 

logf ^or.  . 


'm  Â"(i  +  a6)(roH- 2) 

Soient  h  et  h'  les  hauteurs  du  baromètre  aux  stations  infé- 
rieure et  supérieure,  la  dernière  étant  ramenée  à  la  température  T 
du  baromètre  à  la  station  inférieure;  soit  m  la  densité  du  mercure 
à  cette  station 

^  =  mg^h,        p  =  mgh'=  ^^^^  • 
On  en  conclut 

,      A  .     r-^rz  gofz 


•h'  °     r  A'(^i-t-aO)(r-+-2) 
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11  importe  de  remplacer  les  conslantes  par  leurs  valeurs  numé- 
riques. On  a  d'abord  a  =  o,oo366.  Pour  tenir  compte  de  ce  que, 
quand  la  température  augmente,  la  quantité  de  vapeur  d'eau 
augmente  aussi,  on  peut  remplacer  a  par  0,004.  D'autre  part,  go 
varie  avec  la  latitude  et,  si  G  en  est  la  valeur  à  Paris, 

__  (1  —  o,oo2588  cos2<p)G 
1  —  0,002588  CCS 2 ço 

«po  étant  la  latitude  de  Paris  48**5o'I4'^  Pour  remplacer  le  log  né- 
périen par  un  log  vulgaire,  on  le  multiplie  par  le  module 

M  =0,4342945. 

Poisson  prend  A"  =  7961,100,  le  nombre  7961,10  répondant 
à  un  état  moyen  d'humidité  de  l'air,  d'où 


M 
et  on  en  conclut 


(i  —  o,oo2588  cos2?o)  =  18337, 46G, 


i8337,46rn-^i^^ti^|  ^  /        -\1/ 

'=       1-0,002588^3%       rgÂ^-^^^<^g(""^)J("^^)' 

Si  au  deuxième  membre  on  néglige  -  >  que  l'on  augmente  un 

peu  le  coefficient  1 8337,46  et  que  l'on  fasse  (p  =  45**,  on  obtient 
la  formule  ordinaire 

La  formule  de  Laplace,  dont  les  coefficients  ont  été  déterminés 
en  s'aidant  des  observations,  est 

iî  =  i8336(i-f-o,oo2845 cos2(p)ri -+- ^~1  [('  -^ 7) '^^^  -4-^0,868589! . 
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CHAPITRE  m. 

PARALLAXE. 


34.  Notions  générales  sur  la  parallaxe.  —  Pour  rendre  compa- 
rables les  observations  faites  en  divers  points  de  la  surface  de  la 
Terre,  il  convient  de  déduire  des  coordonnées  ainsi  observées 
les  coordonnées  géocentriques,  La  correction  à  apporter,  à  cet 
effet,  aux  résultats  de  l'observation  a  reçu  le  nom  de  parallaxe. 

Il  est  manifeste  que  Ton  ne  peut  opérer  cette  réduction  que  si 
Ton  connaît,  d'une  part,  les  coordonnées  géocentriques  de  l'obser- 
vateur, et,  d'autre  part,  la  distance  de  l'astre  à  la  Terre.  Toutes 
les  fois  que  cette  distance  dépassera  2062648  rayons  terrestres,  la 
correction  de  parallaxe  sera  inférieure  à  o",i  et  sera  regardée 
comme  insensible.  Le  maximum  de  cette  correction  pour  le  Soleil 
est  environ  8",  9;  pour  Neptune  o*^,  3  ;  on  voit  donc  qu'il  n'y  a  lieu 
de  l'appliquer  qu'aux  astres  qui  font  partie  du  système  solaire. 

Nous  verrons  ultérieurement  comment  on  peut  déterminer  pour 
chacun  de  ces  astres  la  parallaxe  maximum,  ou  parallaxe  horizon- 
tale équatoriale,  c'est-à-dire  l'angle  que  fait  la  direction  géocen- 
trique  de  l'astre  avec  la  direction  qui  serait  observée  si  l'observa- 
teur était  sur  l'équateur,  Taslre  à  l'horizon,  à  la  distance  du  centre 
de  la  Terre  où  il  se  trouve  réellement.  En  désignant  par  P  cette 
parallaxe  horizontale  équatoriale,  a  le  rayon  équatorial  de  la  Terre 
et  A  la  distance  de  l'astre  au  centre  de  la  Terre,  on  a  la  relation 

(i)  sinP=J, 

a  et  A  étant  évaluées  au  moyen  de  la  même  unité. 

Nous  étudierons  dans  un  autre  Chapitre  la  forme  de  la  Terre: 
nous  verrons  que  la  Terre  est,  avec  une  approximation  suffisante 
pour  notre  objet  actuel,  un  ellipsoïde  de  révolution  aplati.  La  la- 
titude d'un  point  est  l'angle  que  fait  la  normale  de  ce  point  avec 
l'équateur.  Nous  avons  besoin,  dans  le  présent  Chapitre,  du  rayon 
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vecteur  mené  au  centre  et  de  l'angle  que  fait  ce  raj^on  vecteur  avec 
l'équateur,  angle  qui  a  reçu  le  nom  de  latitude  géocentrique  ou 
latitude  réduite  (*).  U  est  évident  que,  si  Ton  connaît  les  dimen- 
sions de  l'ellipsoïde  terrestre,  la  Géométrie  permet  de  calculer 
ce  rayon  vecteur  r  et  cette  latitude  géocentrique  <p  en  fonction  de 
la  latitude  géographique.  Nous  supposerons  ce  calcul  fait,  et  ob- 
serverons seulement  que  le  rajon  vecteur,  la  latitude  géocentrique 
et  le  temps  sidéral  de  l'observation  sont  les  coordonnées  polaires 
équatoriales  géocentriques  de  l'observateur.  Le  temps  sidéral  t  en 
est  l'ascension  droite,  et  la  latitude  géocentrique  la  déclinaison. 

35.  Équations  fondamentales.  —  Cela  étant,  si  A,  a,  S  sont  les 
coordonnées  géocentriques  de  l'astre.  A',  a',  8'  les  coordonnées 
observées,  on  a  immédiatement,  par  les  formules  du  changement 
de  coordonnées  rectilignes  quand  on  ne  fait  que  déplacer  l'origine, 
les  relations 

IA'  cos  o'  cos  a'  =  A  cos  8  cos  a  —  r  cos  «p  cos  t, 
A'cosô'  sina'=  A  cos8  sina  —  rcosç  sin/, 
A'  sin  8'  =  A  sin  S  —  r  sin  îp. 

Profitant  de  ce  que  -  est  toujours  une  petite  fraction,  nous  allons 

déduire  de  ces  formules  les  valeurs  de  a' —  a  et  8' —  8  en  fonction 
de  a,  3,  A,  <p,  /,  r. 

36.  Parallaxe  dans  les  observations  méridiennes.  —  Nous  exa- 
minerons d'abord,  à  cause  de  son  extrême  simplicité,  le  cas  d'ob- 
servalions  méridiennes.  Dans  ces  observations,  a  —  ^  est  nul,  ou 
tout  au  moins  très  petit,  bien  inférieur  à  i"  de  temps,  ou  à  2^; 

le  produit  ^  sin  (a — t)  est  donc  négligeable.  Or  on  déduit  des 

deux  premières  équations 

A' cos  8' cos  (a'-—  a)  =  A  cos8  —  rcosçpcos(a —  ;), 


(3) 

^  A'  coso'  sin(a' —  a)  =  r  coscp  sin(a  —  t)\ 

on  a  donc 


(')  Legendre  a  aussi  donné  le  nom  de  /a/jYacfe  rcc?ai7e  à  l'anomalie  excentrique 
de  l'ellipse  méridienne.. 
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//  ny  a  paSy  dans  les  observations  méridiennes,  de  correc- 
tions de  parallaxe  en  ascension  droite. 
On  déduit  de  la  première  formule  (3) 

A'cosS'  =  Acos8  —  rcosç; 
comme 

A'  sin  o'  =  A  sin  8  —  r  sin  cp, 
on  obtient 

sin(o'— o)=  ■- sin(8'— <p). 

Il  n^existe  qu'un  seul  cas  dans  lequel  le  cube  de  la  parallaxe  soit 

sensible,  celui  de  la  Lune,  pour  laquelle  -  est  environ  g^,  de  sorte 

que  le  cube  de  la  parallaxe  en  est  la  y^—  partie  ou  à  peu  près  i''. 
Donc,  dans  tous  les  autres  cas,  on  a,  avec  une  précision  suffisante, 

0  —  0  =  -  sin(o  —  o). 

Il  faut  observer  seulement  que  r  et  A  ne  sont  pas,  à  l'ordinaire, 
exprimés  par  rapport  à  la  même  unité.  /*  est  donné  par  rapport 
au  rajon  a  de  l'équateur  terrestre,  et  les  distances  des  corps  cé- 
lestes sont  exprimées  en  prenant  pour  unité  la  moyenne  distance 
A  du  Soleil  à  la  Terre.  Il  convient  donc  d'écrire 

0  —  0  =  -  -r-  —  sin(o — ©). 
a  A  A 

Nous  représenterons  toujours  dans  ce  qui   va   suivre  par  la 

r  A 

lettre  /•  le  rapport  -  ,  par  la  lettre  A  le  rapport-^  >  et  nous  poserons 

'  a 
—  =  sinm, 

m  étant  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  du  Soleil  que  Ton  peut 
confondre  avec  son  sinus.  Si  l'on  exprime  m  en  secondes  d'arc,  on 
aura  ainsi,  en  secondes  d'arc, 

(3)  a'-8  =  ^Tnsin(a'-cp). 

37.  Cas  de  la  Lime.  —  Dans  le  cas  de  la  Lune,  les  réductions 
qui  précèdent  ne  sont  plus  permises;  en  outre,  on  ne  peut  ob- 
server le  centre,  mais  un  bord,  et  le  point  observé  n'est  pas  le 
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même  pour  un  observateur  placé  à  la  surface  de  la  Terre  que 
pour  un  observateur  placé  au  centre.  La  lunette  méridienne  ne 
permettant  pas  d'observer  le  centre,  mais  un  bord,  il  y  a  une  cor- 
rection de  parallaxe  en  ascension  droite  et  cette  correction  est 
analogue  à  celle  que  l'on  applique  à  des  observations  extramé- 
ridiennes. Nous  nous  en  occuperons  à  la  fin  de  ce  Chapitre.  Il 
n'en  est  pas  de  même  de  la  parallaxe  en  déclinaison.  On  a  soin 
d'observer  toujours  assez  près  du  méridien  pour  qu'il  n'en  ré- 
sulte pas  d'erreur  sensible  sur  celui  des  bords  supérieur  ou  infé- 
rieur qui  est  visible.  Nous  supposerons  donc,  pour  le  calcul 
de  la  parallaxe  en  déclinaison,  l'observation  faite  rigoureusement 
au  méridien. 

38.  Parallaxe  de  la  Lune  en  déclinaison  dans  les  observations 
méridiennes.  —  Soient  (^fig^  9)  : 

A  l'observateur  ; 

AH   la   trace   de  l'horizon  sur   le    plan  du   méridien  pris  pour 

plan  de  la  figure  ; 
O  le  centre  de  la  Terre  ; 
OE  l'équateur; 
L  le  centre  de  la  Lune  ; 
AC,  OD  les  rayons  menés  des  points  A  et  O  tangentiellement  à 

la  Lune  au  bord  supérieur; 
A  la  distance  du  centre  de  la  Lune  au  centre  de  la  Terre  ; 
J  la  distance  zénithale  observée  du  bord  supérieur  de  la  Lune, 

corrigée  de  la  réfraction  5 
:;  la  distance  zénithale  vue  de  O; 
\  la  latitude  de  l'observateur; 
f  la  latitude  réduite. 

Menons  deux  axes  rectangulaires  Ox  et  Oy  parallèles  à  AH  et 
à  la  verticale. 

Les  coordonnées  du  point  A  sont 

rsin(X  — (p),        rcos(X  — ©). 

Celles  du  point  L  sont 

Asin(^-hA),        Acos(.s-hA). 
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L'équation  de  la  droite  AC  est 

sinz'ly  —  rcos(X  —  o)]  —  cosz'[x  —  rsin(X  —  <p)]  =  o. 

Cette  droite  est  tangente  au  disque  de  la  Lune  si  la  distance 
du  centre  L  à  cette  droite  est 


Celte  condition  donne 


sin^'[A  cosz  -\-  h)  —  r  cos(X  —  tp)] 

—  cos^'[  A  sin(5  -h  A)  —  rsin(X  —  cp)]  =  —  A  sin/i 


ou 


A  sin(5'—  z  —  h)  —  r  sïn{z' —  X  -4-  cp)  =  —  A  sinA, 
d'où,  en  désignant  par  p  la  parallaxe  et  posant  z'  —  X  +  ç  =  ÎJ, 
sin (/?  —  h)  —  -  sin  Ç  =  —  sin h. 

Soit  P  la  parallaxe  horizontale   équatoriale  du    centre  de  la 
Lune  au  moment  de  l'observation, 


sinP  = 


A' 


par  suite, 


sin  {p  —  A)  =  -  sin  P  sin  J  —  sin  h. 


PARALLAXE.  45 

En  admettant  que  P  soit  5^'  ou  environ  ^,  P'  est  environ  3-^ 

de  P,  ou  i";  les  termes  en  P'  ne  sont  pas  négligeables  et  de  même 

ceux  en  A'  ;  mais  ceux  du  quatrième  ordre  n'atteignent  pas  ^  de 

seconde.  On  peut  donc  s'en  tenir  à  ceux  du  troisième  ordre. 

Ayant 

sin(/7  —  A)  =  m, 
on  a 

m' 

ou 

(4)  />=/>!-+- />t, 

en  posant 

Pour  le  bord  inférieur,  il  faudrait  changer  A  en  —  h. 

Les  valeurs  de/?i  et  p^  sont  exprimées  en  parties  du  rajon  si  P 
et  h  le  sont.  Si  P  et  A  sont  donnés  en  secondes,  il  faut  con- 
server/71, mais  multiplier /)2  psir  le  carré  du  sinus  de  i'^.  Dans 
ces  conditions,  on  a 


(>) 


I  />,  =  —  /^ i  P,  cos*  î  ±  1  p»  A  sin  î  —  i  p  A«^  sin  ^  sin 


39.  Corrections  de  parallaxes  dans  les  observations  équatoriales 
extra-méridiennes.  —  Revenons  actuellement  à  des  observations 
faites  dans  une  position  quelconque. 

Nous  déduisons  des  deux  premières  équations  (2)  les  suivantes  : 

A'cos8'sin(a'—  a)=  rcosç'  sin(a  —  t), 
A'cos8'cos(a'  —  a)  =  AcosS  —  r  cos(p'  cos(a  —  t). 

Par  division,  en  posant 

rcoso' 

m  = \y 

A  cosû 

nous  aurons 

msîn(a  —  0 


tang(a'— a)  = 


—  mcos(a  —  t) 
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On  déduit  aussi  des  deux  premières  équations  (2)  en  les  multi- 
pliant respectivement  par  cos et  sin >  et  les  ajoutant 


cos  (p  cos  ( tj 

A'  cos8'  =  A  cos 8 ^ . 

a —  a 

cos 

2 

Posant 


tangY  =  tangcp' 


cos 
nous  avons 


A' cos 8'  =  A  cos  8  —  r  sin«p'  coty. 
Combinant  avec 
(G)  A'sin8' =  A  sin8  —  rsinç', 

nous  déduisons 

smy 

/•Nr      >x       .        rsino'cos(8  — y) 

A'cos(o  —  0)  =  A î — : — ^ *-• 

^  '  siny 


Posant 


nous  avons 


A  siny 


tang(8'— 8)=  ^  ,^  '       • 

^'^  ^       I  —  /icos(ô  — Y) 

40.  Ordre  de  grandeur  de  a'—  a  et  8'—  8.  —  Les  quantités  m  et  n 
sont  toujours  petites  à  cause  du  facteur  -• 

En  vérité,  si  8  approche  de  90**,  m  peut  augmenter  considéra- 
blement; mais  cela  tient  au  système  de  coordonnées  employées 
et  n'a  aucune  importance.  En  effet,  a' —  a  est  de  l'ordre  de  m.  Or 
ce  qui  caractérise  la  précision  d'une  observation  en  ascension 
droite,  ce  n'est  pas  la  précision  de  a,  mais  celle  de  acoso.  Si  Aa 
varie,  mais  que  AacosS  reste  constant,  l'astre  se  déplacera  d'une 
même  quantité  sur  la  sphère. 

A  l'égard  de  n,  il  faut  observer  que  cette  quantité  ne  grandit 
pas  quand  sin  y  s'approche  de  zéro.  En  effet,  cela  ne  peut  avoir 
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lieu  que  si  tang(p  approche  de  zéro.  Maïs 


= 

COStp 

cosY 

cos 

/«'-+- a 

■') 

sincp 

V   - 

siny 

cos 

a 

On  voit  qu'alors  le  rapport  ^!^  qui  est  facteur  de  n  ne  grandit 

pas,  et  même  que  son  dénominateur  est  voisin  de  i  et  son  numé- 
rateur moindre  que  I.  La  correction  de  parallaxe  en  déclinaison 

est  donc  toujours  de  l'ordre  de  -• 

41.  Expressions  définitives  des  corrections  de  parallaxe.  —  Les 

formules  qui  donnent  a'  —  a  et  S' —  8  sont  de  la  forme 

a  ûnx 
tang7  = 


i  —  a  cosar 


Nous  avons  vu  au  Chapitre   IX  de   la  première   Partie  de  cet 
Ouvrage  que  Ton  en  déduit 

V  =  A:ir-ha8ina7H sina^-t-  -=-sm3r -h 

2  0 

Ici  l'application  de  ce  développement  se  limite  au   premier 

terme,  et  Ton  a 

Ara  cososin(p  —  t) 

CL  ■^a=   -    -    rr-  î 5 , 

A  a  A  coso 

^       Pl  r  a  sinçsin(o  —  y)  ,  ^  tang© 

o'  — o  =  ----v- 1 — r-î= ^-y  OU         tangy ,       '    ,' 

A   aA  smy  °  '  cos(a — t) 

Nous  avons  déjà  dit  que  la  moyenne  distance  A  de  la  Terre  au 
Soleil  est  prise  pour  unité  de  distance  dans  le  système  solaire,  le 
rayon  équatorial  a  de  la  Terre,  pour  unité  dans  la  mesure  des 

rayons  terrestres,  et  j  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  m  du 
Soleil  égale  8",  9. 

I        -cosçpsiii(a— O  j,       ^       i        -sin«psin(o  — y) 

^^  '  A  coso  A  sinY 

Les  multiplicateurs  de  -  dans  ces  formules  s'appellent  fac- 
teurs de  la  parallaxe  en  ascension  droite  et  en  déclinaison.  Les 
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observateurs  ont  coutume  d'en  donner  les  logarithmes  en  publiant 
leurs  observations.  Dans  un  même  observatoire,  ces  facteurs  sont 
des  fonctions  de  Tangle  horaire  t  —  a  et  de  la  déclinaison  8  de 
l'astre,  et  l'on  a  des  Tables  qui  en  donnent  immédiatement  les 
logarithmes. 

Les  formules  sont  préparées  pour  donner  a'  —  a  et  S' —  8  quand 
on  connaît  les  coordonnées  géocentriques.  Si  l'on  veut  passer  des 
coordonnées  observées  aux  coordonnées  géocentriques,  on  rem- 
place dans  les  seconds  membres  a  et  8  par  a'  et  8':  il  n'en  résulte 
pas  d'erreur  sensible. 

42.  Réduction  de  l'observation  méridienne  d'ascension  droite 
d'un  astre  à  mouvement  propre,  à  diamètre  apparent  et  à  parallaxe 
sensibles.  —  Supposons  que,  pour  un  tel  astre,  on  n'ait  observé 
que  l'un  des  bords  et  que  l'observation  n'ait  pas  été  faite  exacte- 
ment au  méridien.  Soit  ts  l'heure  sidérale  du  passage  du  bord  à 
un  fil  qui  détermine  une  direction  faisant  avec  celle  du  tourillon 
ouest  de  la  lunette  un  angle  égal  à  90° -4-  c  -t-/.  Nous  désignerons 
par  A'  le  demi-diamètre  apparent  de  l'astre  vu  de  l'observateur,  et 
représenterons  ce  demi-diamètre  par  un  nombre  positif  ou  un 
nombre  négatif  suivant  que  le  bord  observé  aura  été  le  premier 
ou  le  second. 

Dans  les  deux  cas,  le  centre  passait  à  l'heure  ts  à  un  fil  fictif 
situé  dans  une  position  représentée  par  /-{-  A'.  Soit  a'  son  ascen- 
sion droite  vue  de  l'observateur  à  cet  instant. 

Soit  8  la  déclinaison  lue  de  l'axe  optique  de  la  lunette.  C'est  la 
déclinaison  du  centre  de  l'astre  vu  de  l'observateur.  En  conser- 
vant les  notations  ordinaires  employées  dans  les  réductions  méri- 
diennes, on  a 

(8)  (a'— /,)cos8'=  mcos8'-^-/lsino'-^-/-^c-+-  h\ 

On  tire  de  là  l'ascension  droite  géocentrique  du  centre  de 
l'astre  comme  il  suit  : 

Des  deux  premières  formules  (2),  on  tire 

Acos8  sin(a —  tg)  =  A'  coso'sîn(a'—  ts) 
ou,  en  négligeant  des  quantités  du  troisième  ordre, 

(9)  (a  —  ts)  A  cos8  =  (a'—  ts)  A'  cos8'. 
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En  multipliant  les  deux  membres  de  la  formule  (8)  par  A', 
on  a 

(lo)        (a  —  ts)  A  cos8  =  m  A'  cos8'-i-  n  A'  sîn8'4-  c  A'/ A' -h  /V  A'. 

Or  les  formules  (6)  du  présent  Chapitre  donnent,  avec  une  ap- 
proximation suffisante, 

A' cos8' =  A(cos8  —  r  sinïïj  cos^'), 
A'=  A[i  —  rsinmcos(9'—  8)]. 

On  a  aussi,  avec  une  précision  suffisante,  même  dans  le  cas  de  la 
Lune,  en  représentant  par  h  le  demi-diamètre  apparent  géocentrique 
de  Tastre, 

En  tenant  compte  de  ces  diverses  relations,  Téquation  (lo) 
devient 


(  a — ^5  =  (m-i- n  tang8'-H  cséc8') 


cosô  —  rsinmcosq 


,     V  .  cosô 

'^     '  ]  h  .\  —  rsinmcos(9' — o) 


cos 


1^'^  C088 


Le  second  membre  de  cette  formule  est  ce  qu^il  faudrait  ajouter 
à  ^,,  si  l'astre  n'avait  pas  de  mouvement  propre,  pour  avoir  l'heure 
sidérale  du  passage  du  centre  de  cet  astre  au  méridien.  Mais,  si  en 
une  seconde  sidérale  il  a,  en  ascension  droite,  un  mouvement  X  vers 
l'est,  le  centre  de  l'astre  mettra  à  venir  au  méridien  un  temps  égal  à 


Si  donc  on  désigne  par  cLm  l'ascension  droite  géocentrique  du 
centre  de  l'astre  au  moment  de  son  passage  au  méridien,  on  a 

/              .        %,           ,   ^,.  cos8  — rsiniiTcosç' 
a/n  =  ^*  -*-  (/w  -H  n  tango  -h  c  séc8  ) ..    ^  .    ^- 

(I  —  A)  COSÔ 

^  1  —  r  sinTîT  cos(îp' —  8) 


(I— X)cos8      •'  (I  — X)cos8 

Si  le  bord  de  l'astre  a  été  observé  à  tous  les  fils,  le  dernier 
terme  disparaît  dans  la  moyenne. 

Si,  comme  cela  arrive  pour  le  Soleil,  on  a  pu  observer  les  deux 
bords,  l'avant-dernier  terme  disparait -aussi  dans  la  moyenne. 
B.  -  IL  4 
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Quant  au  second  terme,  il  peut  s'écrire  avec  une  précision  suf- 
fisante 

r-(m-i-  ntang8'H-  cséc8')(i  —  rsinïïjcosçp'sécô'). 

43.  Parallaxe  d'une  étoile.  —  Nous  avons  vu,  au  début  de  ce 
Chapitre,  que,  dès  qu'un  astre  sort  du  système  solaire,  la  paral- 
laxe est  insensible.  Par  conséquent,  les  observations  d'étoiles 
fixes  faites  à  une  même  date  en  divers  points  de  la  surface  de 
la  Terre  sont  immédiatement  comparables.  Les  coordonnées  me- 
surées se  confondent  avec  les  coordonnées  géocentriques. 

11  n'en  est  pas  de  même  des  observations  d'une  même  étoile 
faites  à  des  époques  différentes.  Nous  verrons  plus  loin  que  la 
Terre  décrit  en  une  année  autour  du  Soleil  une  ligne  plane  peu 
différente  d'un  cercle  dont  le  rayon  serait  environ  28000  rayons 
terrestres.  On  appelle /?ara//a^e  d'une  é^o^Ve  Tangle  sous  lequel, 
de  cette  étoile,  on  voit  celui  (R)  de  ces  rayons  qui  est  perpendicu- 
laire à  la  droite  joignant  l'étoile  au  Soleil.  Cet  angle  est  28000  fois 
l'angle  sous  lequel  on  verrait  de  l'étoile  le  rayon  de  la  Terre. 

Si  l'on  détermine,  au  moment  où  la  Terre  est  à  l'extrémité  du 
rayon  R,  la  direction  de  l'étoile,  et  qu'on  fasse  la  même  détermi- 
nation six  mois  après,  au  moment  où  la  Terre  est  à  l'extrémité  du 
rayon  opposé  à  R,  les  deux  directions  ainsi  obtenues  forment  un 
angle  double  de  la  parallaxe.  La  comparaison  des  coordonnées 
mesurées  mettra  cette  parallaxe  en  évidence  si  elle  est  sensible. 

L'observation  montre  que  les  parallaxes  ainsi  définies  sont 
encore  généralement  inappréciables.  A  cause  de  leur  petitesse  on 
compare,  pour  les  mettre  en  évidence,  à  deux  époques  séparées  par 
un  intervalle  de  six  mois,  l'astre  à  un  astre  immédiatement  voisin 
dont  la  parallaxe  est  regardée  comme  nulle.  Les  mesures  peuvent 
se  faire  au  moyen  d'un  micromètre  et  offrent  une  précision  bien 
plus  grande  que  celle  que  Ton  pourrait  attendre  d'observations 
méridiennes. 

La  première  parallaxe  qui  ait  été  ainsi  déterminée  est  celle  de  a 
Lyre  par  F.  Struve  en  i836;  elle  fut  trouvée  égale  à  ©'',2; 
peu  après,  Bessel,  en  1840,  trouva  celle  de  la  61®  du  Cygne  égale 
à  o"^,  35.  La  plus  forte  parallaxe  connue  est  celle  de  a  du  Centaure, 
qui  paraît  voisine  de  0^,9. 
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44.  Influence  de  la  parallaxe  d'une  étoile  sur  son  ascension 
droite  et  sa  déclinaison.  —  Si  Ton  désigne  par  a  et  S  rascension 
droite  et  la  déclinaison  héliocen triques  d'une  étoile,  par  a'  et  S' les 
coordonnées  géocentriques,  on  obtiendra  a' —  a  et  8'  —  8  au  moyen 
des  formules  (2).  Il  suffira  d'y  remplacer  les  derniers  termes  par 
les  coordonnées  rectangulaires  équatoriales  héliocentriques  de  la 
Terre,  qui  sont 

—  Rcos0,     — Rsin0cose,     — HsinQsins, 

où  R  est  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil,  ©  la  longitude  géocen- 
trique  du  Soleil,  e  l'obliquité  de  l'écliplique. 

Par  des  combinaisons  analogues  à  celles  du  n°  39,  on  obtient, 
sans  introduire  de  variables  auxiliaires  telles  que  m,  /z,  y. 


(la) 


a'—  «  =  T  séc8(cos£sin0cosa  —  cos0  sina), 
/  8' —  ^  =  T  (sinesin0cos8  —  cos£sin0sina  sino  —  cos0cosasino). 


De  ces  formules  on  déduit  celles  qui  font  connaître  l'influence 
de  la  parallaxe  sur  la  longitude  et  la  latitude  d'un  astre  en  faisant 
coïncider  le  plan  de  Téquateur  avec  l'écliptique,  c'est-à-dire  en 
supposant  e  nulle.  On  a  ainsi 

(  (V-A)cosp=-5sin(X-0), 

(  {i'_3  =  -_.sinpcos(X~0). 

Si,  par  la  position  héliocentrique,  on  mène,  dans  le  plan  tan- 
gent à  la  sphère,  deux  axes  rectangulaires  dont  l'un  soit  parallèle  à 
l'écliptique,  on  voit  que  (V  —  X)cosP  et  P' —  ^  sont  les  coor- 
données rectangulaires  de  la  position  géocentrique  de  l'étoile,  et 
les  formules  (i3)  montrent  que  la  position  géocentrique  décrit, 
autour  de  la  position  héliocentrique,  en  un  an,  une  ellipse  dont 

R 

le  grand  axe  est  parallèle  à  l'écliptique  et  égal  à  —>  et  le  petit  à 

R 

-■  sinp.  Cette  ellipse  est  un  cercle  si  l'astre  est  au  pôle  de  l'éclip- 
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lique,  une  droite  si  l'astre  est  dans  Técliptique.  -'  —  ©  -H-  X  en  esi 

l'anomalie  excentrique. 

Si  l'on  évalue  r  en  prenant  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  ter- 

•  R 

restre  pour  unité,  le  rapport  —  prend  la  forme  R/?,  p  désignant 

la  parallaxe  de  l'étoile. 
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CHAPITRE  IV. 


ABERRATION  DES  FIXES.  —  SON  INFLUENCE  SUR  LES  COORDONNEES  EQUATO- 
RIALES  d'un  ASTRE.  —  INFLUENCE  DU  MOUVEMENT  DU  SYSTÈME  SOLAIRE 
DANS  L* ESPACE.  —  ABERRATION  ANNUELLE  ;  ELLIPSE  d' ABERRATION.  —  ABER- 
RATION DIURNE.  —  ABERRATION  DES  PLANÈTES. 


45.  Angle  d'aberration.  —  La  direction  dans  laquelle  nous 
voyons  un  astre  diffère  de  la  direction  du  rayon  lumineux 
émané  de  l'astre  et  reçu  par  notre  œii,  parce  que  la  vitesse  des 
corps  célestes  n'est  pas  entièrement  négligeable  par  rapport  à  la 
vitesse  de  propagation  de  la  lumière.  L'angle  des  deux  directions 
a  été  désigné,  par  Bradley,  sous  le  nom  à' aberration. 

Fig.  10. 


Soit  ba  la  direction  d'un  rayon  lumineux.  Supposons  que,  dans 
le  temps  6,  la  lumière  aille  de  6  en  a  et  que,  dans  le  même  temps, 
l'œil  de  l'observateur  soit  venu  de  a'  en  a,  ab  est  la  direction 
vraie  de  l'astre,  a'b  est  la  direction  apparente  ou  observée. 
L'angle  aba^  est  l'angle  d'aberration. 

46.  Influence  de  l'aberration  sur  les  coordonnées  équatoriales 
d'un  astre.  —  Prenons  trois  axes  de  coordonnées  rectangulaires 
équatoriales,  Ox  passant  par  le  point  vernal;  désignons  par 
x^y^  z  les  coordonnées  du  point  a,  par  x\  y,  J  celles  du  point  b  ; 
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X — ^-j-^  y  —  ^"^'^  —  ^in  ^^^^^^  celles  du  point  a';  repré- 
sentons, en  outre,  par  )v  la  longueur  aô,  par  V  la  longueur  a'6, 
par  a  et  5  les  coordonnées  polaires  de  la  direction  ab^  par  a'  et  o' 
celles  de  a'b.  On  a  évidemment 

X  cosS  cosa  —  x'  —  x^         X'cosS'cosa'  =  a:'  —  a? -H  6 -j- , 

X  coso  sina  =y  —y^         X'  coso'  sina'  =^'— j^-i-0  -^, 

X  sin  8  =  ^'  —  ^,  X'  sin  o'  =  -z'  —  ^  -h  6  -j7  • 

ai 

Posons 

A*  sera  le  temps  mis  par  la  lumière  à  venir  du  Soleil  à  la  Terre,  et 

Ton  aura 

/  -         ^,         ,  «s  ,  dx 

L  cos  0  cos  a  =  cos  ô  cos  a -f- A: -j- , 

at 

dy 

(i)  (  Lcos8'sina' =  cos8  sina -f- A:-^, 

ai 

L  sin  8'  =  sin  8  -i-  A:  -j-  • 

al 

Le  chemin  a' a  est  environ  la  dix-millième  partie  de  ab;  il  s'en- 
suit que  les  derniers  termes  de  ces  équations  sont  très  petits  par 
rapport  aux  autres,  et  leurs  carrés  sont  négligeables.  Les  deux 
premières  équations  (i)  donnent 

iLcos8'cos(a'  —  a)  =  cos8  -\- k  (cosa -7-  H-  sina-^  )> 
Lcos8'  sin(a'  —  a)  =  A  [cosa  -^  —  sina  -r-j  ; 
d*oii,  en  s'en  tenant  aux  termes  du  premier  ordre, 
(3)  a'  —  a  =  A:(cosa-^ — sina-^- )  séc8. 

La  première  équation  (2)  donne 

Lcos6  =  coso -f- A- (cosa -y- 4- sina -j- j, 
et,  en  combinant  cette  équation  avec  la  troisième  équatiop  {\), 
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on  trouve 

Lcos(^'  —  8)  =  n- A-    cos8  (cosa  -y  -i-sina-^  j  H-sinS-^-    , 

L  sin(8'  — ^)  =  A:  /  —  cosasiney-i-  —  sinasiiKÎ-^  H-  cos8-y-  )  > 
d'où 
(4)  $'  —  $  =  Af  —  coscesinS  -j-  —  sinasin^-^  4-cos8 -7-  )• 

Les  équations  (3)  et  (4)  donnent  les  différences  cherchées 
entre  les  coordonnées  apparentes  et  les  coordonnées  vraies.  Il  ne 

reste  plus  qu'à  y  remplacer  les  dérivées  ^'  ^»  ^  parleurs 
valeurs. 

47.  Composantes  du  mouvement  de  Tobservateur.  —  Soient 
X,  Y,  Z  les  coordonnées  du  centre  du  Soleil,  r  sa  distance  à  la 
Terre,  O  sa  longitude,  e  l'obliquité  de  l'écliptique,  p  la  distance 
de  l'observateur  au  centre  de  la  Terre,  (p'  sa  latitude  réduite, 
[JL  l'heure  sidérale  ;  p.  et  (p'  sont  l'ascension  droite  et  la  déclinaison 
géocentriques  de  l'observateur.  On  a  visiblement 

a7  =  X  — rcosQ  -4- p  cos cp' cos |i, 
^  =  Y  —  rsinO  cos  e  -h  p  cos  «p'  sin  |i, 
z  =  Z  —  r  sin©  sine -H  p  sincp'. 

Il  est  manifeste  que,  a' —  a  et  8'  —  8  étant  des  fonctions  linéaires 

^    dx    dy    dz  ^  , 

'fîi^  dt^  'dt^  ^^   peut  remplacer  successivement  x^  y^  z  par 

les  trois  parties  dont  ces  quantités  sont  formées  et  faire  la  somme 
des  résultats. 

48.  Influence  du  mouvement  du  système  solaire.  —  Dans  Pétat 

y/V       //V      //7 

actuel  de  l'Astronomie,  —rr?  --rr>  -77  sont  des  constantes,  le  mou- 

at     at     at 

vement  du  Soleil  dans  l'espace  étant  regardé  comme  rectiligne  et 
uniforme;  donc  ce  mouvement  a  pour  effet  de  modifier  d'une 
manière  constante  la  position  de  chaque  étoile;  nous  n'avons 
aucun  moyen  de  calculer  rigoureusement  cette  modification,  ni 
aucun  intérêt  à  le  faire.  Il  suffira  de  dire  que  les  recherches  rela- 
tives au  mouvement  du  Soleil  indiquent  que  sa  vitesse  est  infé- 
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rîeure  à  100''°'  de  sorte  que  le  carré  du  rapport  de  cette  vitesse  à 
celle  de  la  lumière  est  négligeable. 

49.  Aberration  annuelle.  —  La  partie  de  Taberration  qui 
provient  des  seconds  termes  s'appelle  aberration  annuelle, 
parce  qu'elle  est  représentée  par  des  termes  périodiques  dont  la 
période  est  l'année  ;  la  troisième  partie  a  la  même  période  que 
sinp.  et  cos  jjL,  période  qui  est  le  jour  sidéral  :  on  l'appelle  aberra- 
tion diurne. 

Nous  verrons  ultérieurement  que  l'on  a 

dC^  dr  .     ^ 

— ^  =  i-f-  e  cos(0  —  '^)' 

On  en  conclut,  pour  l'aberration  annuelle, 

dx         n     ,       .    -.        .        .      . 

-7-= (     smO^- sinç  smïïj), 

dt       coscp  ^  ^^  T  / 

dy  n     ,  ^        .  V 

-T-  = ( —  cosQ  —  sin©  cosïït)  cose, 

dt       cos<p^  ^  T  /         » 

dz          Ti     .  ^^        .  .    . 

•T-  = ( —  cosQ  —  sm»  cos  w)  sine 

dt  COS  îp  ^  ^  * 

et,  par  suite^ 

a'  —  a  = •  (sina  sinQ  -h  cosa  cosQ  cose)  séc  $ 

coscp^  ^  ^^         / 

nArsin©  .  .        .  x   ^    • 

î-(sinasmTîT  +  cosacosTïTCOsg)séca, 

cos<p    ^ 

ê'  —  J  =  [(sina  sin 5  cose  —  cos^sine)  cosC^  —  cosasioSsinOl 

coscp*^^  ^        ^^  ^^ 

nk sinOj.  /  .        •    *  *   •     \        •  •    *i 

-I i  [cosïïj(sinasin5  cose  —  cososine)  —  sine; cosa  sindj. 

cosïp    •■  ^  '  ^ 

Si  l'on  prend  pour  unité  de  longueur  la  moyenne  distance  de 
la  Terre  au  Soleil,  pour  unité  de  temps  le  jour  solaire  moyen,  la 
lumière  mettant  à  peu  près  493'  à  venir  du  SoleiJ,  on  a  approxi- 
mativement 

86400* 
Le   mouvement  de  la  Terre  autour  du  Soleil  en  un  jour  étant 
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environ  un  degré  dans  une  orbite  à  peu  près  circulaire  de  rayon 
un,  n  est  à  peu  près  j^.  Donc  approxi ma ti veulent 


67.86400        lOOOO 
nie 

Le  coefficient j  d'après  les  déterminations  de  Nyrèn,    est 

20'', 481  ;  — ^^  =  0*^,343.  On  néglige  le  plus  souvent  ce  terme, 

dû  à  l'ellipticité  de  l'orbite  terrestre.  Il  est  d'ailleurs  aisé  d'en 
tenir  compte. 

Pour  faciliter  les  applications  numériques,  on  pose 

cosOcoss  =  AsioH. sinO  =  AcosH, 

COSÇ         ^  coscp         ^ 

nk  -    . 

cosQ  sine  =  t, 

cosç        ^ 

sinocosïïTCOSs  =  A'sinH', sioosinTST  =  A'cosH', 

COSïp         ^  cos«p 

nk     ,  .  - 

sin©  cosTïT  sine  =  i, 

coscp        ^ 

On  trouve  ainsi 

a'  —  a  =  A  sin(H  H-  a)  sécS  -i-  h'sin(W  ■+-  a)  séc8, 

0'  —  8  =  Acos(H  -i-a)sin^-i- A'cos(H'-l-  a)sin8-i- icosS -f- t'coso. 

Les  nombres  A,  H,  A',  H',  t,  i'  varient  avec  le  temps,  et  sont 
donnés,  de  jour  en  jour,  dans  les  éphémérides  astronomiques. 

30.  Influence  de  l'aberration  annuelle  sur  les  longitudes  et  lati- 
tudes des  astres.  Représentation  sur  la  sphère.  —  Si  l'on  veut 
avoir  les  valeurs  de  l'aberration  en  longitude  et  en  latitude,  il 
suffira  de  faire  e  =  o  et  de  remplacer  les  coordonnées  équalo- 
riales  par  les  coordonnées  écliptiques.  On  trouve  ainsi 

X'  —  X  =  —  ao',48i  cos(0  —  ^)  sécp  —  o',343  cos(TiT  —  X)  sécp, 
P'  —  P  =  —  20', 481  sin(0  —  X)  sin  p  —  o*,343  sin(TïT  —  X)  sin p, 
m  =  a8o*»2i'2i'  -+-  6i%70(/  —  i85o). 

Il  résulte  de  là  une  interprétation  simple  de  la  partie  principale 
de  l'aberration  annuelle.  La  position  apparente  de  l'étoile  décrit, 
en  un  an,  autour  de  la  position  vraie,  sur  la  sphère  que  nous 
confondons  avec  le  plan  tangent  en  ce  point,  une  ellipse  dont  le 
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grand  axe  est  parallèle  à  l'écliptique  et  égal  à  20",  481  ;  le  rapport 
du  petit  axe  au  grand  est  le  sinus  de  la  latitude;  O  —  X  en  est 
Tanomalie  excentrique,  et  le  mouvement  de  la  position  apparente 
sur  cette  ellipse  a  lieu  en  sens  inverse  du  mouvement  des  aiguilles 
d'une  montre. 

51.  Aberration  diurne.  —    On  a,  pour   Taberralion    diurne, 

dx  ,   .       duL  dy  ,  du.  dz 

-^=-pcosçs.n,z^,  ^=pcosçcos^-^^,  ^  =  o. 

On  en  conclut 

a'  —  a  =  ^p  cosç'  cos(  ji  —  a)  séc8  -j^y 

$'  —  8  =  ^p  coso'  sin  ((1  —  a)  sio8  -— • 

Si  l'on  adopte  les  mêmes  unités  que  pour  l'aberration  annuelle, 
p  évalué  en  secondes  est  égal  à  la  parallaxe  du  Soleil  8'',  9,  k  est 

-^ — et,  la  Terre  tournant  de  air  en  un  jour,  ->r  est  27:.  D'où 
86400     '  ^       ^  dt 

Ap  ^  est  S% 9  X  ^^^  ou  environ  o% 3. 


dt  —^y^^    86400 
On  a  plus  exactement 


^P^=o%5^^- 


Il  est  à  remarquer  que,  dans  les  observations  méridiennes, 
0'  —  0  est  nul,  et  a'  —  a  =  o'^jSaacoscp' séc3  =  xsécS. 

D'où 

a  =  a'  —  X  sec  8. 

Cette  correction  —  x  sécS  est  appliquée  invariablement  par  l'ob- 
servateur lui-même.  Dans  les  observations  équatoriales  où  Ton 
compare  une  étoile  à  une  étoile  voisine,  la  valeur  de  l'aberration 
diurne  est  la  même  pour  les  deux* astres,  de  sorte  qu'il  n'y  a 
lieu  d'appliquer  aucune  correction. 

52.  Aberration  des  planètes.  —  La  non-instantanéité  de  la 
propagation  de  la  lumière  a,  pour  les  astres  doués  d'un  mouve- 
ment propre  sensible,  un  autre  effet  que  l'aberration  des  fixes 
que  nous  venons  d'étudier.  Au  moment  où  nous  recevons  le 
rayon  lumineux  émis  par  l'astre,  cet  astre,  en  raison  de  son  mou- 
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vement  propre,  ne  se  trouve  plus  dans  la  position  qu'il  occupait 
à  l'instant  où  le  rayon  a  été  émis.  Si  t  est  l'heure  de  l'observation, 
0  le  temps  qu'a  mis  la  lumière  à  venir  de  l'astre,  la  direction 
observée,  corrigée  de  V aberration  des  fixes,  est  celle  de  la 
droite  qui  joint  la  position  occupée  dans  V  espace  par  V  obser- 
vateur au  temps  t  à  la  position  qu'avait  V  astre  au  temps  t  —  6. 
Soient,  dans  l'espace,  E  la  position  de  l'astre  au  temps  /  —  Ô, 

Fig.  II. 


A  celle  de  l'observateur  au  même  instant.  Soient,  au  temps  t,  b  le 
centre  optique  de  l'objectif  de  la  lunette,  a' b  la  direction  de  la 
lunette,  E6  est  la  direction  du  rayon  lumineux  qui,  par  hypothèse, 
arrive  en  a  en  même  temps  que  l'oculaire  a'. 

Pendant  le  temps  0,  le  mouvement  de  l'observateur,  comme 
celui  de  la  lumière,  peut  être  regardé  comme  rectiligne  et  uni- 
forme. 11  s'ensuit  que 

6a^_  AE 

a'a  ~"  Aa 

Les  deux  droites  a' 6,  A.E  sont  donc  parallèles.  Donc  : 

La  direction  apparente  ab  de  V astre-  au  temps  t  est  la 
même  que  la  direction  vraie  AE  de  cet  astre  au  temps  t  —  0. 

Les  deux  propositions  que  nous  venons  d'énoncer  sont  utili- 
sées dans  la  construction  d'éphémérides  donnant  les  directions 
apparentes  des  astres  mobiles. 
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CHAPITRE  V. 


DEPLACEMENT  DE  L  ECLIPTIQUE  ET  DE  L  EQUATEUR  SUR  LA  SPHERE,  PRECESSIOK 
DES  ÉQUINOXES.  —  PRÉCES6I0^^  LUNISOLAIRE,  PRÉCESSION  PLANÉTAIRE,  PRÉ- 
CESSION  GÉNÉRALE.  —  NUTATION.  —  ÉLÉMENTS  DE  LA  PRÉCESSION  SUR  L'ÉQUA- 
TEUR.  —  VARIATION  DES  COORDONNÉES  ÉCLIPTIQUES  OU  ÉQUATORIALES  DES 
ASTRES  DUES  A  LA  PRÉCESSION  PROPREMENT  DITE.  PRÉCESSION  ANNUELLE', 
SA  DÉTERMINATION  DIRECTE.  INFLUENCE  DE  LA  NUTATION.  FORMULES  POUR 
TROUVER  LES  COORDONNÉES  VRAIES  D'UN  ASTRE  A  UNE  DATE  DONNÉE.  —  IN- 
FLUENCE DE  LA  PRÉCESSION  SUR  LES  ÉLÉMENTS  QUI  DÉFINISSENT  UN  GRAND 
CERCLE  DE  LA  SPHÈRE.  —  MOUVEMENTS  PROPRES  DES   ÉTOILES. 


53.  Causes  du  phénomène  de  la  précession  des  équinoxes.  — 
Les  attractions  du  Soleil  et  de  la  Lune  sur  le  renflement  équato- 
rial  de  la  Terre  produisent  un  déplacement  lent  de  Téqualeur,  et 
les  actions  des  planètes  sur  le  Soleil  et  sur  la  Terre  produisent  un 
déplacement  plus  lent  encore  du  plan  de  l'écliptique.  L'étude  de 
ces  déplacements,  des  modifications  qu'ils  produisent  dans  les 
positions  relatives  de  l'équateur  et  de  l'écliptique,  des  change- 
ments qui  en  résultent  dans  les  coordonnées  d'un  astre,  et  aussi 
dans  les  quantités  qui  définissent  la  position  d'un  grand  cercle 
quelconque  de  la  sphère  céleste  sont  l'objet  du  présent  Chapitre. 

La  démonstration  des  formules  qui  font  connaître,  en  fonction 
du  temps,  les  angles  qui  définissent,  à  une  date  quelconque,  la 
position  de  l'équateur  et  celle  de  l'écliptique  par  rapport  à  des 
plans  fixes  de  la  sphère  céleste,  appartient  à  l'Astronomie  théo- 
rique, à  la  Mécanique  céleste.  Nous  ne  nous  en  occuperons  pas, 
et  nous  emprunterons  ces  formules  au  Traité  de  M.  Oppolzer 
déjà  cité  au  Chapitre  IX  du  P'  Volume  de  cet  Ouvrage.  Les 
nombres  qui  j'  figurent  ne  diffèrent  que  d'une  manière  insensible 
de  ceux  qui  sont  donnés  au  Tome  II  du  beau  Traité  de  Méca- 
nique céleste  de  M.  Tisserand.  Ces  formules  ont  la  forme  de  dé- 
veloppements en  séries. 
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54.  Forme  des  séries  qui  représentent  les  angles  dont  dépendent 
la  position  de  l'équateur  et  ceUe  de  récliptique.  Equateur  moyen, 
édiptique  moyen.  —  Les  séries  représentant  les  angles  qui  défi- 
nissent la  position  de  Téquateur  à  une  date  donnée  renferment 
des  termes  fonctions  entières  du  temps,  et  des  termes  périodiques 
dont  les  arguments  dépendent  des  positions  relatives  du  Soleil,  de 
la  Lune  et  de  leurs  orbites.  Les  termes  de  la  première  sorte  con- 
stituent la  précession  proprement  dite,  les  autres  ont  reçu  le  nom 
de  nutotion.  L'ensemble  de  ces  derniers  ne  dépasse  pas  un  petit 
nombre  de  secondes  d'arc. 

De  même,  les  angles  qui  définissent  la  position  de  l'écliptique 
à  une  date  donnée  sont  exprimés  par  des  fonctions  entières  du 
temps  et  par  des  termes  périodiques  qui  dépendent  des  positions 
relatives  du  Soleil  et  des  planètes.  Dans  Tétude  de  la  précession 
et  de  la  nutation  on  néglige  entièrement  ces  derniers  termes;  le 
plan  obtenu  en  les  supprimant  dans  l'expression  des  angles  qui 
définissent  l'écliptique  s'appelle  édiptique  moyen.  Le  plan  ob- 
tenu en  supprimant  la  nutation  des  valeurs  des  angles  qui  défi- 
nissent l'équateur  à  une  date  donnée  s'appelle  équateur  moyen. 

Nous  prendrons  comme  plans  fixes  l'équateur  moyen  A/  et  l'é- 
cliptique moyen  E/  au  commencement  de  l'année  i85o.  La  con- 
naissance de  l'équateur  moyen  suppose  la  connaissance  préalable 
de  la  nutation,  que  nous  voulons  étudier.  On  procède  ici,  comme 
dans  toutes  les  questions  d'Astronomie,  par  approximations  suc- 
cessives. 

.^5.  Relations  entre  les  angles  et  les  arcs  qui  définissent  les  po- 
sitions de  l'équateur  et  de  l'écliptique.  —  Soit  E„  l'écliptique 
moyen  et  A„  l'équateur  vrai  à  une  autre  date.  Nous  regarderons 
l'intersectionB'de  ces  deux  plans  {^fig^  12)  comme  étant  l'équinoxe 
vrai,  négligeant  définitivement  les  perturbations  périodiques  de 
l'écliptique. 

Le  déplacement  AB  de  l'équinoxe  sur  l'écliptique,  dû  unique- 
ment au  déplacement  de  l'équateur  s'appelle  la  précession  luni- 
solaire  en  longitude  ;  l'arc  BB'  dû  au  déplacement  de  l'écliptique 
s^aippelle  précession  planétaire;  si  l'on  prend  0'A'=  O'A,  envi- 
sageant, ce  qui  est  visiblement  arbitraire,  le  point  A'  comme  cor- 
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respondaDt  au  point  A,  A'B'  s'appelle  la  précession  générale. 
Nous  poserons 

AB=(l/o,        A'B'=f,        BB'=Xo,        ABA;=eo,         A'B'A,=  £', 
.(OA*=7to,        AO'=no. 

Fig.  12. 


La  connaissance  des  quantités  if^,  ^|^',  Sq,  s'^  en  fonction  du 
temps,  entraîne  celle  des  trois  quantités  tzq^  IIq,  Xq*  En  f^il?  1^^ 
expressions  de  «o  et  IIq  sont  tirées  de  la  théorie  du  Soleil,  ^o  et  £o 
de  la  théorie  du  mouvement  de  rotation  de  la  Terre.  Le  triangle 
OBB'  a  pour  côtés 


et  pour  angles 


Xo,     i8o»—  Ho—  <^o,     i8o«—  Do  —  ^\ 


TTo,       s',        l80°— ÊQ. 


Si  Ton  regarde  comme  connus  le  second  côté  et  les  angles  ad- 
jacents, on  peut  aisément  en  déduire  les   trois  autres  éléments 
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par  les  formules  de  Delambre 

cos (  —î?  -h  -^ !î    sin  -  =  sm  (  —  H-  —  ) cos (  —  -i-  -^  ), 

va         a        2/       2  \a        a/        \a         a/ 

sm  (  —  -h  -!- ?  )  sin  -  =  sm  (  — ^  )  sin  (  —  -f-  -^  ) , 

\2  2  2/  2  \a  a/  \2  '2/ 

/Ho       t|;'       Xo\        e'  /eq       ico\        /Ho       <^o\ 

cos  (  ~  -h  -î-  H-  —  )  cos  -  =  cos  (  -  H-  —    cos  (  —  -f-  -i-"    , 

\2  a  2/  2  \2  2/  \2  2/ 

.    /Ho       ^'       Xo\        e'             /eo       Tto\    .    /Do       'VoX 
sin  I  ~  H-  -î-  +  ~  )  cos  -  =  cos  ( ^  )  sin  (  -^  -h  —    • 

\2  2  2/  a  \a  2/  \2  2/ 

56.  Expressions  numériques  des  éléments  introduits.  —  On 
trouve  pour  ^^^  Sq,  ^',  t\  tcq,  IIq,  Xq  les  développements  suivants,  en 
négligeant  des  termes  périodiques  dont  chacun  ne  dépasse  guère 

^^0=    5o36',9a4^  —  i^oSSS^» -h  V, 
eo=  23'*27'3i',83-f-o',o7i3^»-f-E, 
i^'=   5o23'',465i  -+- i*,i29C<*-f-V, 
e'  =  23'»27'3i'',83  — 47',594^— o',oi43/»-l-E, 
Xo=  i4',673^— 2*,4i84«*, 
TCo  =  47*1 95 1  ^  —  o',  o325  «*, 
Ho  =  173*^0'  12'—  868', 3  ^  -h  o',  1 1  f*, 

où  l'on  a  posé 

V  =  — 17',  a7sinii  -1-  o',2i  sin2^  —  o',20sin(2^  -h  2a>  -4-  2^) 

—  i*',26sin(2^'4-2(i>'-4-aJi), 
E  =  H-9',24cosiï-i-o',55cos(2^'-4-2CD'H-  2Q,). 

Dans  ces  formules,  t  désigne  le  temps  compté  à  partir  du 
commencement  de  l'année  i85o  et  exprimé  en  siècles  d'années 
tropiques  (*)',  g  et  g'  les  anomalies  moyennes  de  la  Lune  et  du 
Soleil,  Q  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite  de  la  Lune^ 
(I)  et  (o'  les  distances  des  périgées  lunaire  et  solaire  à  ce  nœud 
ascendant. 

Les  valeurs  de  ^oj  ^o»  ^S  ^'  que  l'on  obtient  en  supprimant  W 


(*)  Nous  défÎDiroDs  ultérieurement  le  jour  moyen  et  les  autres  éléments  em- 
ployés ici,  en  étudiant  les  mouvements  propres  du  Soleil,  des  planètes  et  de  leurs 
satellites. 
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et  E  correspondent  à  un  équateur  fictif  que  Ton  nomme  équateur 
moyen,  et  c'est  le  déplacement  de  Téquateur  moyen  que  Ton 
désigne  plus  particulièrement  sous  le  nom  de  précession»  Le 
changement  de  plans,  qui  consiste  à  passer  de  V équateur  et  de 
Véquinoxe  moyens  relatifs  à  une  date  donnée  à  Véquateur  et 
Véquinoxe  vrais  à  celte  même  date,  a  reçu  le  nom  de  nutation. 

o7.  Représentation  géométrique  des  termes  principaux  de  la 
précession  et  de  la  nutation.  —  Les  termes  de  la  précession  et  de  la 
nutation  sont  susceptibles  d'interprétation  géométrique  simple. 

Abstraction  faite  de  la  nutation,  Eq  est  très  sensiblement  con- 
stant et  i^Q  proportionnel  au  temps.  Donc  la  précession  propre- 
ment dite  équivaut  sensiblement  à  une  rotation  uniforme  de 
Vaxe  du  monde  autour  de  Vaxe  initial  de  l^écliptique,  la  vi- 
tesse  angulaire  étant  de  5087" /?ar  siècle,  et  par  suite  la  durée 
de  la  révolution  258  siècles.  L'influence  des  termes  du  second 
ordre  ne  diminue  pas  de  quatorze  ans  cette  durée. 

Si  l'on  considère  les  deux  positions  de  Téquateur  à  deux  dates 
voisines  l'une  de  l'autre,  il  résulte  de  ce  qui  précède  que  les 
points  où  ces  deux  grands  cercles  se  coupent  sont  sensiblement  à 
90®  du  point  vernal.  Soient  en  eflet,  sur  la  sphère  céleste  (Jig-  i3), 


E^  l'écliptîque  initial,  Il  son  pôle,  E^  l'équateur  initial,  P©  son 
pôle,  E'^  l'équateur  à  une  date  voisine,  P»»  son  pôle.  Si  l'on  me- 
nait l'arc  de  grand  cercle  PoP»^,  il  serait  perpendiculaire  aux  deux 
équateurs,  et,  par  suite,  les  points  où  ces  deux  équateurs  se  coupent 
en  seraient  les  pôles.  Si  P»,  tend  vers  Po,  le  grand  cercle  PoPi^lend 


PRÉGBSSION    DES    ÉQUINOXES.  65 

à  être  tangent  au  petit  cercle  PoPp  de  pôle  II  et,  par  suite,  tend  à 
passer  par  le  point  vernal  Yq.  Ce  point  ^o  est  donc  à  90°  des 
points  vers  lesquels  tendent  les  intersections  de  l'équateur  E'  avec 
Téquateur  E^. 

Soit  Eo  le  pôle  nord  de  l'écliptique  fixe  {^fig*  i4)>  Aq  le  pôle 

Fig.  14. 


nord  de  l'équateur  moyen,  ^o  le  point  vernal.  L'arc  de  grand 
cercle  EoA^  est  l'obliquité  e  de  l'écliptique.  Réduisons  la  nutation 
^  et  E  à  ses  ternies  principaux  At|^  et  As  en  posant 

Ae=:        9',24cos^. 

L'arc  8  représente  la  longitude  du  nœud  ascendant  de  l'orbite 
de  la  Lune  sur  l'écliptique.  Ce  nœud  décrit  l'écliptique  d'un  mou- 
vement rétrograde  en  18  ans|  environ. 

Supposons  que  8  à  une  certaine  époque  soit  égal  à  36o**,  At{/ 
sera  nul  et  Ac  sera  égal  à  9", 24.  Le  pôle  vrai  de  l'équateur  sera 
en  A'  sur  l'arc  de  grand  cercle  Eq  AqBo  et  l'on  aura 

Ao  A' =9^,24. 

Immédiatement  après  cette  date,  8  décroît;  A'>j/  devient  positif 
et  Ae  décroît.  La  variation  At|^  transporte  le  point  vernal  y^  en  un 
B.  —  U.  5 
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point  V  tel  que  yoY  =  A^-  Le  pôle  vrai  de  Téquateur  vient  en  A, 
en  une  position  telle  que  le  grand  cercle  EqAB  fasse  avec  Eo  AqBo 
un  angle  égal  à  A^,  et  que  la  différence  Eo  A  —  EoAo  soit  Ae.  Si 
l'on  mène  en  Ao  la  tangente  AqX  au  cercle  de  latitude  et  la  tan- 
gente A^y  au  parallèle  à  l'équateur,  on  pourra  sans  erreur  sen- 
sible remplacer  le  point  A  par  sa  projection  sur  le  plan  xAy  et, 
désignant  par  x  ely  les  coordonnées  de  ce  point  par  rapport  aux 
axes  Ax,  Ay^  on  aura 

X—  Iz  —  9% 24  cos^, 

^  —  sinsA^}^  —  —  17",  27  sin^isins  -  — 6*,  87  sin^. 

Donc  le  pôle  vrai,  vu  du  centre  de  la  sphère,  décrit  autour  du 
pôle  moyen,  en  sens  inverse  du  mouvement  des  aiguilles  d'une 
montre,  ou  dans  le  sens  rétrograde,  une  ellipse  dont  le  petit  axe 
est  parallèle  à  Vécliptique;  la  période  est  18  ans  f.  La  longi- 
tude du  nœud  de  la  Lune  est  l'anomalie  excentrique  de  cette 
ellipse.  Le  pôle  vrai  est  le  plus  près  de  l'écliptique  quand  le 
nœud  ascendant  de  l'orbite  de  la  Lune  est  au  point  vernal. 

58.  Changement  de  rorigine  du  temps  dans  les  formules  de  la 
précession.  —  Les  formules  données  au  §  56  font  connaître  les 
angles  et  les  arcs  qui  déterminent  l'équateur  moyen  et  l'éclip- 
tique à  la  date  i85o  +  ^  par  rapport  à  l'écliptique  et  à  l'équateur 
à  la  date  i85o.  Il  est  commode,  pour  la  solution  des  problèmes 
qu'il  nous  reste  à  résoudre,  de  déduire  de  ces  formules  d'autres 
faisant  connaître  la  position  de  l'équateur  moyen  et  de  l'éclip- 
tique à  la  date  i85o-[-^  par  rapport  à  l'équateur  moyen  et  à 
l'écliptique  à  la  date  i85o-f-  /«. 

Danslayî^.  i5,  Ey,  Eo,  E„  représentent  l'écliptique  aux  trois 
datesi85o,o,  1800 -+-/|,  i85o-f-^;  A>/,  «/loi,  «Ad^  l'équateur  moyen 
aux  mêmes  dates.  On  a  pris  0'A'=  O'A,  O^  A',  =  O^  A| . 

Si  l'on  veut  passer  de  la  date  i85o,o  à  la  date  i85o  -|-/,  les 
sept  éléments  introduits  sont  respectivement 

(a)    il/  =  AB,     £o  =  B,     i^i-^A'B',     e'  =  B',     7r  =  0',     n  =  0'A,     X  =  BB. 

Ces  quantités  sont  connues  en  fonction  de  t. 

En   y  remplaçant  t  par  t^y  on   obtient  les  arcs   et  les  angles 
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suivants  :  £  devient  l'angle  Ey-Bocloi  ;  eT angle  E|  A|  -.l)|  ;  -n  devient 
l'angle  O;,  A  l'arc  B0A4  et  H  l'arc  0;A. 

Il  est  manifeste  que  ces  éléments  déterminent  entièrement  la 
fig,  i5  et  l'on  voit  sans  peine  que  la  résolution  du  triangle  O'O,  Oj 
où  l'on  connaît  le  côté  O'O',  et  les  angles  adjacents  permettra  de 
calculer  les  éléments  suivants  (6)  qui  déterminent  les  plans  Ev,  <vl)v 

Fig.  i5. 


/ 


par  rapport  aux  plans  Eo,  «^l>o  ^e  la  même  manière  que  les  sept 
éléments  (a)  déterminent  les  plans  Ey,  dv  par  rapport  aux  plans 
E/,  Xf 


(à) 


AiB,,   AiBiB',   a;b',   £',   o;,   ();a,,   b,b'. 


Ce  sont  ces  éléments  que  nous  représenterons  désormais  parles 
notations  ^,  e,  ^',  e',  u,  II,  X.  e'  est  le  même  angle  ainsi  désigné 
aux  §  55  et  56;  mais  ^'  n'est  pas  le  même  arc. 

Nous  supposerons  ces  calculs  effectués,  et,  en  outre,  que  l'on 
ait  remplacé,  comme  unité  de  temps,  le  siècle  Julien  par  l'année 
tropique,  comptée  suivant  l'indication  de  Bessel  à  partir  du  mo- 
ment où  la  longitude  moyenne  du  Soleil  est  égale  à  280°.  On  ob- 
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lient  ainsi  les  valeurs  suivantes  : 

t\,  =  (5o',36924  H-o%oooo5oi/o)(<  — <o)  — o',oooio888(/  — <o)*, 
e  =  23°27'3i%83  — o',47593ro—o',  0000014  fjH-o',  000007  ï(f  —  /o)', 
4^' =  (5o', 23465  H- o',  00022.58 /o)(<--<o)  +  o',  000 11291(^-/0)', 
e'  =  23»27'3i'',  83  —  o',  47593  to  —  o',  000001 4  f  J 

—  (o'',47593  H-  o',ooooo29fo)('  —  '0)» 
X  =  (o',i4673  — o'.oooi9i7/o)(/  — '0)  — o'',ooo24ï8(/—  <o)*. 
ir  =  (o',4795o  — o',ooooo65/o)(<  —  ?o)  — o',ooooo32(<  —  <o)'» 
n  =  i73»o'i2'-*- 32^,869 <o—o',683(/  —  fo). 

59*  Éléments  relatifs  à  Téquateur.  —  I^es  équateurs  ^q,  X^  se 
coupent  en  des  points  C2,  C!^  qui  sont  à  peu  près  à  un  quadrant 
des  points  A^,  B^.  L'arc  C^A,  a,  sur  l'équateur,  le  même  rôle  que 
O.'.  A|  ou  II  sur  Técliptique.  Nous  le  représenterons  par  P  et  po- 
serons 

P  =  9o«-/>. 

De  même  l'arc  QB'  a  le  même  rôle  que  O^B'.  La  différence 
(];,B' — P  est  l'analogue  de  i^'.  Nous  la  représenterons  par  m, 
CoBi  par  Q  et  poserons 

Q  =  90°-çr, 

de  sorte  que  nous  aurons 

CiB'=Q-X 
et,  par  suite, 

Ënfm  nous  désignerons  par  n  l'angle  G^,  analogue  à  O^  ou  7:. 

Dans  le  triangle  C'^AiB,,  le  côté  A|B,  est  égal  à  ^;  l'angle  B|  est 
actuellement  représenté  par  e;  l'angle  At  est  le  supplément  de  la 
valeur  (e)   que  prend  e   pour  t  =  ti.  Les    formules   de  Neper 

donnent 

.    e-(£) 
sin 

p  -^  g 
tancr ^-  =  — 


2                   .    e-^(£)^        ^' 
sin ^tanff- 

2  *'2 

e-i-(e) 
cos —^  , 

tang^^- ^  =  ;r-tang- 

cos 
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et 

,  .  sini- 

n  e-»-(e)  2 

tang-  =  tanff 


cos  ^— 


La  différence  e  —  (e)  étant  beaucoup  moindre  que  <J^,  on  voit  que 
Pj  q  aussi  bien  que  n  sont  petits.  Le  développement  de  ces  for- 
mules en  séries  donne 

m  =(46',o593i  -f-o",ooo2839^o)(' — 'o) -^  o'',oooi4i95(^— ^o)S 
/i  =  (2o%o5i5o  — o',oooo867<o)(«  — ^0)  — o",oooo4334(<— <o)*, 
P  =  90*»—  (a3',o3o  -H  o%oooi42)(f  —  t^)  —  o'jOoooSi  (f  —  <o)'. 

60.  Variations  des  coordonnées  d'un  astre  produites  par  la  pré- 
cession. —  Les  formules  que  nous  venons  d'obtenir  sont  toutes 
préparées  pour  la  solution  de  ce  problème  :  Ayant  les  coordon- 
nées moyennes  d^un  astre  à  une  date,  trouver  les  coordonnées 
moyennes  à  une  autre  date.  Il  suffit  d'adopter  pour  t^  la  première 
date,  pour  t  la  seconde  et  ces  formules  donnent  les  déplacements 
des  plans  fondamentaux. 

Soient  X|  la  longitude,  ^i  la  latitude  de  l'astre  à  la  date  t^  ; 
\  P  à  la  date  /;  soient  a,  l'ascension  droite,  8|  la  déclinaison  à 
la  date  ^i,.a  et  3  à  la  date  f,  nous  remarquerons,  pour  abréger, 
qu'aux  quantités 

TT,   n,   ^',   lu   Pi,   \    p, 

qui  se  rapportent  à  l'écliptique,  correspondent  avec  des  signifi- 
cations entièrement  analogues  par  rapport  à  l'équateur  les  quan- 
tités 

71,     P,     m,     a,,     81,     a,     8, 

de  sorte  que  les  formules  relatives  au  changement  des  coordon- 
nées écliptiques  donneront  de  suite  celles  qui  serviront  au  chan- 
gement des  coordonnées  équatoriales. 

61 .  Variations  des  coordonnées  écliptiques.  —  Le  triangle  qui  a 
pour  sommets  l'étoile  et  les  pôles  de  l'écliptique  à  la  date  t^  et  à 
la  date  t  a  pour  côtés 

90'»—  ?,    90  —  Pi,    7= 
et  pour  angles 

9o°-i-X,-.n,   90»  — X-f-n  +  f,   E. 
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On  en  conclut  les  relations  suivantes  : 

sIqP  =  sinPi  cost:  —  cospi  sinir  sin(Xi  —  II), 
cosPcos(X  —  II  — ^')  =  cos^i  cos(X,  —  II), 
cosp  sin(X  —  n  —  ^')  =  sÎQpi  sinir  -h  cospi  costc  sin(Xi  —  II), 

qu'il  convient  d'écrire 


sinp  =  —  sinpi  h-  q  cot  — cosPi, 

-ij;')  =  COS^i  COS(Xi  —  n), 

cosp  sin(X  —  n  —  <p')  =  cosPi  sin(Xi  —  II)  -+-  ^cosPi, 


^'^  ''  cospcos(X— n  — ^};')  =  cos3,  cos(Xi  — n), 


en  posant 

(2)  ^  =  sinir    tang^i  —  sin(X|  —  II)  tang-  1; 

on  en  déduit 

Seosp  sin(X  —  Xi  — i}^')  =  gr  cosPi  cos(Xi  —  H), 
cosp  cos(X  —  Xi  — 4*')  =  cosPi  H-  q  cospi  sin(Xi  —  II), 

/  ,N  /^  ^  ./v  Q  rOS(Xt  —  n) 

(4)  ^"'g(^-^'-^')=..^^sinà.-n)' 

Le  sinus  de  X  —  \  —  <{^'  a  le  signe  du  numérateur,  et  le  cosinus 
celui  du  dénominateur,  ce  qui  lève  toute  indétermination. 
On  déduit  aussi  des  équations  (3) 

cosp  cos —  cos pi  cos  ( ; ^  \ 


-h  g  COS 

d'où 


.(x.-n^^-^'-^') 


COS  p  =  cos  Pi  -f-  ^  cos  Pi 1  _  "X   —  iL^ 

cos î ^ 

ce  qui  donne 

cos ^ 

2 

Or  la  première  équation  (i)  équivaut  à 

2  sin  î- i-î  cos  ^- ^  =  û'  cot-  cospi. 

2  2^2^ 
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De  ces  deux  équalions  on  conclut 


3  —  3i 
(5)  tang"- ï-i=  — tang 


Tt 


'1                            °2                           A  —  Al  —  '^^ 
COS — ^ 


Les  équations  (2),  (4)  et  (5)  résolvent  le  problème  proposé. 

62.  Coordonnées  équatoriales.  —  Par  les  permutations  de 
lettres  indiquées  plus  haut,  on  résout  le  même  problème  pour  les 
coordonnées  équatoriales  par  les  formules  suivantes  : 

(j'  =  sin  n    tang  Oj  —  sin(  aj  —  P  )  tang  -  1 , 
q'  cos(ai  —  P) 


(6)      i 


lang(a  —  «i  — m) 


tang: —  -      ~  —  tang 


I  -4-  q'  sin  (ai  —  P) 

.     /                    a  —  a,  —  /;z  \ 
^sin(a,~P^  _ j 


•2  'JL  OL  —  a  I  —  m 

COS 


63.  Cas  d'astres  voisins  du  pôle  de  Técliptique  ou  du  pôle  de 
l'équateur.  —  Dans  le  voisinage  du  pôle  de  l'écliptique,  X  —  Ai 
peut  cesser  d'être  petit,  et,  de  même,  a  —  ai  dans  le  voisinage  du 
pôle  de  l'équateur;  mais  cette  circonstance  est  due  à  la  présence 
du  facteur  COS  j^i  ou  cosS^,  suivant  le  cas,  en  dénominateur  dans 
la  tangente  de  X  —  X|  —  t}/' ou  de  a  —  ai  —  m,  de  sorte  que  les  pro- 
duits (X  —  X4 — <L')cospi,  (a — a, — /?2)cos8|  restent  toujours 
petits;  il  n'y  a  donc  pas  à  se  préoccuper  de  la  diminution  appa- 
rente de  la  précision  (voir  §  40). 

64.  Mode  de  calcul  adopté  dans  le  cas  général.  Précession  an- 
nuelle. —  Les  termes  du  troisième  ordre  ne  peuvent  être  sensibles 
que  pour  des  intervalles  de  temps  très  considérables,  et  pour  des 
étoiles  très  voisines  du  pôle,  si  l'on  veut  avoir  pour  ces  étoiles 
une  précision  exceptionnelle.  Le  procédé  suivant,  applicable,  dans 
d'autres  circonstances,  permet  de  tenir  compte  de  ceux  du  second 
ordre,  ou  plutôt  de  les  éliminer,  en  n'utilisant  que  les  expressions 
de  ceux  du  premier.  Posons 
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et  soit/(i)  une  coordonnée  d'une  étoile  à  la  date  t.  On  a 

d'où 

(7)  /(O  ~/('i)  =  ^yf'i^)  =  (i-  '*)/'(^^)- 

Dans  l'application  de  cette  formule  on  ne  néglige,  en  vérité,  que 
les  termes  de  troisième  ordre. 

On  déduit  immédiatement  des  formules  (6) 

a  — a,  =  (m'-i-n'tang8i  sina,)(/  — ^,)  -f- A(^  — ^i)* -4-  B(r  —  fi)', 

8  —  oi  =  /l' cos ai  ( ^  —  ^,  )  ■+-  A'(  ^  —  ^1  )«  -H  B'(  /  —  f  1  )», 

formules  dans  lesquelles  m^  et  n'  représentent  les  coefficients  de 
la  première  puissance  de  ^  —  ti  dans  m  et  n. 
On  en  conclut  qu'à  une  date  C2, 


fda\  ,  ,  ^     . 

( -^  )    =  ni^  H-  /i;  tangoj  sin  ai, 

(^^j^^n,cosa,. 


Par  suite,  si  m^  et  /ij„  désignent  les  valeurs  de  w!  et  n!  à  la 
date  moyenne  entre  t  el  t^^  on  aura,  par  l'application  de  la  for- 
mule (7), 

a  —  ai  =  (r  —  t^){ni'„,  +  n^n  tang5,„  sina,„), 

0  —  8,  =(<  — f,)/i;„cosa,;i. 

On  obtiendra  les  valeurs  de  cLm  et  de  5^»  au  moyen  de  valeurs  ap- 
prochées de  la  précession  annuelle;  on  les  tire  ordinairement 
d'un  Catalogue  d'étoiles  ou  d'une  table  auxiliaire. 

65.  Cas  où  l'on  connaît  la  variation  de  la  précession  annuelle. 
—  A  la  date  ^1,  on  a 

dOL 

-—  =.  m'  -h  n'  tango,  sina,  h-  'ik{t  —  /,)  -4-  3B(<  —  «,)«, 
^  =  n'  cosa,  -f.  2  A'(«  -  ^,)  -+-  3B'(/  —  r,)*. 
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j 

On  peut  regarder  -j-  comme  étant  la  précession  annuelle;  2 A  en 

est  alors  la  variation  en  un  an;  200  A  en  un  siècle.  200  A  et  200  A' 
s'appellent  variations  séculaires  de  la  précession  en  ascension 
droite  et  en  déclinaison. 

Les  Catalogues  d'étoiles  donnent,  pour  le  commencement  d'une 
certaine  année  tropique,  les  coordonnées  moyennes  des  étoiles 
qu'ils  renferment.  La  plupart  donnent  en  même  temps  les  valeurs 
de  la  précession  annuelle  pr  à  cette  date;  quelques-uns  donnent 
aussi  la  variation  séculaire  s]  quand  cela  a  lieu,  le  calcul  de  la 
précession  est  des  plus  simples,  si  du  moins  on  néglige  les  termes 
du  troisième  ordre;  on  a,  en  effet,  pour  la  valeur  de  la  précession 
annuelle  àla  date  moyenne 

t  —  tx     s 

^  l  100 

et  pour  le  changement  total  de  coordonnées, 

Divers  astronomes  ont  construit  des  Tables  auxiliaires  pour  faci- 
liter le  calcul  des  termes  du  deuxième  et  du  troisième  ordre;  nous 
n'y  insisterons  pas,  observant  que,  si  l'on  n'a  qu'un  petit  nombre 
de  transformations  à  faire  pour  lesquelles  les  termes  du  troisième 
ordre  soient  sensibles,  on  peut  toujours  revenir  aux  formules 
rigoureuses. 

Tout  ce  que  nous  venons  de  dire  des  coordonnées  équatoriales 
s'applique  aux  coordonnées  écliptiques;  il  suffît  de  faire  les  chan- 
gements de  notation  indiqués  plus  haut. 

66.  Détermination  directe  de  la  précession  annuelle  en  ascension 
droite  et  en  déclinaison.  —  La  marche  exposée,  d'après  M.  Op- 
polzer,  ddiis  les  paragraphes  qui  précèdent,  a  l'avantage  de  donner 
des  formules  rigoureuses  applicables  dans  tous  les  cas.  Il  est  pos- 
sible de  déduire  directement  des  formules  du  §  56  les  valeurs  de 
la  précession  annuelle  en  ascension  droite  et  en  déclinaison,  et 
d'obtenir  immédiatement  ainsi  les  formules  du  §  64  qui  sont  le 
plus  ordinairement  employées  dans  la  pratique  de  l'Astronomie. 
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Désignons  par  L  et  B  la  longitude  et  la  latitude  de  l'étoile  par 
rapport  à  récliplique  fixe,  par  a  et  6  rascension  droite  et  la  dé- 
clinaison par  rapport  à  Téquateur  variable  et  considérons  le 
triangle  sphérique  {fig-  i6)  qui  a  pour  sommets  :  le  pôle  e  de 
Técliptique  fixe  Ey  relatif  à  i85o,o,  le  pôle  a,  de  Téquateur  va- 
riable Xm  et  Pétoile  E.  Les  côtés  de  ce  triangle  sont 

ag  =  e^,         eE  =  9o*'  —  B,         aE  —  ^o"  —  ^, 

et,  l'arc  de  grand  cercle   aB  étant  perpendiculaire  à  e,l>v,  et  le 

Fig.  16. 


point  B  étant  le  pôle  de  ea,  les  angles  opposés  sont  respectivement 

E,     9o'-4-a-f-Xo,     90''  — L  — 4^0. 

On  a  donc  entre  ces  éléments  les  relations 

sinB  =  COS60  sino  —  sine©  cos8  sin(a-i-  Xq), 
cos  B  cos  (  L  -h  tj^o)  ~  cos  8  cos  (  a  -h  X  ), 
cosB  sin(L  -h  <]^o)  ~  cosso  sinS  -f-  sioso  cos8sin(a-+-  Xq). 

Dans  ces  formules,  L  et  B  sont  des  constantes  et  toutes  les 
autres  quantités  des  fonctions  du  temps.  Ces  formules,  au  reste, 
ne  sont  pas  distinctes  et  se  réduisent  à  deux. 

Si  on  les  difi*érentie,  qu'on  multiplie  respectivement  les  trois 
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équations  ainsi  obtenues  par  les  coefficients  de  -j:  dans  ces  mêmes 
équations  et  qu'on  les  additionne  membre  à  membre,  -j-  dispa- 
raitra  et  Téquation  obtenue  donnera  -jr*  On  trouvera  -rj  en  élimi- 

eia. 

nant  -^  entre  les  deux   équations  différentielles   extrêmes.    On 


trouve  ainsi 

d^ 
dt 

dAu                   d'bo 

-f- tango -^    siiiSoSin(a-i- Ao)  -  cos(a -î- Xo  )  ^, 

dl 
dt 

d^o  r       /          ^    N         •    /          ^            dio 

=  sin£o— 7-    cos(a -h  Âo)  H- sin(a -t- Ao)-; ,r-    • 

(Il    L                                                      SI n  *o  "Yo 

Le  quotient  -j^  au  bout  d'un  siècle  n'atteint   pas  âôïïôôJ  ^^^ 

carré  est  entièrement  négligeable.  Si  on  le  négh'ge,  les  formules 
précédentes  peuvent  s'écrire 


dl>3    ,    ,         .    .  .     /  .  di,       \d'\>o 

5^0 -TT  -^  tanfçosin£osin    a  4-  Ao : 77-  )  -h  ^ 

dt  r  u         \^  u        siii£o</^o/    dt 


doL  _       dX'Q 

'di  '    ~~  \lt 

dû        d'I^    .  /         ,  dzo       \ 

dt         dt  \  sinÊo6^'%/ 

Or,  les  formules  du  n^  56  donnent  sensiblement 

dzo 


On  a  donc 


en  posant 


sinso  d'\>o 

doL  ,         ,  ^    . 

.   .  z=  m  -h  n  lanf,'o?ina, 


dlo  d^o  ,        .        ^'^« 


Si  l'on  prend  pour  ^J^o,  Xo,  So  les  valeurs  données  au  §  56  l'ap- 
plication de  ces  formules  donne  précisément  pour  m'  et  n!  les  dé- 
rivées des  valeurs  données  au  §  59  pour  m  et  r/,  où  l'on  aura  fait 
^4  =  o.  Nous  retrouvons  donc  exactement  les  résultats  donnés  au 
paragraphe  précédent. 
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67.  Influence  de  la  natation.  Passage  des  coordonnées  moyennes 
aux  coordonnées  vraies.  —  Ayant  les  coordonnées  moyennes  d'un 
astre  à  une  date  l,  on  en  conclut  les  coordonnées  vraies  en  appli- 
quant la  nutation,  c'est-à-dire  en  tenant  compte  des  termes  pério- 
diques T  et  E  de  <L  et  s.  Ces  termes  ne  déplaçant  que  l'équateur 
sont  sans  influence  sur  la  latitude  et  augmentent  la  longitude 
deW. 

S'il  s'agit  des  coordonnées  équatoriales,  on  observera  qu'elles  se 
déduisent  des  coordonnées  écliptlques  par  les  formules 


cos  a  cos  0  =  cos  X  cos  [3, 
(7)  /  sin  acoso  = —  sin{3  sin  t  H-  cosp  coss  sinX, 


\  sin  8  =       sin  p  coss -t- cos p  sin  £  sin X. 


Nous  devons  calculer  les  variations  que  subissent  a  et  S  quand,  ^ 
restant  constant,  \  s'accroît  de  W  et  e  de  E. 
On  aura 

ok  ai 


On  déduit  des  équations  (5) 

c)a                       ... 
^  —  coss -h  sine  sina  tango, 

-  cosa  sins, 

àOL 

-r  —  cosa  tango, 

dt  "~ 

=  sina. 

On  en  conclut  pour  la  nutation  en  ascension  droite  et  en  décli- 
naison 

doL  —  Wcoss  -h  tang8(V  sina  sins  —  E  cosa), 

dZ  —  ^  sins  cosa  -\-  E  sina. 

68.  Ayant  les  coordonnées  moyennes  d'un  astre  au  commence- 
ment d'une  année  tropique,  trouver  les  coordonnées  vraies  à  une 
date  quelconque  de  cette  année.  —  Dans  la  pratique  on  a  à  passer 
des  coordonnées  moyennes  relatives  au  commencement  d'une 
année  tropique  aux  coordonnées  vraies  relatives  à  une  date  quel- 
conque de  cette  même  année.  Soit  r  l'intervalle  de  temps  en 
fraction  d'année  tropique. 
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On  applique  d'abord  la  précession  par  les  formules 
d7.i  =  i^m  -+•  n  sina  tango), 
rf8i  =  T/i  cosa, 

OÙ  a  et  S  désignent  les  coordonnées  moyennes  relatives  au  commen- 
cement de  Tannée,  puis  la  nutation  par  les  formules  ci-dessus.  On 
en  conclut  pour  la  réduction  totale 

da  =  mx  H-  cose  d^  -h  sina  tang8(/iT  -H  s'intd^)--  cosa  tango  û?8, 
d^  =  {nz  ■^s'mzd^)cos<x  -+•  d^esina. 

On  a  coutume  de  poser,  d'après  Bessel, 

/=  mz  -+-  cos&d^, 

jÇ-cosG  =  /ix  -h  sin  td^^ 

^sin  G  =  —  dZf 
et  l'on  a 

d%  — /-h  ^sin(G  -h  a)  tango, 

d^  -■■  ^cos(G  -+-  a). 

Les  quantités  /,  g,  G  sont  données,  de  jour  en  jour,  dans  les 
éphémérides  astronomiques. 

Si  l'on  veut  faire  la  réduction  inverse,  on  applique  la  même 
formule  en  signe  contraire  en  mettant  pour  a  et  S  les  coordonnées 
vraies;  il  n'en  résulte  pas  d'erreur  sensible. 

69.  Influence  de  la  précession  sur  les  éléments  qui  déterminent 
la  position  d'un  grand  cercle.  —  Dans  la  pratique,  les  plans  des 
orbites  des  corps  du  système  solaire  sont  rapportés  aux  plans  fon- 
damentaux moyens  du  commencement  d'une  année  tropique.  On 
peut  avoir  besoin  de  les  rapporter  à  ceux  du  commencement 
d'une  autre  année. 

Soient  PP'  le  plan  dont  il  s'agit  {fig.  17),  OAO' i'écliptique 
moyen,  CAC  l'équateur  moyen  à  la  date  ^o?  OB'O',  CB'C  les 
mêmes  plans  à  la  date  /. 

Désignons  par  w  l'arc  QQo,  par  to'  l'an  S'QJ,,  par  Qq  la  longi- 
tude AQo  du  nœud  sur  l'équateur  à  la  date  ^0,  par  8  la  longitude  B'8 
du  nœud  sur  l'équateur  à  la  date  t.  Le  triangle  O'QQo  a  pour  côtés 

et  pour  angles  opposés 

«,        180"—  l'o,       T. 
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De  même  pour  les  coordonnées  équatoriales,  le  triangle  G  8^8' 
a  pour  côtés 

et  pour  angles  opposés 


La  résolution  de  ces  triangles  donnera  les  quantités  inconnues. 

Nous  allons  développer  les  formules  relatives  à  l'écliptique;  il 
est  manifeste  qu'une  simple  permutation  de  lettres  donnera  celles 
qui  se  rapportent  à  l'équateur.  Les  analogies  de  Néper  donnent 


cos-(io-^7r) 
tang-(ro-TI-f+to)  = tang-(ao-n), 

COS-(to TZ) 


tang-CPo  — n  — «y— w)=  j iang-(^o— n), 

sin  -(10—7:) 


rang-(t— to)= ^— lang- 
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Celte  dernière  formule  est  toute  préparée  pour  le  calcul  de 
i —  'o  quand  on  a  déduit  Q  des  deux  premières.  Celles-ci  sont  de 

la  forme 

langj'^  /itangx, 

d'où  l'on  lire,  en  posant  y——  -=  A", 

Y  —  :r  =  A-sin2JH smi^-h  -r-sinoa?. 

^  y.  \ 

Pour  la  première  formule  la  valeur  de  k  est 

—  tang—  tans  —  » 
pour  la  deuxième  elle  est 

col  —  tanff-: 

nous  les  représenterons  par  e/  et  p  :  nous  aurons  donc 
—  Il  5in(^o—  11)-+-  --sin-2(^o—  n)-*-. . ., 

^(a-ii-f-tu)-^(i;o-n) 

=  c'  sin(£o—  ll)-t-  —  sin'2(^o— n)-4- 

Les  seconds  membres  doivent  être  exprimés  en  secondes  d'arc, 
et  pour  cela  divisés  par  le  rapport  de  l'arc  de  i"  au  rayon. 

Par  addition  et  soustraction  on  aura  Q  et  (o. 

Dans  la  plupart  des  cas  les  termes  du  second  ordre  sont  négli- 
geables. 

70.  Déânition  des  mouvements  propres  d'une  étoile  en  ascen- 
sion droite  et  en  déclinaison  à  une  date  donnée.  —  Si,  après  avoir 
ramené  à  un  même  équinoxe  les  positions  moyennes  d'une  étoile 
à  diverses  dates,  on  constate  des  variations,  on  essaye  de  les  expli- 
quer par  un  mouvement  propre  de  cette  étoile.  Dans  l'état  actuel 
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de  TAstronomie,  on  peut  toujours  regarder  ce  mouvement 
comme  s^ effectuant  sur  un  grand  cercle  de  la  sphère  céleste, 
et  uniformément.  Soient,  à  une  date  donnée  /o>  M  {Jig.  i8)  le 

Fig.  i8. 


déplacement  annuel  de  l'astre  sur  ce  grand  cercle,  G©  Tangle  que 
fait  ce  déplacement  EqE  avec  le  parallèle  EqFo  mené  par  la  posi- 
tion initiale,  EqFo  étant  dirigé  vers  Test  et  l'angle  FoEoE  étant 
complé  de  o  à  211,  vers  le  nord.  Si  [jlo  désigne  la  variation  annuelle 
d'ascension  droite  et  \k^  la  variation  annuelle  de  déclinaison,  Oq 
cette  déclinaison,  on  a 

jjlq  cosSo=  ^^  cosGo,         jx'o  =  M  sinGo- 

uLo  et  [x^  sont  les  mouvements  annuels  en  ascension  droite  et  en 
déclinaison  à  Tépoque  ^o*  Ces  mouvements  ne  sont  pas  les  mêmes 
à  une  autre  époque  t  en  raison  du  déplacement  de  l'équateurde  la 
date  ^0  à  la  date  /. 

71.  Variation  des  coordonnées  d'un  astre  résultant  du  mouve- 
ment propre.  —  Connaissant  à  une  date  t^  les  mouvements  pro- 
pres [Xo  et  [xjj  d'une  étoile  et  les  coordonnées  équatoriales  ao,  Oo 
de  cette  étoile^  trouver  les  coordonnées  ao-j-  Aa©,  80 -h  Aoq  delà 
même  étoile  par  rapport  au  même  équateur  et  au  même  équi- 
noxe  à  la  date  t. 

Soient  P  le  pôle  à  l'époque  t^^  Eo  la  position  de  l'étoile  à  cette 
date,  E  la  position  de  l'étoile  à  la  date  ^,  EqFo,  EF  les  parallèles 
correspondants.  Le  triangle  PEoE  a  pour  côtés 

M(/--/o),     90°- ôo,     90°-Ôo-A8o, 


MOUVEMENTS    PROPRES    DES    ÉTOILES.  8l 

et  les  angles  opposés  sont 

Aaoi    90" H- G,    90*»— Go, 

G  étant  l'angle  FEE'  analogue  à  Go,  à  la  date  t. 

Les  calculs  effectués  au  §61  s'appliquent  ici.  Si  l'on  remplace  tc 
parM(^—^o)j  Pi  parîo)  P  par  8,  X,  —  n  par  —Go,  — X  +  IlH-t^' 
par  G  et  gr  par  r,  les  formules  (2),  (4),  (5)  de  ce  paragraphe 
deviennent 


'=.  sinM(^  —  /o)    tang8o-i-sinGotang 


mt-t^y\ 


tang(G-Go)=    -^'^'^'\ 

(8)  /  i-/-cosGo 

^^"g-r=     G-Go^^^g-'hr— ' 

ces - 

2 

D'autre  part  les  relations  fondamentales  entre  les  trois  côtés  et 
deux  angles  du  triangle  donnent  de  suite 

,   .  ^        .  cosGosec8otanffM(f  —  ^o) 

(9)  tangAao= 7—7^ "       ^ — ^— - — ^ — . 

^^  ^  I  — sinGotang8otangM(«— /o) 

Si  l'on  développe  Aao  et  ASq  suivant  les  puissances  du  temps, 
on  trouve 

Aao=  [Xo(<  — ^0)-+-  fioH^i  tang    8o(^  —  «o)*-H..., 
A$o  =  H^i(^  — '0)— •  vfJtJ  sin    28o(/  — /o)*-i-.... 

Les  termes  du  second  ordre  sont,  en  fait,  toujours  négligeables 
dans  l'état  actuel  de  l'Astronomie. 

Il  s'ensuit  que  l'on  passe  immédiatement  de  [Xo  et  ^'^  à  Aao  ^t 
Aoo  par  ces  formules 

^«0=1^(^  —  ^0), 
A8o  =  f^i(^-<o). 

Si  après  cela  on  veut  déduire  les  coordonnées  moyennes  de 
V étoile  à  la  date  t  des  coordonnées  moyennes  à  la  date  toy  on 
appliquera  la  précession  aux  coordonnées  ao+Aao,  Oo  +  AS© 
pour  les  ramener  à  Téquinoxe  relatif  à  la  date  t. 

72.  Ayant  les  coordonnées  moyennes  d'une  étoile  à  deux  dates, 
trouver  le  mouvement  propre  à  Tune  d'elles.  —  Si  l'on  connaît  les 
B.  -  II.  6 
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coordonnées  moyennes  ao,  So,  a,  S,  aux  dales  ^o  et  ^7  on  obtiendra 
comme  il  suit  le  mouvement  propre  à  la  date  Iq.  On  appliquera 
la  précession  aux  coordonnées  a,  8  de  façon  à  les  ramener  aux  plans 
fondamentaux  de  la  date  Iq;  si  a',  S'  sont  les  coordonnées  ainsi  ob- 
tenues, - — -^f  - — p  seront  les  mouvements  propres  en  ascension 

droite  et  en  déclinaison  à  la  date  ^o*  ^n  rapportant  ao,  Sq  aux  plans 
fondamentaux  de  la  date  t^  on  aurait  de  même  les  mouvements 
propres  à  la  date  t.  Il  ne  faudrait  pas  croire  que  ces  valeurs 
puissent  être  confondues  avec  les  premières. 

On  peut  déduire  les  unes  des  autres  comme  il  suit  : 
Les  coordonnées  a,  3  et  les  coordonnées  ao+  Aa©,  80-t-  ASq  re- 
présentent un  même  point  de  la  sphère  par  rapport  aux  plans 
fondamentaux  de  la  date  t  et  de  la  date  Iq;  ces  quantités  sont  donc 
liées  par  des  formules  analogues  aux  premières  du  §61,  savoir 


cos8  cos(a- 

-P 

-m) 

=      cos(oo-f- A8o)  cos(ao 

+  Aao-P), 

cosS  sin(a- 

-P 

-m): 

=      sin(oo-+- Aoo)sin  71 

-+•  cos{8o-^  Aoo)  cos/i  sin(ao-^-  Aa©  — 

-P), 

sino 

=      sin  (  80 -f- Aoo  )  cos  n 

—  cos(8o+  Aoo)  sin  n  sin(ao-^  Aa©  — 

-P). 

Si  Ton  donne  à  ao  et  5o  des  variations  \l^,  [xJ,,  il  en  résulte  pour 
a,  8  des  variations  [x,  [x'que  Ton  obtient  en  différentiant  ces  équa- 
tions. On  trouve,  après  des  transformations  faciles 


(10) 


jji  =      [Xo[cos/i  —  sin  tango  sin(a  —  P  —  m)] 
,  sinncos(a  —  P  —  m) 

^^      COSOCOS(Oo-t- Aôo) 

jx'  =  —  (jLo  sin/i  cos(a  —  P  —  m) 

,  cosS[cos/i  —  tango  sin  n  sin  (a  —  P  —  m)\ 
"^^"  cos(8o-+-Aao) 


73.  Application.  —  Les  nombres  suivants  donneront  une  idée 
des  variations  de  coordonnées  qui  peuvent  être  dues  au  mouve- 
ment propre  et  des  variations  des  mouvements  propres  annuels  en 
ascension  droite  et  en  déclinaison  qui  résultent  de  la  précession. 

Les  coordonnées  moyennes  de  la  polaire  au  commencement 
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de  i883  sont 

ao=i8*'57'58',i8,         80^=  88»4i'5',90. 

Les  mouvements  propres  annuels  à  la  même  date  sont 
jio=i",8ai,        (jl'o  =  o',oo5. 

En  1755  les  coordonnées  rapportées  à  Téquinoxe  de  i883  sont 
Xq  4-  Aao  et  Sq  4-  AS©  et  l'on  trouve  par  les  formules  (6) 

Aao  =  —  3'53',o6,        A$o  =  —  o',64. 

Si  Ton  rapporte  ces  coordonnées  a©  -h  Aa©,  Sq  4-  AS©  àFéquînoxe 
de  1755,  on  trouve  les  coordonnées  mo}rennes  à  cette  date 

a  r^  io\55'44',75,        8  =  87<'59'4i',  10. 

Si  d'autre  par t  on  rapporte  à  l'équinoxe  de  1 7  5  5  les  coordonnées 
^0»  ^0}  6^1^^  deviennent 

a'o  =  io'>58'i4',63,        8i  =  87-59' 4^', 32. 

La  comparaison  des  coordonnées  a,  8,  a'^y  i'^  montre  que  les 
mouvements  propres  en  1765  étaient 

IX  =  1',  171,        tx'=:o',oio. 

On  voit  que  ces  mouvements  diffèrent  notablement  de  [Xq  et  uj^« 
On  aurait  pu  trouver  ces  valeurs  par  l'application  des  formules  (  i  o). 
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CHAPITRE  VI. 


OBSERVATIONS  DU  SOLEIL.  —  ASCENSION  DROITE  ET  DÉCLINAISON  DE  SON  CENTRE. 
-—  DIAMÈTRE  APPARENT,  DISTANCE  DU  SOLEIL  A  LA  TERRE.  —  l'oRBITE  AP- 
PARENTE DU  SOLEIL  EST  PLANE,  ÉQUINOXES.  —  CETTE  ORBITE  EST  UNE 
ELLIPSE  :  PÉRIGÉE,  EXCENTRICITÉ.  —  POSITION  DU  SOLEIL  A  UN  INSTANT 
DONNÉ;  ANOMALIE  VRAIE,  EXCENTRIQUE;  ÉQUATION  DB  KEPLER,  ANOMALIE 
MOYENNE.   —   RESOLUTION    DE    L*ÉQUATION    DE   KEPLER,   MÉTHODE  DE  GAUSS. 

—  DÉVELOPPEMENTS  EN  SÉRIES.   —    ÉQUATION  DU   CENTRE.  —   DURÉE  DE  LA 
RÉVOLUTION  DU  SOLEIL,   ANNÉE  SIDÉRALE,  ANNÉE  TROPIQUE.  —  JOUR  MOYEN. 

—  TRANSFORMATION    DU    TEMPS    SIDÉRAL    EN  TEMPS    MOYEN  ET   VICE   VERSA. 

—  ÉQUATION  DU  TEMPS.  —  CALENDRIER. 


74.  Premières  apparences  du  mouvement  du  Soleil.  —  11  suffit 
d'observer  le  ciel  à  l'œil  nu  au  moment  du  coucher  ou  du  lever  du 
Soleil,  pour  reconnaître  que  cet  astre  ne  conserve  pas  une  posi- 
tion invariable  par  rapport  aux  étoiles.  Des  étoiles  qui,  à  une  cer- 
taine date,  se  levaient  immédiatement  avant  lui  sont  déjà,  au  bout 
de  quelques  jours,  notablement  au-dessus  de  l'horizon  au  moment 
de  son  lever.  Des  étoiles  qui  se  couchaient  après  lui  ne  se  voient 
plus,  et  le  Soleil  s'est  visiblement  rapproché  d'astres  qui  se  cou- 
chaient assez  longtemps  après  lui.  Ces  apparences  suffisent  à 
montrer  que  le  Soleil  a  par  rapport  aux  étoiles  un  mouvement 
dirigé  plus  ou  moins  exactement  vers  l'est,  et  il  fait  sur  la  sphère 
une  révolution  complète  dans  un  intervalle  de  temps  voisin  de 
l'année  vulgaire.  Pendant  cette  période,  on  le  voit  à  son  lever  se 
rapprocher  pendant  six  mois  du  point  nord,  et  pendant  les  six 
mois  suivants  du  point  sud.  Le  Soleil  a  donc  un  mouvement 
propre  en  ascension  droite  et  un  mouvement  propre  en  déclinaison. 
Nous  étudierons  dans  le  présent  Chapitre  les  lois  et  les  effets  de 
ces  mouvements. 

75.  Observations  du  Soleil*  —  Les  formules  données  au 
Chapitre  III,  n**  42  de  ce  Volume,  montrent  qu'il  est  aisé  d'ob- 
tenir l'ascension  droite  du  Soleil  au  moment  de  son  passage  au 
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méridien  pourvu  que  l'observation  ait  été  faite  à  tous  les  fils  de 
la  lunette  méridienne  et  que  Ton  ait  observé  les  deux  bords. 
L'ascension  droite  géocentrique  est  alors  donnée  par  la  formule 

COSS  — p  SÎnTÎTCOSç'  ^,  ,    ^.^ 

^  (l  — A)COSÔ  ^  °  ' 

Dans  cette  formule,  X  désigne  le  mouvement  propre  du  Soleil 
en  une  seconde,  w  la  parallaxe  du  Soleil.  Or  cette  parallaxe  est 
très  petite,  et,  en  raison  de  la  petitesse  des  constantes  m,  n,  c,  la 
formule  se  réduit  à  la  formule  ordinaire  de  Bessel  applicable  aux 
étoiles  fixes 

(i)  a  = /H-Cp-f-/n-+-/itang8'-+-cséc8', 

o'  étant  la  déclinaison  observée. 

En  déclinaison,  l'observation  des  deux  bords  supérieur  et  infé- 
rieur donne  la  déclinaison  du  centre.  Il  faudra  seulement  avoir 
soin  de  corriger  séparément  les  deux  observations  de  la  réfraction 
avant  de  prendre  la  moyenne,  la  correction  n'étant  pas  tout  à  fait 
la  même  pour  les  deux  bords. 

La  déclinaison  ainsi  obtenue  sera  la  déclinaison  du  centre  du 
Soleil  au  moment  du  passage  au  méridien,  vu  de  la  position  de 
l'observateur.  Pour  avoir  la  déclinaison  géocentrique,  il  faut 
appliquer  la  correction  de  parallaxe,  ce  qui  suppose  la  con- 
naissance de  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  w  que  nous 
apprendrons  plus  tard  à  déterminer  et  qui  est  comprise  entre  8'',8 
et  8",9. 

Nous  nous  bornerons  à  cet  égard  à  constater  que  lé  jour  d'un 
solstice  le  mouvement  en  déclinaison  du  Soleil  n'est  guère  que 
de  o'^,  5  par  heure,  de  sorte  que  la  comparaison  des  déclinaisons  de 
cet  astre,  mesurée  le  même  jour  en  deux  observatoires  tels  que 
ceux  de  Paris  et  du  Cap  de  Bonne-Espérance,  situés  l'un  dans 
l'hémisphère  sud,  l'autre  dans  l'hémisphère  nord,  et  à  peu  près 
à  la  même  longitude,  donnerait  une  valeur  déjà  très  approchée  de 
cette  parallaxe,  valeur  qui  suffirait  presque  à  déduire  des  obser- 
vations des  déclinaisons  géocentriques  du  Soleil. 

76.  Premiers  résultats  de  la  comparaison  des  coordonnées 
géocentriques.  —  La  comparaison  des  résultats  obtenus  montre 
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que  Tascension  droite  du  Soleil,  comptée  d'un  cercle  horaire  fixe, 
par  exemple,  du  cercle  horaire  d'une  étoile  déterminée,  augmente 
constamment  d'environ  i°  par  jour  sidéral.  Pendant  que  l'ascen- 
sion droite  croît  de  36o°,  la  déclinaison  oscille  sensiblement  entre 
—  23%  5  et  4- 23%  5. 

On  peut  représenter  graphiquement  les  positions  géocentriques 
sur  une  sphère  dont  un  grand  cercle  arbitraire  représenterait  l'é- 
quateur  céleste,  les  pôles  de  ce  grand  cercle  les  pôles  du  monde,  et 
un  demi  grand  cercle  arbitraire  allant  d'un  pôle  à  l'autre,  le  cercle 
horaire  servant  d'origine  aux  ascensions  droites.  Quand  on 
exécute  cette  représentation  graphique,  on  constate  que  toutes  les 
positions  paraissent  appartenir  à  un  grand  cercle  incliné  de  23**,  5 
sur  l'équateur. 

77.  Détermination  des  équinoxes  et  de  l'obliquité  de  l'édip. 
tique.  —  La  Trigonométrie  sphérique  permet  de  vérifier  plus 
exactement  qu'il  en  est  ainsi  et  de  déterminer  la  position  de  ce 
grand  cercle  qui  a  reçu  le  nom  ^écliptique. 

Soient  sur  la  sphère  {^fig>  19)  E^  l'équateur,  yE^  l'écliptique, 

Fig.  19. 


O  l'origine  des  ascensions  droites,  a  l'ascension  droite  Oy  du 
nœud  ascendant  de  l'écliptique,  point  qui  s'appelle  aussi  ^9 e//noxe 
du  printemps,  ou  point  vernal;  e  l'obliquité  de  l'écliptique, 
e'est-à-dire  l'angle  de  l'écliptique  avec  l'équateur;  S  une  position 
du  Soleil;  SP  le  cercle  de  déclinaison  correspondant;  A  et  D 
l'ascension  droite  OP  et  la  déclinaison  PS.  Le  triangle  sphérique 
rectangle  y  PS  donne  la  relation 

(2)  tangD  =  sin(A  —  a)  lange. 

Si  A'  et  D'  sont  les  coordonnées  du  Soleil  dans  une  autre  posi- 
tion, on  a  aussi 

tangD'=^  sin(A'—  a)  tange. 
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Ces  deux  équations  permettent  de  calculer  a  et  e;  s'il  s'agissait 
de  les  résoudre  pour  des  valeurs  quelconques  des  données,  on 
auraÎL)  en  les  combinant  par  addition  et  soustraction, 


A'— A   sîn(D/H-D) 
cos  —   ^ 


/a: -h  A    \ 

I  { a  )  eus =  =-, =-  j 

\      '1  I  '1  cos  D  cos  D 

/A'-+-A    \  .  A'— A   sin(D'— D) 

2  tangecosj a)  sin =  — ^7^; =;^, 

°  \      2  /  2  cos  D  cos  D 

A' H-  A 
d'où  l'on  déduirait  sans  peine -^ a  et  e  par  des  formules 

calculables  par  logarithmes. 
On  trouve 


,        /A'+A         \       ,        A' 
lang  \  — ; <2  j  =  lang  — 


A  sin(D'-+-D) 


.A'- A 
ô 


5(D^H-D)  a(D'— D) 


2        sin(D'— D) 

Si  l'on  désigne  par  Sa  la  variation  que  subit  a  pour  des  varia- 
tions SA,  SA',  SD,  5D'  de  A,  A',  D,  D',  on  a 

K^-) 

isin(A'-f-A-2a)       |sin{A'-A)  ""  tang(D'-4-D)       tang(D'— D)' 

Si  D  est  petit  et  D'  voisin  de  son  maximum,  ce  qui  arrive  si 
la  première  observation  est  faite  dans  le  voisinage  de  l'équinoxe 
et  la  seconde  du  solstice,  A  est  voisin  de  a  et  A'  de  a  -|-  90°,  et 
l'on  a 

d'où 

20D 


oa  =  ôA  — 


langD' 


Si  une  troisième  observation  est  faite  à  la  même  déclinaison  D, 
près  de  l'équinoxe  suivant,  à  une  ascension  droite  A|  —  a  supplé- 
mentaire de  A  —  a,  et  qu'on  la  combine  avec  la  seconde,  on  aura 


./A,-+-A'         \       .A'- Al  8'D 


VAi-^AV       \^ 

\       2  /       "        2  langD' 

d'où 

8a  =  oAi  -+ 


langD' 
La  moyenne  des  deux  déterminations  comportera  une  incer- 
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litude  donnée  par  la  formule 

Il  y  a  lien  de  remarquer  que  D  ayant  sensiblement  la  même 
valeur  dans  les  deux  observations  extrêmes,  les  parties  de  SD  el 
3'D  qui  proviennent  de  la  réfraction  seront  sensiblement  égales; 
il  en  sera  de  même  de  celles  qui  proviennent  de  la  graduation  du 
cercle  méridien  employé. 

Ayant  a,  on  déterminera  e  par  la  formule  primitive 

tangD' 

On  a 

8g  8D'  8(A^— A) 


isinae       ^sinaD'       lang(A'— A) 

Le  dernier  terme  est  insensible  puisque  A' — A  est  voisin  de 
9P^,  et  comme  on  a  sensiblement  e  =  D',  on  en  conclut 

06  =  8D'. 

Il  est  évident  qu'il  convient  de  faire  concourir  à  la  détermina- 
tion de  a  et  de  e  un  nombre  aussi  grand  que  possible  d'observa- 
tions faites  dans  le  voisinage  des  équinoxes  et  des  solstices. 

Ayant  déterminé  ces  quantités,  on  constatera  que  toutes  les 
observations  satisfont  à  Téquation  (2)  et  que,  par  suite,  le  Soleil 
paraît  bien  décrire  une  orbite  située  dans  un  plan  passant  par 
le  centre  de  la  Terre. 

78.  Variation  de  la  distance  du  Soleil  à  la  Terre.  —  Nous 
avons  vu,  au  Chapitre  III,  qu'avec  une  approximation  toujours 
suffisante,  la  distance  d'un  astre  au  centre  de  la  Terre  est  en 
raison  inverse  de  son  diamètre  apparent.  Si  donc  on  prend  les 
inverses  des  diamètres  apparents  mesurés,  on  aura  des  nombres 
9?  ?'>  •  •  •  proportionnels  aux  distances  du  Soleil  au  centre  de  la 
Terre  aux  époques  des  diverses  observations.  On  reconnaît  que 
ces  distances  croissent  depuis  une  époque  postérieure  au  solstice 
d'hiver  jusqu'au  milieu  de  l'année  et  décroissent  ensuite  jusqu'à 
la  valeur  primitive. 
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79.  Vitesse  angulaire  du  Soleil.  —  Ayant  la  position  du  point 
vernal  et  l'obliquité  de  Tëcliptique,  il  est  aisé  de  déduire  du 
triangle  ySP  (^fig-  19)  la  longitude  yS  du  Soleil  donnée  par  une 
des  formules 

,       tang(A  — a)  ,  ,.  v       rw  .    ,       sinD 

lang/= ^^ -y         cos/ =  cos(A  —  rt)cosD,        sin/=— ; — • 

®  cose  "^  ^  sine 

Si  Ton  fait  les  quotients 

on  reconnaît  qu'ils  ne  sont  pas  tout  à  fait  constants. 

11  s'ensuit  que  /  n'est  pas  une  fonction  du  premier  degré  de  t. 
On  constate  que  Ton  peut,  avec  une  approximation  suffisante,  re- 
présenter /  par  une  fonction  du  second  degré 

l  =  b  H-  et  -^  dt^. 

Ayant  déduit  des  observations  les  valeurs  de  b,  c,  d,  on  a  la 
vitesse  angulaire  du  mouvement  par  la  relation 

(a  =  -j-  =  c  -h  1  dt, 
at 

Si  l'on  calcule  co  par  cette  formule  et  que  l'on  rapproche  les  va- 
leurs de  (o  de  celles  de  9,  on  reconnaît  que  le  produit 

est  constant. 

80.  Loi  des  aires.  —  Si  r  désigne  le  rayon  vecteur  du  Soleil 

et  h  une  constante,  on  a 

q  =  rt. 

Donc  r^iù  est  constant.  Il  s'ensuit  que  l'aire  -r^to  dû  décrite 

dans  un  temps  infiniment  petit  dt  par  le  rayon  vecteur  mené 
de  la  Terre  au  centre  du  Soleil  est  proportionnelle  au  temps; 
il  en  est  évidemment  de  même  de  Vaire  décrite  dans  un  temps 
fini. 

81.  L'orbite  du  Soleil  est  une  ellipse.  —  Si  l'on  représentait 
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sur  un  plan  les  directions  du  Soleil  et  que  l'on  portât  sur  ces  di- 
rections des  longueurs  proportionnelles  aux  distances  de  cet  aslre 
à  la  Terre,  on  pourrait  reconnaître  que  la  trajectoire  du  Soleil 
ressemble  beaucoup  à  une  ellipse  dont  le  Soleil  occupe  un  foyer. 
Il  est  aisé  de  vérifier  par  les  observations  qu'il  en  est  ainsi.  Ed 
prenant  pour  axe  polaire  une  direction  quelconque,  l'équation 
d'une  ellipse  est 

(3) 


I  -4-  e  cos(p  —  Ts) 


où  p  désigne  l'angle  que  fait  le  rayon  vecteur  avec  l'axe  polaire,  w 
l'angle  analogue  correspondant  au  point  de  l'ellipse  le  plus  voisin 
de  l'origine.  Cette  équation  peut  s'écrire 

(4)  r-4-  r  cosp.e  cosTîj-^  rsinp.e  sinTîj  — />  =  o. 

Chaque  observation  donne  une  équation  de  cette  forme  où  l'on 
devra  remplacer  r  par  le  nombre  mesuré  q.  Ces  équations  sont  du 
premier  degré  en  ecosin,  esinro, /?.  On  les  résoudra  par  la  mé- 
thode des  moindres  carrés.  En  comptant  tïj  de  l'équinoxe  moyen 
au  ï*^'  janvier  i85o,  on  a  à  cette  date 

TÏJ  =  •>.8o°2l'4o',0,  e  —  0,01677046. 

Nous  poserons  /;=a(i  —  e).  Ce  qui  précède  laisse  indéter- 
miné le  demi  grand  axe  a  qui  ne  peut  être  fourni  directement  par 
les  observations  du  Soleil  faites  en  un  même  lieu.  Sa  détermina- 
tion dépend  de  celle  de  la  parallaxe  du  Soleil  qui  peut  être  mesurée 
comme  il  a  été  dit  au  n°  75.  Nous  exposerons  plus  lard  des  mé- 
thodes qui  permettent  de  le  faire  avec  plus  de  précision.  Quelle 
que  soit  cette  parallaxe,  nous  prendrons  le  demi  grand  axe  de 
l'orbite  terrestre  comme  unité  de  longueur  pour  mesurer  les 
distances  des  corps  célestes. 

82.  Formules  relatives  au  mouvement  elliptique*  —  Soient 
(^fig.  20)  T  le  centre  de  la  Terre,  PSA  l'ellipse  décrite  par  le 
Soleil,  P  et  A  les  extrémités  de  l'axe  focal,  PS'A  le  cercle  cir- 
conscrit, O  le  centre  commun  du  cercle  et  de  l'ellipse. 
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Si  l'on  pose 

l  —  Ta  =  Vj 

ç  sera  l'angle  PTS  que  fait  le  rayon  vecteur  mené  de  la  Terre  au 
centre  du  Soleil  avec  la  direction  TP  du  point  de  Forbite  où  le 
Soleil  est  le  plus  voisin  de  la  Terre.  Cet  angle  p  a  reçu  le  nom 
d^anomalie  vraie. 

Fîg.  20. 


Soient  S  une  position  quelconque  du  Soleil,  S' lepoint  du  cercle 
circonscrit  qui  a  le  point  S  pour  projection  quand  on  fait  tourner 
le  plan  du  cercle  circonscrit  autour  de  AP  de  telle  manière  que 
Tellipse  soit  la  projection  du  cercle.  L'angle  POS'  s'appelle  ano- 
malie excentrique. 

En  écrivant  que  OM  =  OT  -h  TM  et  que  le  rapport  de  MS  à 
MS'  est  égal  au  rapport  du  petit  axe  de  l'ellipse  au  grand,  on  ob- 
tient les  relations 

(5)  rcosç  —  acosu  —  ae, 

(6)  rs\nv  =  a\/i  —  e^sinu. 

On  en  conclut,  en  élevant  au  carré  et  additionnant, 
r«=  aî(i  —  ccosa)*, 
d'où,  en  raison  de  ce  que  r  est  positif  et  e  moindre  que  un, 

(7)  r  =  a{i  —  ecosu). 

Combinant  les  relations  (5)  et  (7)  par  addition  et  soustraction, 
on  trouve 

2rcos*-  =-2a(i  —  e)cos*-) 
2  ^2 

2rsin*--  =  2a(i-h  c)sin« - 
2  •>. 
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(6) 

d'où 

(7) 

et 
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^  fr        V        , u 

{/  -cos-  =  VI  — ecos-> 
y  a       1      ^  1 

iZ-sin-  =  / 
y    a       1       ^ 


1-4-  esin—j 
1 


tang 


;=./ 


(8) 


in =  -|/-(/i-i-c  — /i  — e)sinM 

"   -^  V    «  \/rr^  ""  y/'îT'e)  ^*"*'' 

.    c  -+-  a        I  ^  /«  /  / / \   . 

•2  2  y    r 

2V   «V/i  — e       /i-he/ 

On  pose  fréquemment 

e  =  sinçp, 

et  c'est  même  ainsi  que  l'on  donne  en  général  l'excentricité  d'une 
orbite  elliptique  :  on  fait  connaître  ^  en  degrés,  minutes  et  se- 
condes. On  a  alors 


(9) 


s/\-\-e  —  /sin90"H-siiiçp  =  i /2  sin(45*H-  21005(45°  —  -) 
=  v/2  cos ('{5**—  I  j, 

V^i  — e  =  v/singo**-— sincp  =i /2Cos{  45°-4-  -Isin  (45*  — -) 
=  /2  cos  f  45'»-h2  j, 


y/\  —  e*  =  cos«p, 
-/i — e=  2/2  1 

1   /i-He-4-v/i — c=  2/200345*  cos  2  =  acos- 


v/i-+-e  —  /i — e=  2/2  81045°  sin  -i-  =  2  sin  5^, 

2  2 
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En  réunissant  tous  ces  résultats  on  forme  le  Tableau  suivant  : 


I.. 
II. 
III. 
IV. 


(10) 


V.... 

VI.. 

VII. 
VIII. 

IX.. 

X... 

XI... 


p  =  a{\  —  e*)  =  a  cos«(p, 

i -h  e  cosc 
/•  =  a{\  —  e  CCS  m), 
cosp-h  e 


ces  a  = 


•e  cosc 


COSi'  = 


ces  M  —  e 
r  —  «cosu 


-        u 

e  ces  -  > 

2 


—     .      U 

e  sin  -  > 
'2 


tang  -  =  tangf  45°-l-  ^  )  lang  -, 


4  /  -  ces  -  =  i/i  — 
Va        2       ^ 

i/-  sin-  =  /i-f- 

r  sin  c  —  a  ces  cp  sin  ^«, 
/  rcost?  =  a(cosM  —  e) 

(  =2acos(^  +  ?  +45ojcos(^  -|  ~  45°), 

.    V  —  u  /a   .    o    .  ,/'•.«>. 

sin =  I  /  -  sin  -  sin  a  =  4  /  -  sin  -i-  sin  p, 

•2  V     r  '2  V    jO  2 

.    V  -^  u       ,  /a        CD   .  ,  //•        ç    . 

sin =  4  /  -  cos  -i  sin  w  =  4  /  —  cos  -*-  sm  p, 

2  y    r        '1  y  P        '^ 


83.  Relation  entre  l'anomalie  excentrique  et  le  temps.  —  Nous 
avons  dit  que  l'aire  décrite  par  le  rayon  vecteur  mené  de  la  Terre 
au  centre  du  Soleil  est  proportionnelle  au  temps  employé  à  la  dé- 
crire. Cette  aire  a  pour  élément  différentiel  -  r^  dv.  Si  donc  on 

désigne  par  A  une  constante  convenablement  choisie,  on  a  la  rela- 
tion 


(II) 


^0  représentant  la  date  à  laquelle  ç  est  nul,  c'est-à-dire  l'instant 
du  passage  du  Soleil  au  point  P  de  son  orbite  le  plus  voisin  de  la 
Terre. 

L'intégrale  qui  figure  au  premier  membre  de  l'équation  (ii) 
s'obtient  sans  peine  en  fonction  de  l'anomalie  excentrique. 
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Si,  en  eSel,  l'on  diiTérentie  Téquation  VII  du  Tableau  (lo),  on  a 


e     du 


r     M.      e  u 

cos'  -  cos*  — 

2  1 


qui,  en  tenant  compte  de  Téquation  (5),  devient 


r  dv  =  a  /i  — e^  du, 
de  sorte  que 

-   1     r*dv= — /i  — e*    I     (i  — ecosa)aa= (w  — csinu), 

attendu  que  </  s'annule  en  même  temps  que  (^. 
L'équation  (ii)  devient  ainsi 

2A 

(i3)  u  — esina  = (<  — Z^)). 

a*/ 1  —  e-^ 

Le  second  membre  a  reçu  le  nom  d'anomalie  moyenne.  Cel 
angle  croît  en  même  temps  que  u  et  (^,  augmente  de  27c  en  même 
temps  que  u  et  i^,  mais  varie  proportionnellement  au  temps.  Celle 
équation  (i3)  est  connue  sous  le  nom  adéquation  de  Kepler. 

La  constante  — ;  s'appelle  moyen  mouvement;  nous  la 

représenterons  par  la  lettre  n.  La  durée  de  la  révolution  T  esl 

égale  à 


ait 
n 


84.  Résolution  de  l'équation  de  Kepler.  —  Quand  on  connaît 
l'anomalie  moyenne  à  une  époque  quelconque,  on  en  conclut  l'a- 
nomalie excentrique  en  résolvant  l'équation 

(14)  u  —  esmu  =  M, 

La  résolution  de  cette  équation  peut  être  faite  par  différentes 
raétbodes.  Nous  exposerons  d'abord,  à  cause  de  son  élégance  et 
de  sa  rapidité,  la  métbode  de  Gauss. 

On  voit  de  suite  que  la  dérivée  de  u  —  esinu  est  toujours  po- 
sitive. Cette  fonction  est  donc  toujours  croissante;  elle  varie  entre 
—  00  et  -h<x>.  L'équation  a  donc  une  racine  unique. 

Soit  Uo  une  valeur  approchée  de  u,  x  la  partie  complémentaire 
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u  —  i/o'  Supposons  Uq  et  x  exprimés  en  secondes  ;  prenons  dans  une 
table  logsini/o  6t  la  variation  \  de  logsini^o  pour  une  variation 
de  i''  de  u^]  concluons  en  loge'' sin i/o  et  cherchons  la  variation  [jl 
de  ce  dernier  logarithme  pour  une  variation  de  une  unité  dans  le 
nombre  e'^sin^o- 

Nous  prendrons  dans  tous  les  cas  X  et  a  positivement  sans  nous 
préoccuper  de  leurs  signes. 

On  a,  en  regardant  la  variation  d'un  nombre  comme  proportion- 
nelle à  celle  de  son  logarithme  et  celle  d'un  arc  comme  propor- 
tionnelle à  celle  du  logarithme  de  son  sinus 

e'  s\n{U(^-V-  x) —  e"  sinap  _  lo^e*sin(woH-a7) — logc'sinMo 

_  logsin(ao-*-a7)  —  logsinuo  _  ^  log:sin(woH-^) — logsinao  _  X  a? 

Seulement,  si  l'on  ne  s'est  préoccupé  que  des  valeurs  absolues 
des  quantités,  on  remarquera  que,  dans  le  premier  et  le  quatrième 
quadrant,  le  premier  membre  augmente  avec  x\  dans  les  deux 
autres,  il  diminue.  Donc 

e'sin(Mo+3?)-- e*  sinMo  =  =t  -x, 

V- 

en  prenant  le  signe  supérieur  dans  le  premier  et  le  quatrième  qua- 
drant, le  signe  inférieur  dans  les  deux  autres.  Or  on  a  ainsi 

u^-h  X  —  e'  s\vl{uq-\-  x)  =  M, 

«0  -f-  ^  —  M  —  c'  sin  Mo  =  ±  —X, 

d'où 

x(izp'-j  =  e'smuo-hM  —  Wo 

/        X\       X 
=  ( M  — 1*0 H-  «'  sin Mo) f  IH —  j  qz  -  ( M  —  1*0 -H  «'  sin Mo) 

et 

(i5)         M  =  Mo-f-ar=  M-\-e'  sin  u^ài     _  y  (^^  ""  Uo-h  e'  s'inuo), 

85.  Application  numérique.  —  Pour  éclaircir  cette  méthode, 
appliquons-la,  avec  Gauss,  à  l'exemple  suivant  : 
Posant 
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supposons 

(p=    i4"i2'  i',87, 

M  =  332«a8'54',77. 
La  valeur  de  cp  donne 

logc'=  4,7o4i5i3. 

Dans  la  formule  (i5)  on  devra  prendre  les  signes  supérieurs. 
Un  calcul  rapide,  sur  lequel  il  est  inutile  d'insister,  de 

M  ■+■  e'sinM 
conduit  à  prendre 

Mo  =  Saô^. 

Nous  donnons  ci-dessous  la  disposition  du  calcul  que  nécessite 
Inapplication  de  la  méthode  de  Gauss  : 

Première  Deuxième  Troisième 

approximation,     approximation,     approximation. 

X o,32  29, a5  » 

fx 1,60  147  »> 

X  32  29,25 

[1— -X  128  ii7>75 

logsinwo 1,74756/1  T,7663o58/i  T,7663366n 

logc'sinwo 4,45171  4,4704571       4879 

J      —28295'  -29543',  17  -29545'',27 

^  ^'""^ |-7°5i'35'  -8«i2'23%i7  --       25',-27 

M-hc'sintto  — Mo —  i'22'4i'  —            8', 40  —         o',oi 

r-(M-h«'sinMo  — Mo).         —      20' 40'       --  Îi'î09  » 

jx      A 

M-Hc'sinMo 324®37'2o'       324'i6'3i',6o  29', 5o 

M, 324M6'4o'       324^6' 29'',5i    324*i6'29',5o 

On  voit  combien  chaque  approximation  est  rapide  et  combien 
les  résultats  convergent  rapidement. 
L'erreur  primitive  sur  Uq  étant 

1^43' 3 1'=  6211% 
Terreur  sur  Ui  est 

11% 
Terreur  sur  1/2  est 

<o',oi, 

et  cependant  la  valeur  de  l'excentricité  e  est  assez  forte. 

86.  Comparaison  de  la  méthode  de  résolution  de  Gauss  à  la 
méthode  ordinaire  de  Newton.  —  La  méthode  de  Gauss,  que  nous 
venons  d'exposer,  ne  diffère  pas  essentiellement  de  celle  de  Newton, 
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puisque  l'une  et  l'autre  reviennent  à  négliger,  dans  un  développe- 
ment en  série,  les  termes  du  second  ordre.  Mais  les  calculs  numé- 
riques qu'entraîne  la  méthode  de  Newton  sont  environ  deux  fois 
plus  longs.  On  en  jugera  aisément  par  le  Tableau  ci-dessous  des 
calculs  qu'elle  nécessite  : 
Posant 

la  méthode  de  Newton  revient  à  prendre 

Wp—  e'sinao—  M 
I  —  e  CCS  Uq 
On  a 

loge  =  7,3897262. 

uo 326'»  324^16'  14*  324»  i6'29'',5i 

logsinuo 1,74756/1  T, 7663820/1  T, 7663366/1 

loge'  sinuo 4,45i7i  ^  4,47o5333/i  4,4704879/1 

^   .  \      —28295'  —29548', 35  —29545', 27 

^  ^'^^ )-7°5i'35'  -8<'i2'28',35  -8«i2'25',27 

Mo— M -6°28'55'  —  8''i2'4o',77  -8»i2'25',26 

logcosMo T, 91857  7,9094402  » 

logecoswo 7,3o83o  7,2991664  » 

ecosMo o,2o338  0,19914  » 

1  —  e  cos  Wo o ,  79662  o ,  80086  M 

I*'22'4o'  —12', 42  o",©! 


Uo^M-e''s\nuo j        ^^. 

Iog(Mo— M  —  e'sinMo)-.             3,69648  1,09412/1               » 

log(i  — e  cosMo) 7,90125  7,9o356                  » 

Iog(— ar) 3,79423  1,19066/1                » 

l       —6226'  i5',5i                 —  o^oi 

^ I  -i°43'46'  »                          » 

uo-^  X 32^  16'  14'  324°  i6'29'',5i  324°  i6'29',5o 

87.  Résolution  de  réquation  de  Kepler  par  la  formule  de  La- 
gprange.  —  La  formule  de  Lagrange  a  pour  but  le  développement 
d'une  racine  z  de  l'équation 
(16)  5  — a9(a7-f--s)  =  o, 

ou  plus  généralement  d'une  fonction  de  cette  racine,  suivant  les 
puissances  de  a.  Les  conditions  d'application  de  cette  formule, 
telles  qu'elles  ont  été  énoncées  par  M.  Rouché,  sont  les  suivantes  : 
Si  la  constante  a  est  telle  que  le  module  maximum  de 

acp(ar4-3) 
(«7)  ^ 

B.  -  II.  7 
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soit  moindre  que  l'unité  pour  un  module  p  de  z  inférieur  à  celui 
pour  lequel  la' fonction  (f{x-{-z)  cesse  d'être  bien  déterminée, 
finie  et  continue,  l'équation  (i6)  aura  une  racine  dont  le  module 
sera  moindre  que  p,  et  n'en  aura  qu'une. 

Désignant  par  Zt  cette  racine,  par  F(x  +  z)  une  fonction  bien 
déterminée,  finie  et  continue  pour  les  valeurs  de  z  dont  le  module 
ne  dépasse  pas  p,  la  fonction  F{x  +  ^i  )  est  développable  en  série 
convergente  par  la  formule 

F(a7  4-^,)  =  F(ar)-+- -F'(.r)cp(a?) 

Cela  étant,  l'équation  de  Kepler,  si  l'on  y  représente  l'excentri- 
cité par  a,  l'anomalie  moyenne  par  x  et  que  l'on  pose  u  —  x=  z, 

devient 

z  =  OLsin(x  -h  z). 

La  fonction  s\n{x -\-  z)  est  bien  déterminée,  finie  et  continue 
pour   toule   valeur   de  z.  Pour  un  module  p  de  Zy  le   module 

maximum  de 

asin(jr  -+-  z) 


a  lieu  en  même  temps  que  celui  de  sin(a;  -h  z);  on  montrera  au 
paragraphe  suivant  qu'il  est  égal  à 

ap 

où  e  désigne  la  base  des  logarithmes  népériens. 
Si  donc 


a< 


eP-+-  e-9 


l'équation  (i6)  admet  dans  le  cercle  de  rayon  p  une  racine  unique, 
développable  en  série  par  la  formule  (i8)  où  l'on  aura  remplacé 
F(x  -{-z)  par  x  -{-  z,  ce  qui  donne 

a    . 
u  =  X  -^Zi  =  X  -h  -  sina? 

1.2  dx^  ^       1.2.3  dx^^  ^ 
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Ce  développement  s'applique  donc  à  toute  valeur  de  a  qui  ne 
dépasse  pas  le  minimum  de 

e9-h  e-p 
minimum  qui  a  lieu  pour 

«P-f-e-p       e9—e-9  1 


2p  2  /p«--i 

équation  qui  peut  s'écrire  encore 

(20)  ap  — log^__=o. 

On  reconnaît  aisément  que  l'équation  (20)  n'a  qu'une  racine 
positive    comprise   entre   un   et  deux  et  on  la  trouve  égale  à 

1,19967864,  d'où  y/p* — 1  =  0,6627434,  ce  qui  est  la  plus  grande 
valeur  de  l'excentricité  pour  laquelle  l'anomalie  excentrique 
puisse  être  développée  en  série  par  la  formule  (19). 

88.  Module  maximum  de  sin(a;  +  z),  où  x  désigne  un  nombre 
réel.  —  Posons 

z  =  p  e^'. 
Nous  aurons 

sin(a?-h  z)  =  sin(a?-h  pc^O- 

Le  nombre  conjugué  est 

sin(ar-t- pc-^O-  « 

Le  carré  du  module  est  le  produit  des  nombres  conjugués.  Il 

est  donc  égal  à 

sin  (a? -f- p  e^')  sin  (ar -H  p  e-^') , 
ou  à 


ou  encore  à 


i  [e«p»»°6-H  e-»?"»^»^—  2  cos2(a7  -H  p  cosô), 

•4 


-  [«•P''"^-^  e-«P»*"^ — 2cos(2pcos6)]-H  sin:rsin(a;  -h  2p  ces 6). 

Le  second  terme  a  pour  maximum  l'unité  et  prend  cette  valeur 
pour  a:  =  -  et  y  =  -• 

Le  premier  est  maximum  pour  0  =  -  •  En  effet,  pour  avoir  toutes 

les  valeurs  de  cette  fonction,  il  suffît  de  faire  varier  8  de  o  à  -•  Sa 

'  2 
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dérivée  par  rapport  à  0 

(eïp«i»ô_  e-*P''"®)2p  cos6  —  4  8in(2p  cos6)p  sinô 

peut  s'écrire 

^2psin6       8p»sin»6       32p»sin»6 


ou 


^/2psine       Sp'sin'e       Sap^sin^B        \        ,      .   ^   •    /  nv 

4pcose  (  -^ h  -^ 5 i o   r  c  '")  —  4psinesin(2pcose) 

'  \         I  1.2.0  1.2.i.4*^  / 

,  .   .      ^r        4p*siii*6        i6p*sin*6  sin(2pcos6)l 

4 P*  810  20      1+  -^ r 1 o    ,    n A  ' 

^^  L  1.2.3  1.2.3.4.5  2pcosO      J 

forme  qui  montre  que  cette  dérivée  est  toujours  positive. 

La  fonction  sin(a:  +  ^)  a  donc  pour  module  maximum  la  racine 
carrée  de 

-(e«PH-c-*P-- 2)4-1 
4 
ou 

i(cP4-C-P). 
2 

89.  Développements  en  série  du  sinus  et  du  cosinus  de  l'ano- 
malie excentrique  et  de  ses  multiples.  —  Le  sinus  et  le  cosinus 
de  u  en  sont  des  fonctions  bien  déterminées,  finies  et  continues. 
On  peut  donc  leur  appliquer  la  formule  (18)  et  Ton  obtient  les 
formules  suivantes  dont  la  troisième  résulte  immédiatement  de  la 

seconde 

« 
I     .  .  a 

sinu  =  sinâ7-i — cosârsioâ; 

I 

OL^    d  a'       d^ 

H r-  (cosaf  sin*ar)H ;r  ~,-r(co%xsm^x)^. . ., 

1,2  dx  '       1 .2.3  dx^^  ' 

a    .   .  a*     c?     .    .  a»       rf*     .    , 

cosw  =  cosx sin*:r r-sin*a: -7-—  sin^x  — 

I  \  ,1  dx  1.2.3  dx^ 

—  =  I  —  acosj7H sin«a:-f- -, — -H x  — -j-^ r-  — 

a  I  \  .2      dx  1.2.3       dx^ 

On  obtiendrait  d^une  façon  toute  semblable  les  développements 
de  smmu  et  co^mu  en  séries  procédant  suivant  les  puissances  de 
l'excentricité.  Les  coefficients  dépendent  des  dérivées  d'expres- 
sions de  la  forme  sin  mx  sin/'a?  ou  cosm^  sin/'jc.  Le  calcul  de  ces 
dérivées  se  fait  de  la  façon  la  plus  simple  en  développant  ces  pro 
duitsen  fonctions  linéaires  de  sinus  ou  cosinus  de  multiples  de  x. 

90.  Développement  de  l'anomalie  vraie.  —  L'application  de  la 
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toi 


formule  de  Lagrange  ne  donne  pas  immédiatement  le  dévelop- 
pement de  Tanomalie  vraie  en  séries  [ordonnées  suivant  les  puis- 
sances de  rexcentricité.  Laplace  a  démontré  dans  le  Supplément 
au  Tome  V  de  la  Mécanique  céleste  qu'un  tel  développement  est 
convergent  pour  les  mêmes  valeurs  de  Texcentricité  que  celui  de 
Fanomalie  excentrique. 

Pour  effectuer  aisément  ce  développement,  on  peut  développer 
d'abord  v  —  u  suivant  les  sinus  des  multiples  de  «.  On  a,  à  cet 
effet, 

(v/i-t-e  —  /i  — c)  tang  -  .    . 

V  —  u  '         °  '2  A  sin  M 

tang— — 


en  posant 


/ / u 

VI  —  e  H-  / 1  -t-  €  tang*  - 

/iH-  e  —  )/\  —  e  e 


1  —  X  ces  a 


/ 


i-¥  e  -\- 


v/r^ 


'^i  —  e^ 


On  en  déduit,  par  les  formules  données  au  Chapilre  IX  de  la  pre- 
mière Partie  de  cet  Ouvrage, 

{iil)  <>  —  M  =  2Asmw-H2  —  sinaa-f-a-^-sinSaH- 

Il  ne  reste  plus  qu'à  remplacer  u^  sinz/,  sin2i^,  ...  par  leurs 
développements  en  séries  de  sinus  de  multiples  de  M. 

En  allant  jusqu'aux  termes  du  septième  ordre  par  rapport  à  une 
excentricité,  on  trouve  les  expressions  suivantes  du  rayon  vecteur 
et  de  l'anomalie  vraie,  où  l'on  a  posé 


(î3) 


=  e, 


a 


cosM 


(,e'-3e'3+^e'^-7_e'7) 

—  l'àe'^—  •^c'*-H4e'«jcosaM 

_  U  e'3  -  j  e'»  -h  ^^  e't\  ces  3  M 

/i6   ,.       128   ,\        .„ 

—  (  -5-e* r-e«  lcos4M 

V  12  72        / 

168   ,.        ---       16807   ,_         .- 


cos5M 


36o 


lOa  DEUXIEME    PARTIE.  —  CHAPITRE    YI. 

el 

i.  =  M  -4-  ^4^'-  2c'»-f-  I  e'6-f-  ^  e'A  sinM 

+  /s  c'«  -  y  e'*  -f-  i|  c'«^  sin  2  M 

1223    ,,   .   ^--       47^^73   „   .     „ 

H ^  c  «  sm6M  -+-  -^~  e'7  sin7M. 

l5  252  ,  '^ 

Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  de  la  forme  générale  de  chacun 
de  ces  développements.  En  effet,  ç  est  une  fonction  impaire  de  u 
et,  par  suite,  de  M,  et  r  une  fonction  paire;  pour  ces  motifs,  le 
développement  de  r  ne  renferme  que  des  cosinus  et  celui  de  v  que 
des  sinus. 

Si  l'on  change  e  en  —  e  el  que  Ton  augmente  M  de  it,  m  augmente 
de  Tt  et  r  ne  change  pas.  Pour  ce  motif,  les  coefficients  de  cosinus 
ou  sinus  de  multiples  impairs  de  M  sont  des  fonctions  impaires 
de  e  et  les  coefficients  de  cosinus  ou  sinus  de  multiples  pairs  de  M 
sont  des  fonctions  paires.  On  voit  de  suite,  en  se  reportant  à  la 
formule  (19),  à  celles  du  §  88  et  à  la  formule  (22),  pourquoi  les 
coefficients  de  coseM  et  de  sin/M  sont  d'ordre  /  par  rapport  à  e. 

91.  Autre  développement  de  Tanomalie  excentrique. —  Si,  dans 

l'équation  de  Kepler 

M  —  csina  =  M, 
nous  posons 

u  —  M  =  a?, 

esinM      _^ 
1  —  ecosM  "~   ' 

cotM  =  fi, 
elle  devient 

a:  =  e  H-  e[cosa?  —  i-h  [Ji(sina7  —  x)]. 

Pour  appliquer  à  cette  équation  la  formule  de  Lagrange,  rem- 
plaçons le  premier  terme  du  second  membre  par  une  autre  lettre  a 
de  sorte  que,  posant 

f(x)=i—[i  —  cosx-^il{x  —  sina?)], 
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TéqualioD  deviendra 
Nous  aurons 

.  =  a^e/(a)-.i^^^^l/(a).]^-^^[/(a).]^.... 

Si  nous  remetlons  £  à  la  place  de  a,  nous  aurons 

(.5)      .  =  .H-s/(e)-H^^[/(e).]H-^|;r/(s).]-^.... 

On  observera  que  /(e)  est  du  second  ordre  par  rapport  à  e, 
que  dans  cette  expression  le  terme  [/.(e  —  sine)  paraît  pouvoir 
grandir  si  [x  est  grand,  ou  si  M  est  voisin  de  o  ou  de  7t;  mais  il 
n'en  est  rien,  car  on  a 

e  cosM 

•te  = _, 

'  1  —  e  cosM 

de  sorte  que  [jls  est,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  du  même  ordre  que  <?, 
et,  par  suite, /(s)  est  du  second  ordre. 

D'après  cela,  Tordre  de  chaque  terme  de  la  série  (25),  surpasse 
de  deux  unités  l'ordre  du  terme  précédent. 

Si  Ton  ordonne  les  termes  suivant  les  puissances  de  [jl,  on  voit 
sans  peine  que  les  termes  en  [jl*  sont  au  moins  de  l'ordre  3Ar  -f-  i , 
de  sorte  que  l'on  a 

a?  =  Ai4-  A^fi-h  A7fA«-+- Aiofx»-!-. .., 

A< ,  A4,  . . .  étant  successivement  du  premier  ordre,  du  quatrième, 
du  septième,  etc. 

Dans  le  cas  du  Soleil,  on  a 

e  =  0,01677046, 

loge  =  2,2245, 
d'où 

loge*  =  8,8980, 
d'où 

log(e*)'=2,20, 

de  sorte  que  les  termes  en  e*  sont  négligeables,  et  Ton  a,  avec  une 
approximation  suffisante 

6*  e  sinM  i  /     esinM 

X  =  z = 


2        I-— ccosM 


1  /     esinM     \* 

2  \i  —  ecosM/ 
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II  est  juste  de  remarquer  que  l'application  de  la  méthode  de 
Gauss  pour  la  résolution  de  l'équation  de  Kepler  n'est  pas  beau- 
coup plus  longue  que  l'application  de  cette  formule. 

Pour  les  calculs  à  cinq  décimales,  l'Observatoire  de  Berlin  vienl 
de  publier  des  tables  à  double  entrée,  donnant  les  valeurs  de  l'a- 
nomalie vraie  connaissant  celle  de  l'anomalie  moyenne  M  et  de 
l'angle  d'excentricité  o  =  arc  sin^.  Les  valeurs  de  M  vont  de  degré 
en  degré  ;  celles  de  o  de  20'  en  20'.  La  table  est  accompagnée  de 
tables  auxiliaires  permettant  l'interpolation. 

92.  Équation  du  centre.  —  On  appelle  équation  du  centre  le 
résultat  obtenu  en  retranchant  l'anomalie  moyenne  de  l'anomalie 
vraie.  Il  importe  d'en  étudier  la  variation. 

On  a  ' 

dt       ""7/7      ^'  ' 

On  a  aussi 


d'où 


dv  /■ 


('  — M)  /aVi  — e«        \ 

-d-  =n— ,..—-•;• 


L'équation  du  centre  est  nulle  au  périhélie.  Immédiatement 

après  sa  dérivée  est  positive,  le  rayon  vecteur  étant  égal  en  ce 

point  à  a(i  —  e).  Le  rayon  vecteur  r  augmente  jusqu'à  l'aphélie, 

où  il  est  égal  à  a{\  -\-  e)]  en  ce  point  la  dérivée  de  l'équation  du 

centre  est  négative.  Donc  l'équation  du  centre  nulle  au  périhélie 

croît,  est  maximum  pour 

.1. 

r  =  a(i  —  e*)*, 

et  décroît  ensuite  jusqu'à  l'aphélie  où  elle  est  nulle  de  nouveau. 

De  l'aphélie  au  périhélie  elle  repasse  en  sens  inverse  par  les 
mêmes  valeurs. 

On  constate  aisément  qu'au  point  où  l'équation  du  centre  est 
maximum  on  a 


COSP  = 


(,_eï)4_, 
, 

e 

COS  U  =   ^ —  9 
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de  sorte  qu'en  ce  point  l'angle  u  est  aîgu,  l'angle  v  obtus.  Ce  point 
est  donc  situé  entre  les  perpendiculaires  à  l'axe  focal  de  l'ellipse 
menées  par  le  centre  et  par  le  foyer. 

On  trouve  aisément  les  premiers  termes  des  développements  en 
série  des  valeurs  de  r,  «,  sinw,  u  —  e  sinw  qui  correspondent  au 
maximum  de  l'équation  du  centre.  On  trouve  ainsi  pour  le  déve- 
loppement de  ce  maximum  en  série 

E  =  2e-h  7^e«"h 

48 

93.  Soleil  fictif.  —  La  variation  de  longitude  du  Soleil  n'est 
pas  proportionnelle  au  temps.  Si  l'on  imagine  un  Soleil  fictif 
décrivant  l'écliptiqûe  d'un  mouvement  uniforme,  passant  en  même 
temps  que  le  Soleil  vrai  au  périhélie  et  à  l'aphélie,  la  longitude 
de  ce  Soleil  fictif  sera  égale  à  celle  du  Soleil  vrai  diminuée  de 
l'équation  du  centre.  Elle  sera  égale  à  la  longitude  du  périhélie 
augmentée  de  l'anomalie  moyenne  du  Soleil  vrai.  Nous  substi- 
tuerons dans  les  paragraphes  suivants  ce  Soleil  fictif  au  Soleil  vrai. 

94.  Définition  du  jour  sidéral.  —  On  appelle  yoMr  5«rfera/,  en 
un  lieu  donné,  l'intervalle  de  temps  qui  s'écoule  entre  deux 
passages  supérieurs  consécutifs  de  l'équinoxe  vrai  du  printemps 
au  méridien  de  ce  lieu. 

Le  jour  sidéral  ainsi  défini  n'est  pas  rigoureusement  constant. 
En  effet,  l'équinoxe  vrai  n'est  pas  fixe  et  n'a  pas  sur  l'équateur  un 
mouvement  uniforme. 

Pour  se  rendre  un  compte  exact  des  inégalités  qui  peuvent  se 
produire,  il  suffit  de  remarquer  qu'une  variation  de  une  seconde 
dans  la  durée  du  jour  sidéral  résulterait  d'une  inégalité  de  i5" 
d'arc  dans  le  mouvement  du  point  vernal. 

La  nutation  déplace  ce  point  de  18"  en  neuf  ans  et  le  ramène  à 
sa  position  moyenne  neuf  ans  après.  La  somme  des  difl'érences 
entre  le  jour  équinoxial  vrai  et  le  jour  équinoxial  moyen  n'est 
donc  que  d'environ  une  seconde  de  temps  en  neuf  ans,  et  cette 
somme  se  retrouve  nulle  neuf  ans  après.  Pour  ce  motif,  on  définit 
le  jour  sidéral  au  moyen  de  l'équinoxe  vrai,  aucune  pendule  ne 
permettant  d'apprécier  directement  l'erreur  commise. 

La   précession  annuelle  n'est  pas  constante.   Elle  augmente 
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chaque  année  de  0^,0002.  Il  est  clair  que  cette  variation  a  encore 
inoins  d'influence  sur  la  durée  du  jour  sidéral. 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  que  le  jour  sidéral  n'est  pas  rigoureuse- 
ment égal  à  l'intervalle  de  temps  qui  s'écoule  entre  deux  passages 
supérieurs  consécutifs  d'une  étoile  équatoriale  au  méridien,  à 
cause  de  la  précession  des  équinoxes.  Le  mouvement  de  Téqui- 
noxe  en  un  jour  étant  o",  126,  le  jour  équinoxial  est  plus  court 
que  le  jour  stellaire  d'environ  ^70  ^^  seconde  de  temps. 

Il  faut  remarquer  aussi  que  l'intervalle  de  temps  qui  s'écoule 
entre  deux  retours  consécutifs  d'une  étoile  au  méridien  dépend 
de  la  déclinaison  de  cette  étoile,  puisque  la  précession  annuelle 
en  ascension  droite  pour  une  étoile  d'ascension  droite  a  et  de  dé- 
clinaison S  est 

m  -h  n  sina  tangS, 

où  n  est  environ  20".  Il  s'ensuit  que  l'écart  entre  les  durées  des  jours 
stellaires  déflnis  par  les  passages  des  étoiles  au  méridien  augmente 
avec  le  produit  sinatangS.  Comme  la  précision  des  observations 
de  passage  est  en  raison  inverse  de  cos8,  il  s'ensuit  que  l'écarl 
dont  il  s'agit  ne  peut  être  mis  en  évidence  par  les  observations. 

Il  faut  remarquer  enfin,  pour  tout  dire,  que  la  position  de  la 
sphère  étoilée  par  rapport  au  méridien  changeant  constamment,  le 
jour  stellaire  dont  nous  venons  de  parler  ne  donne  pas  en  toute 
rigueur  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  la  Terre. 

95.  Année  tropique.  Année  fictive.  —  On  appelle  année  tro- 
pique l'intervalle  de  temps  qui  s'écoule  entre  deux  retours  con- 
sécutifs du  Soleil  fictif  à  l'équinoxe  vrai  du  printemps. 

Cette  durée  varie  avec  le  temps  en  raison  de  la  nutation.  Le 
Soleil,  décrivant  environ  un  degré  par  jour  sur  son  orbite,  mel 
environ  sept  minutes  de  temps  à  parcourir  les  18"  dont  la  nutation 
modifie  l'équinoxe  en  neuf  ans.  Pour  avoir  des  années  tropiques 
égales,  on  prend  l'année  tropique  moyenne  qui  pourrait  être  dé- 
finie par  le  retour  du  Soleil  fictif  à  l'équinoxe  moyen.  L'observa- 
tion a  donné  pour  la  valeur  de  cette  année  tropique  moyenne 

366^,2422166. 

La  durée  de  l'année  tropique  moyenne  n'est  pas  constante  à 
cause  du  terme  en  t^  de  la  précession  générale.  Cette  précession 


MOUVEMENT    DU    SOLEIL.  —  UNITÉS    DE    TEMPS.  IO7 

augmentanl  chaque  année  de  o", 00028,  Tannée  tropique  diminue 
de  o',oo5.  En  2000  ans  elle  a  diminué  de  10'. 

Il  y  a  une  certaine  confusion  sur  le  commencement  de  Tannée 
tropique  qui  commence  au  midi  du  premier  janvier  d'une  certaine 
année  de  tel  ou  tel  observatoire.  Les  astronomes  ont  aujourd'hui 
universellement  adopté  la  proposition  faite  par  Bessel  de  fixer  une 
origine  indépendante  de  toute  position  géographique.  Bessel  a 
nommé  année  fictive  une  année  qui  commence  au  moment  où  la 
longitude  du  Soleil,  comptée  de  Féquinoxe  moyen  et  diminuée 
de  20*^, 45,  partie  constante  de  l'aberration,  est  égale  à  280**.  La 
diminution  de  20^,  45  revient  à  prendre  la  longitude  moyenne  de 
la  direction  apparente  dans  laquelle  se  trouve  le  Soleil,  et  non  pas 
de  sa  direction  vraie. 

96.  Année  sidérale.  —  Vannée  sidérale  est  l'intervalle  de  temps 
au  bout  duquel  le  Soleil  revient  au  même  point  de  l'écliptique.  Elle 
est  égale  à  l'année  tropique  augmentée  du  temps  que  met  le  Soleil 
à  parcourir  l'arc  de  la  précession  générale  annuelle  dans  Téclip- 
tlque.  La  durée  de  l'année  sidérale  est  ainsi 

366,2J22I7  =  ^^96000  ^  365,256374. 

1296000  — 5o,  236  ' 

L'année  sidérale  est  constante;  du  moins,  ou  démontre  en  Mé- 
canique céleste  qu'elle  n'a  que  des  variations  périodiques. 

97.  Jour  solaire  vrai.  Jour  solaire  moyen*  —  L'intervalle  de 
temps  qui  s'écoule  entre  deux  passages  supérieurs  consécutifs  du 
Soleil  au  méridien  d'un  lieu  s'appelle yowr  solaire  vrai.  En  raison 
du  mouvement  direct  du  Soleil,  un  jour  solaire  est  toujours  plus 
long  que  le  jour  sidéral. 

Le  mouvement  du  Soleil  dans  le  plan  de  l'écliptique  n'est  pas 
uniforme,  à  cause  de  l'équation  du  centre.  Même  si  l'on  remplaçait 
le  Soleil  vrai  par  le  Soleil  fictif,  on  n'aurait  pas  encore  un  jour 
solaire  constant,  à  cause  de  l'inclinaison  de  l'écliptique  sur  l'é- 
quateur.  On  a  imaginé  un  second  Soleil  fictif,  qui  a  reçu  le  nom 
de  Soleil  moyen,  qui  se  meut  dans  l'équateur  de  telle  façon  que 
son  ascension  droite  comptée  de  l'équinoxe  moyen  mobile  soit 
toujours  égale  à  la  longitude  du  premier  Soleil  fictif  comptée 
aussi  de  l'équinoxe  moyen  mobile.  Le  jour  défini  par  ce  Soleil 
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moyen  est  évidemment  constant,  sî  du  moins  on  néglige,  comme 
cela  est  permis,  l'inégalité  provenant  du  terme  en  t^  de  la  pré- 
cession. 

98.  Rapport  du  jour  solaire  moyen  au  jour  sidéral.  —  Quand 
une  année  tropique  s'est  achevée,  l'équinoxe  moyen  a  tourné  en 
vertu  du  mouvement  diurne  de 

366,!z422i7.27:. 

Le  Soleil  moyen  a  fait  une  révolution  de  moins.  Il  a  donc  tourné 

de 

365,242217.211. 

Comme  la  période  pendant  laquelle  le  Soleil  moyen  tourne  de  2r. 
en  vertu  du  mouvement  diurne  est  le  jour  solaire  moyen,  il  s'ensuit 
que  l'année  tropique  est  365,2^2  2 1 7  jours  solaires  moyens.  Si  donc 
on  désigne  par  J„i  la  durée  du  jour  solaire  moyen,  par  J,  celle  du 
jour  sidéral,  on  a 

J,;,     _     366,242217 
J,       ~"     366,242217 

Le  jour  sidéral  se  divise  en  vingt-quatre  heures  i44o  minutes 
86400  secondes  sidérales;  le  jour  solaire  moyen  en  vingt-quatre 
heures  i44û  minutes  86400  secondes  de  temps  moyen. 

D'après  ce  qui  précède 

y^  =  y«/  — 236"»,  453, 
ym  =  y5H-236-,555. 

Les  éphémérides  astronomiques,  en  particulier  la  Connaissance 
des  Temps,  publient  des  Tables  commodes  pour  exprimer  en  temps 
sidéral  un  intervalle  de  temps  exprimé  en  temps  moyen  et  inverse- 
ment. 

99.  Définition  du  temps  sidéral,  du  temps  vrai,  du  temps  moyen. 
—  On  appelle,  en  général,  temps  l'angle  horaire  d'un  certain 
point.  Ainsi  le  temps  sidéral  est  l'angle  horaire  de  l'équinoxe 
vrai  du  printemps  ;  le  temps  solaire  vrai  est  l'angle  horaire  du 
Soleil  vrai;  le  temps  solaire  moyen  est  l'angle  horaire  du 
Soleil  moyen.  Ces  temps  s'expriment  en  heures,  minutes  et  se- 
condes. Le  temps  moyen  et  le  temps  sidéral  sont  proportionnels 
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aux  durées  écoulées  depuis  le  passage  du  Soleil  moyen  ou  du  point 
vernal  au  méridien.  Le  temps  vrai  n'est  pas  proportionnel  à  la 
durée  écoulée  depuis  le  passage  du  Soleil  vrai  au  méridien. 

100.  Temps  sidéral  à  midi  moyen.  —  Les  astronomes  emploient 
constamment  le  temps  sidéral  à  midi  moyen,  notamment  pour  ex- 
primer en  temps  moyen  une  date  donnée  en  temps  sidéral  ou  in- 
versement. 

Soit  e  la  longitude  du  Soleil  fictif  à  l'origine  du  temps.  Cette  lon- 
gitude au  temps  t,  comptée  du  même  équinoxe,  est  nt-{-t\  comptée 
de  l'équinoxe  moyen  du  temps  f,  elle  est 


/  =  n«  +  gH_5o^236^^f^+o%oooii3(^jr^y, 


t 
' 365,25 


t  désignant  le  nombre  des  jours  moyens  écoulés  depuis  Torigine 
du  temps.  Si  l'on  prend  pour  origine  du  temps  le  i"  janvier  i85o, 
à  midi  moyen  de  Paris,  on  a 

/  =  280*»  46' 36',  I  H-  3548',33o23«  H-  T,  i3K«, 

en  désignant  par  K  le  nombre  de  siècles  juliens  écoulés  depuis 
l'origine  du  temps.  Cette  longitude  est  l'ascension  droite  du  Soleil 
moyen  comptée  de  l'équinoxe  mo^en.  Cette  ascension  droite 
comptée  de  l'équinoxe  vrai  est 

A;n=  28o**46'36%i -f- 3548',33o23^ -M',i3K«H- V  coso). 

Si  l'on  y  donne  à  t  une  valeur  entière,  ce  sera  le  temps  sidéral  à 
midi  moyen  de  Paris  à  la  date  t. 

Si,  par  exemple,  on  veut  le  temps  sidéral  à  midi  moyen  de  Paris, 
le  4  n^siî  i85o,  on  fera  t  =  128.  On  a  alors 

V=— i2',66,        Vcosw  =  — ir\6i, 
d'où 

A;„=42'o'29',io  =  2»'48"i%94. 

C'est  le  temps  sidéral  demandé. 

Si  l'on  veut  le  temps  sidéral  à  midi  moyen  d'un  autre  lieu,  dont 
la  longitude  géographique  occidentale  en  temps  (fraction  de  jour) 
soitX,  en  la  prenant  négative  si  elle  est  orientale,  on  remarquera 
que  cela  revient  à  trouver  l'ascension  droite  du  Soleil  moyen  à  une 
époque  postérieure  au  midi  moyen  de  Paris  d'un  temps  marqué 


no  DEUXIÈME    PARTIE.   ^   CHAPITRE    VI. 

par  la  dlfTérence  de  longitude.  La  modification  qui  ea  résulte 
pour  le  terme  en  t^  et  le  terme  en  W  est  négligeable.  Le  terme  en  t 
est  augmenté  de  3548",  33  X,  nombre  constant  pour  un  même  lieu. 
Ainsi,  pour  Greenwicb,  X  =  9"  20% 63  =  0^,006489.  L'accroisse- 
ment est  donc  23", 02  =  i",53.  Le  temps  sidéral  à  midi  moyen  de 
Greenwich  est  donc  2*^48™ 3%47« 

101.  Conversion  du  temps  sidéral  en  temps  moyen  et  inverse* 
ment.  —  Une  fois  que  Ton  connaît  le  temps  sidéral  à  midi  mojen 
chaque  jour,  on  peut  convertir  toute  heure  sidérale  en  temps  moyen 
et  inversement.  Il  suffit  de  convertir  par  les  Tables  dont  on  a  parlé 
antérieurement  le  temps  écoulé  depuis  midi  moyen. 

Ainsi  soit  à  la  même  date  une  observation  faite  à  Greenwich  à 
3** 49"  12% 06  en  temps  sidéral.  11  s'est  écoulé  depuis  midi  moyen 
3*»49°i2*,o6  — 2^48"3%47=:i^i°8%59  de  temps  sidéral,  ce  qui 
équivaut  à  i**i™8%59  —  io%o2  =  i'*o°'58%57  de  temps  moyen. 
C'est  l'heure  de  l'observation  en  temps  moyen  de  Greenwich.  En 
temps  moyen  de  Paris,  c'est  i**o™58*,574-9"20%63  =  i'*io°i9%20. 

102.  Comparaison  des  pendules  sidérales  aux  pendules  de  temps 
moyen.  —  Dans  tous  les  observatoires  on  a  une  pendule  de  temps 
sidéral  qui  sert  aux  observations  et  une  pendule  de  temps  moyen 
qui  sert  à  donner  l'heure  aux  horlogers.  On  détermine  l'état  de  la 
première  pendule  par  les  observations  des  étoiles  dîtes  fondamen- 
tales dont  l'ascension  droite  est  bien  connue,  on  détermine  l'étal 
de  la  pendule  de  temps  moyen  en  la  comparant  à  la  première.  La 
comparaison  se  fait  le  plus  commodément  en  attendant  l'instant 
où  les  deux  pendules  battent  ensemble  des  secondes  rondes,  ce  qui 
arrive  à  peu  près  toutes  les  six  minutes,  puisque  la  pendule  sidérale 
bat  236  secondes  de  plus  en  86400  secondes  que  la  pendule  de 
temps  moyen.  Convertissant  ensuite  en  temps  moyen  le  temps  si- 
déral écoulé  depuis  midi  moyen,  on  aura  l'état  de  la  pendule  de 
temps  moyen. 

103.  Équation  du  temps.  —  On  nomme  équation  du  temps 
l'heure  de  temps  moyen  à  midi  vrai. 

On  a  vu  comment  on  calcule  l'heure  sidérale  s  à  midi  moyen. 
Soit  Av  l'ascension  droite  du  Soleil  vrai  à  midi  vrai.  Av —  s  est  en 
temps  sidéral  l'intervalle  dont  le  midi  vrai  suit  le  midi  moyen. 
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En  appelant  T  la  durée  de  l'année   tropique   en  jours   moyens 

(T  =  365,242  217), 

.     (Av-OT 

est  l'équation  du  temps. 

s  est  connu.  Soit  A  l'ascension  droite  du  Soleil  à  midi  moyen, 
AA,  A^ A  ses  différences  en  un  jour;  en  posant 

0=      ' 


86400 
nous  aurons 

1.2 

Comme  6  est  moindre  que  0,01  et  A^A  moindre  que  1%  on  a  avec 
une  précision  suffisante 

Av=  Ah-OaA. 
Donc 


(^-^-^86^^^)^ 


T  +  i 
La  valeur  moyenne  de  AA  est 


^^^'^^.sesse. 

Posons 

AA-««^»V,, 

nous  aurons 

e(T 

■+- 

I^—  T ï  A       VI    ^    1 

u—  ^  l  A      5-+-  ^  -f 

ou 

E  =  . 

I — ^ 


86400 

Ainsi,  au  1"'  janvier  i858  à  Paris,  la  Connaissance  des  Temps 
donne  les  valeurs  suivantes  : 

5  =  i8''43"2i%33, 

A  =  i8'*47'"i2%54, 

AA=         4'"24%67, 

Retranchant  de  AA  la  constante 

3""  56%  56, 
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on  trouve 

JJL  =:  H-  28",  I  I  , 

d'où 

et 

3"5i%ai 
1  —  o,ooo33 

104.  Variation  de  l'équation  du  temps.  —  En  déterminant, 
comme  on  vient  de  l'indiquer,  pour  tous  les  jours  de  Tannée, 
Téquation  du  temps,  on  reconnaît  que  sa  variation  est  assez  com- 
pliquée. Le  Tableau  ci-dessous  donne  ses  maxima  et  minima  el 
ses  zéros  : 

Maxima  et  Minima.  Zéros. 

m      s 

1 1  février 14. 34  1 5  avril. 

1 4  niai —  3.54  1 3  juin. 

26  juillet -T-  6.10  3 1  août. 

2  novembre.. . .  — 16.18  25  décembre. 

Il  est  aisé  de  se  rendre  compte  de  ces  circonstances  sur  les  for- 
mules. 

105.  Détermination  des  zéros  de  Téquation  du  temps.  —  Nous 
avons  nommé  A  l'ascension  droite  du  Soleil  vrai  à  midi  mojen. 
Soit  Am  Tascension  droite  du  Soleil  moyen  à  midi  moyen.  En  né- 
gligeant la  différence  des  variations  d'ascension  droite  du  Soleil 
vrai  et  du  Soleil  moyen  entre  midi  vrai  et  midi  moyen,  A  —  A,;, 
est  égal  à  Téquation  du  temps. 

La  longitude  du  Soleil  moyen  comptée  de  Téquinoxe  moyen 
mobile  est 

/  =  (/i-f-  a)<-h  s, 

oii  a  égal  à  o",  18754  représente  le  mouvement  diurne  de  l'équi- 
noxe  moyen.  En  négligeant  la  nutalion,  c'est  aussi  A;,,. 
On  a  aussi,  en  négligeante  nutation, 

langA  =  tang[(/n-a)<  +  £-hE]cosa>, 
E  désignant  l'équation  du  centre, 
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L'équation  du  temps  est  donc  nulle  quand 

lang[(/i  -f-  oL)t  -h  s]  =  coso)  tang[(/i  H-  a)f  -f-  e  -h  E], 

équation  de  la  forme  tang^  =  m  tang^. 

Développant  y  —  x  en  série  comme  il  a  été  expliqué  au  Cha- 
pitre IX  de  la  première  Partie  de  cet  Ouvrage,  on  trouve 

y  =  X  —  tang*-  sin2iF4-  taog* • .  •  ; 

comme 

jW  _       I 
2   "~   23,2* 

on  ne  commettra,  en  négligeant  tang*->  qu^une  erreur  de  quelques 
minutes  d'arc.  On  obtient  ainsi 

E  =  tang«-  sin2[(n  -h  ol) t -h  t -h  E], 

D'autre  part,  l'équation  du  centre,  si  Ton  néglige  e^,  a  pour 

valeur 

E  =  ie  s\n(nt  -h  e  —  bj), 

77  désignant  la  longitude  du  périhélie. 

Nous  égalerons  les  deux  valeurs  de  E,  et  écrirons  dans  la  se- 
conde ;i  4-  a  au  lieu  de  /i.  Désignant  par  /  la  longitude  moyenne 
du  Soleil  comptée  de  l'équinoxe  moyen  mobile,  nous  aurons 
l'équation 


qui  peut  s'écrire 


2e  sin(/  —  m)  =  tang*—  sin2/, 


ecosTîJ           ,       esmxs        .    , 
tans^t =  sinl. 

taog*-  tang*— 


Posant  tang/  =  .T,  d'où 

sin/  = 


/l  -1-07* 


on  voit  que  les  zéros  de  l'équation   du  temps  correspondent  aux 
points  de  rencontre  de  la  courbe 


/i-l-a:» 


B.  -  II. 
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avec  la  droite 

ccosw           6sinTîT 
y  = X . 

to)  O) 

tan  g*--  tang*— 

La  courbe  étant  du  quatrième  ordre,  il  peut  y  avoir  quatre  so- 
lutions. Si  l'on  introduit  les  valeurs  actuelles  de  co  et  w,  on  trouve 
pour  équation  de  la  droite 

y  =  0,07  a? -f- 0,38. 

Cette  droite  coupe  visiblement  la  courbe  en  quatre  points  placés 
comme  les  points  M,  N,  P,  Q  {fig.  21).  Pour  M  et  N,  a:  et  7  sont 
positifs;  /  est  dans  le  premier  quadrant.  Ces  valeurs  correspondent 


aux  i5  avril  et  i5  juin.  Pour  le  point  P,  x  est  négatif,  y  positif; 
/  est  entre  180°  et  270°;  ce  point  correspond  au  3i  août.  Au  point 
Q,  X  est  négatif  et  très  grand,  y  négatif;  /  est  entre  270°  et  36o®  et 
voisin  de  270°;  ce  zéro  a  lieu  le  25  décembre. 

La  droite  a  pour  enveloppe  Thyperbole  définie  par  Téquation 


v^  = 


L'axe  imaginaire  de  cette  hyperbole  est  dirigé  suivant  l'axe 
des  X  et  son  axe  réel  est  égal  à  0,89. 

Soit  m^  le  coefficient  de  x^  dans  l'équation  précédente.  L'hy- 
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perbole  coupe  la  courbe  aux  points  pour  lesquels 
m*a7*-+-(2m*  — i)a?«-+-  m*  =  o. 


Si  l'on  avait 


m  >  -, 

2 


les  points  de  rencontre  seraient  imaginaires.  Dans  ce  cas,  il  j  aurait 
des  tangentes  à  l'hyperbole  qui  ne  couperaient  la  courbe  qu'en 
deux  points.  Cela  a  eu  lieu  il  y  a  looooo  ans. 

106.  Maxima  et  minima  de  l'équation  du  temps.  —  On  peut 
aussi  bien  étudier  les  maxima  de  l'équation  du  temps.  Prenant 
toujours  A  —  Am  comme  valeur  suffisamment  approchée  de  cette 
équation  du  temps,  nous  aurons,  pour  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum, 

dX       dXfti       dK       .  . 

Si  v^  est  la  longitude  du  Soleil  vrai  comptée  de  l'équinoxe 

moyen  mobile, 

tan  g  A  =  cosu)  tangi>', 

d^ 

dk  ,  .  dt 

=  CCS'  A  cos  u)  - 


dt  cos*  9' 

Si  p  est  la  longitude  du  Soleil  comptée  d'un  équinoxe  fixe, 


p'  =  p  -+-  a  ^, 

dv'       dv 

-di^dt^^' 

Donc 

dk  _                coso)               / 
dt  ~~  cos*  v'  -+-  cos*  0)  sin  *ç'\ 

Comme 

dv       na^^î  —  e* 

dt                r*          ' 

on  a  l'équation 

cosco               (na>yj\  —  e* 

cos*  p'  4-  cos*  a>  sin*  % 


Si  l'on  néglige  a  et  que  l'on  désigne  par  x  et  ^  les  coordonnées 
du  Soleil  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  dont  l'un  passe 
par  l'équinoxe,  le  second  par  le  point  dont  la  longitude  est  -f-  90®, 
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l'équalioD  précédente  devient 

ipj  -^yt  cos'u)  =  a*  /i  —  e*  cosa>. 

Les  maxima  et  minima  de  Péquation  du  temps  correspondent 
aux  points  de  rencontre  de  cette  ellipse  avec  celle  que  décrit  le 
Soleil. 

En  introduisant  les  données  numériques  relatives  à  l'époque 
actuelle,  on  trouve  quatre  points  communs  qui  correspondent  aux 
1 1  février,  i4  mai,  26  juillet  et  2  novembre. 

107.  Variation  du  Jour  solaire  vrai.  —  Â  ses  maxima  ou  mi- 
nima, l'équation  du  temps  est  sensiblement  constante  ;  le  jour  so- 
laire vrai  est  alors  égal  au  jour  solaire  moyen.  C'est  aux  époques 
où  l'équation  du  temps  varie  le  plus  rapidement  que  le  jour  so- 
laire vrai  diffère  le  plus  du  jour  solaire  moyen.  Le  Tableau  des 
valeurs  de  l'équation  du  temps  montre  que  le  jour  vrai  est  mi- 
nimum le  26  mars  et  inférieur  de  dix-huit  secondes  au  jour  moyen. 
Il  croît  du  a6  mars  au  20  juin  et  surpasse  alors  de  treize  secondes 
le  jour  moyen.  Le  jour  vrai  décroît  ensuite  jusqu'à  devenir,  le 
i5  septembre,  inférieur  de  vingt  et  une  secondes  au  jour  moyen, 
puis  croît  jusqu'au  22  décembre  où  il  surpasse  le  jour  moyen  de 
trente  secondes.  Il  décroît  ensuite  jusqu'au  26  mars  suivant. 

108.  Calendrier,  —  Le  calendrier  grégorien,  adopté  aujourd'hui 
par  la  presque  universalité  des  peuples  d'origine  européenne,  est 
fondé  sur  la  connaissance  de  l'année  tropique 

366^,242217. 

Les  années,  qui  ne  peuvent,  pratiquement,  avoir  que  des  nombres 
entiers  de  jours,  ont  été  réglées  de  manière  à  laisser  toujours 
i'équinoxe  sensiblement  à  la  même  date. 

On  voit  de  suite  qu'une  année  doit  avoir  ordinairement  365  jours 
et  que  tous  les  quatre  ans  on  devra  introduire  un  jour  de  plus. 
Telle  était  la  règle  introduite  par  Jules  César.  Au  bout  de  4oo  ans, 
le  nombre  des  jours  serait  ainsi 

365  X  400-4-  100, 
au  lieu  de 

365  X  400  4-   96,8868. 
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Il  est  donc  nécessaire  de  supprimer  tous  les  4oo  ans  trois  des 
jours  supplémentaires. 

Chacun  sait  qu^il  a  été  décidé  à  cet  égard  que,  les  années  ayant 
ordinairement  365  jours,  celle  dont  le  millésime  serait  divisible 
par  4  en  aurait  366;  qu'il  y  aurait  cependant  exception  pour  les 
années  séculaires,  qui  n'auraient  366  jours  que  tous  les  4oo  ans, 
quand  leur  millésime  serait  divisible  par  4oo. 

Il  faut  remarquer  que  ces  conventions  ne  sont  pas  rigoureuse- 
ment suffisantes.  Elles  introduisent  en  trop,  au  bout  de  4oo  ans, 

oi,ii32, 

ce  qui  donnera  un  jour  au  bout  de  4ooo  ans.  On  pourra  convenir 
que  Tannée  4ooo  ne  sera  pas  bissextile. 
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CHAPITRE  VII. 


MOUVEMENTS  APPARENTS  DES  PLANETES.  —  ÉLONGATIONS;  STATIONS;  RÉTRO- 
GRADATIONS. —  RÉVOLUTIONS  SIDÉRALES,  SYNODIQUES.  —  LOIS  DE  KEPLER; 
CONSTANTE  DE  6AUSS.  —  ÉLÉMENTS  DE  l'orBITE.  —  DÉTERMINATION  DE  LA 
POSITION  DE  l'astre  A  UN  INSTANT  DONNÉ  DANS  UNE  ORBITE  ELLIPTIQCE, 
DANS  UNE  ORBITE  PARABOLIQUE;  CAS  DES  ORBITES  TRÈS  ALLONGÉES.  — 
CALCUL  DES  COORDONNÉES  GÉ0CENTRIQUE8.  —  VARIATIONS  DES  COORDONNÉES 
CORRESPONDANT  A   DES  VARIATIONS  DÉTERMINÉES  DBS  ÉLÉMENTS. 


109.  Apparences  qu'offrent  les  mouvements  des  planètes.  — 
De  nombreux  astres,  la  Lune,  les  planètes,  les  comètes  ont,  comme 
le  Soleil  sur  la  sphère  céleste,  des  mouvements  propres.  Nous  nous 
occuperons  de  la  Lune  et  des  comètes  dans  des  Chapitres  spéciaux. 
Le  groupe  des  planètes  comprend  d'abord  Mercure,  Vénus,  Mars, 
Jupiter,  Saturne,  dont  les  mouvements  ont  été  reconnus  dès  l'an- 
tiquité; Uranus  découverte  par  Herschel  à  Bath  le  i3  mars  1781 
et  Neptune  à  Berlin  par  Galle  le  28  septembre  1846  sur  l'indication 
de  Le  Verrier.  En  outre,  depuis  le  i®*"  janvier  1801,  date  de  la  dé- 
couverte de  Cérès  à  Palerme  par  Piazzi,  il  a  été  trouvé  tout  un 
essaim  de  planètes  télescopiques  dont  une  seule  est  visible  à  l'œil 
nu  et  dont  le  nombre  s'accroît  chaque  année  par  de  nouvelles 
découvertes.  Nous  expliquerons  d'abord  quelles  apparences  offrent 
au  premier  aspect  les  mouvements  de  ces  astres  et  nous  indique- 
rons sommairement  comment  Kepler  est  parvenu  à  en  trouver 
les  lois. 

Les  sept  planètes  principales  et  un  grand  nombre  de  planètes 
télescopiques  se  meuvent  en  restant  sensiblement  dans  le  voisi- 
nage de  l'écliptique.  Pour  ce  motif  nous  supposerons  que  l'on 
déduise  d'abord,  de  leurs  ascensions  droites  et  déclinaisons 
observées,  leurs  longitudes  et  latitudes.  On  reconnaîtra  alors  que 
les  latitudes  restent  petites  et  que  les  longitudes  sont  ordinai- 
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rement  croissantes.  Cependant  il  y  a  pour  chaque  planète  des  pé- 
riodes où  la  longitude,  au  lieu  d'augmenter,  diminue.  Pour  l'exposé 
de  la  façon  dont  les  choses  se  passent,  il  est  nécessaire  de  diviser 
les  planètes  en  deux  groupes  :  les  planètes  inférieures,  Mercure 
et  Vénus,  et  les  planètes  supérieures  dont  le  groupe  contient 
toutes  les  autres. 

110.  Planètes  inférieures.  —  Aux  données  numériques  près,  le 
mouvement  de  Vénus  ressemble  à  celui  de  Mercure,  hdifig,  22 
donne  une  représentation  graphique  du  mouvement  apparent  de 
Mercure,  du  5  mars  1898  au  3i  août  de  la  même  année.  On  a 
représenté  par  une  droite  horizontale  Técliptique,  et  l'on  a  porté, 
sur  cette  droite  choisie  pour  axe  des  abscisses,  la  longitude  de 
Mercure.  Perpendiculairement  on  a  porté  des  ordonnées  repré- 
sentant, à  la  même  échelle,  les  latitudes.  On  a  inscrit,  en  outre, 
sur  l'axe  des  abscisses,  à  un  demi-jour  près,  les  dates  auxquelles  le 
Soleil  se  trouve  aux  divers  points  de  Técliptique,  de  dix  en 
dix  degrés,  et  sur  la  trajectoire  de  Mercure  les  points  où  se  trouve 
la  planète  de  cinq  en  cinq  jours.  Les  dates  auxquelles  la  planète 
occupe  ces  points  n'ont  été  inscrites  que  de  dix  en  dix  jours. 

L'examen  des  résultats  montre  que,  du  5  mars  au  22,  le  mou- 
vement de  Mercure  est  direct  comme  celui  du  Soleil.  Cependant, 
pendant  cette  période,  ce  mouvement  étant  moindre  que  celui  du 
Soleil,  Mercure  qui  est  kVest  du  Soleil  s'en  rapproche.  Du  22  au 
3i  mars,  le  mouvement  de  Mercure  est  rétrograde  et  Mercure  se 
rapproche  toujours  du  Soleil  avec  lequel  il  est  en  conjonction 
inférieure  le  3i,  les  longitudes  de  Mercure  et  du  Soleil  étant 
égales.  Du  3i  mars  au  i4  avri],  le  mouvement  de  Mercure  est 
encore  rétrograde  et  Mercure  s'éloigne  du  Soleil  vers  V ouest. 
Ensuite  le  mouvement  redevient  direct  comme  celui  du  Soleil. 
Mais  ce  mouvement  étant  jusqu'au  26  avril  plus  lent  que  celui  du 
Soleil,  Mercure  continue  à  s'éloigner  de  cet  astre  :  le  28  avril  il  est 
à  sdL  plus  grande  élongation  ouest.  Après  cette  date,  le  mouve- 
ment toujours  direct  est  plus  rapide  que  le  mouvement  du  Soleil, 
et  Mercure  se  rapproche  du  Soleil.  Le  /\']\xiïi  il  est  à  sa  conjonction 
supérieure,  ayant  de  nouveau  même  longitude  que  le  Soleil.  Le 
1 1  juillet,  il  est  à  sa  plus  grande  élongation  est.  Puis  le  mouve- 
ment étant  toujours  direct,  mais  plus  lent  que  le  mouvement  du 
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Soleil,  Mercure  se  rapproche  de  cet  astre  et  les  phénomènes  décrils 
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ci-dessus  se  reproduisent  de  nouveau  dans  le  même  ordre.  Le» 
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latitudes  sont  alternativeDient  croissantes  et  décroissantes,  suivant 
une  loi  qui  n'est  pas  en  rapport  immédiat  avec  les  phénomènes 
que  nous  venons  d'indiquer. 

C'est  dans  le  voisinage  des  conjonctions  inférieures  que  le  mou- 
vement est  rétrograde,  pendant  une  période  de  vingt-quatre  jours. 
Pour  Vénus  cette  période  est  de  quarante  et  un  jours  environ. 
Mercure  ne  s'éloigne  pas  à  plus  de  aS**  du  Soleil  et  Vénus  à  plus 
de  48°. 

m.  Planètes  supérieures.  —  Les  planètes  supérieures  se  com- 
portent d'une  façon  notablement  différentes.  Nous  prendrons 
Mars  comme  exemple  :  le  29  juillet  1891  Mars  et  le  Soleil  ont 
même  longitude,  ces  deux  astres  sont  en  conjonction,  Mars  a  un 
mouvement  rferec/  plus  lent  que  celui  du  Soleil,  38',  5  par  jour.  Il 
paraît  donc  s'éloigner  du  Soleil  vers  Vouest;  il  se  lève  le  matin 
avant  le  Soleil.  Les  choses  continuent  ainsi  pendant  longtemps, 
la  vitesse  de  Mars  diminue  lentement.  Le  29  mars  1892,  la  distance 
des  deux  astres  est  de  90®,  ils  sont  en  quadrature.  La  vitesse  de 
Mars  est  de  34', 6,  elle  diminue  jusqu'au  4  juillet;  à  cette  date, 
Mars  qui  s'est  éloigné  du  Soleil  de  plus  en  plus  rapidement  est 
stationnaire  dans  le  ciel.  Après  le  4  juillet  le  mouvement  de  Mars 
est  rétrograde,  de  sorte  que  la  planète  s'éloigne  encore  plus  vite 
du  Soleil.  Le  3  août,  Mars  est  à  180°  du  Soleil  et  son  mouvement 
rétrograde  atteint  16'  par  jour  :  Mars  est  en  opposition,  il  est  au 
méridien  vers  minuit.  Le  mouvement  rétrograde  se  ralentit,  Mars 
est  de  nouveau  stationnaire  le  3  septembre;  dans  cet  intervalle, 
le  Soleil  se  rapproche  de  Mars  du  côté  de  l'ouest,  le  3  septembre 
ils  sont  à  i46**  l'un  de  l'autre,  ensuite  Mars  reprend  un  mouve- 
ment direct  de  plus  en  plus  rapide,  mais  toujours  plus  lent  que 
celui  du  Soleil.  Le  9  décembre  les  deux  astres  sont  de  nouveau  à 
90°  l'un  de  l'autre,  en  quadrature,  mais  Mars  est  à  Vest  du  Soleil  : 
il  est  près  du  méridien  vers  le  coucher  du  Soleil.  Le  mouvement 
de  Mars  continue  à  être  direct,  d'environ  4o',  toujours  plus  lent 
par  conséquent  que  celui  du  Soleil,  de  sorte  que  les  deux  astres 
se  retrouvent  en  conjonction  le  3  septembre  1893,  et  les  phéno- 
mènes se  produisent  de  nouveau  dans  le  même  ordre  avec  de 
légères  variations  dans  les  durées  des  divers  intervalles  de  temps. 
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Les  autres  planètes  extérieures  offrent  des  apparences  ana- 
log^ues. 

112.  Système  de  Copernic  —  C'est  seulement  au  xvi^  siècle 
que  Copernic  fonda  le  véritable  système  du  monde  et  affirma  le 
double  mouvement  de  la  Terre  :  mouvement  de  rotation,  direct, 
d'occident  en  orient,  produisant  l'apparence  du  mouvement  diurne 
de  la  sphère  céleste  ;  mouvement  annuel  de  translation  de  la  Terre 
autour  du  Soleil.  Nous  ne  nous  arrêterons  pas  à  l'indication  des 
raisons  qui  fixèrent  les  idées  de  Copernic  et  nous  nous  bornerons 
à  dire  que  les  considérations  tirées  de  la  Mécanique  ne  pouvaient 
venir  à  son  aide,  la  Mécanique,  à  cette  époque,  n'étant  pas  encore 
fondée.  Au  reste,  Copernic  a  donné  lui-même  peu  de  renseigne- 
ments sur  l'origine  et  le  développement  de  ses  idées. 

Toujours  est-il  que  cette  conception  rend  immédiatement 
compte  des  apparences  sommaires  qu'offrent  les  mouvements  des 
planètes. 

Considérons  tous  ces  astres  comme  décrivant  dans  un  même 
plan  des  orbites  circulaires  ayant  pour  centre  le  Soleil.  Désignons 
par  a  le  rayon  de  l'orbite  de  la  Terre,  par  a'  le  rayon  de  l'orbite 
d'une  autre  planète.  Prenons  pour  origine  du  temps  l'instant 
où  ces  astres  sont  en  ligne  droite,  le  Soleil  élant  entre  les  deux 
planètes;  prenons  pour  axe  des  x  la  droite  qui  joint  le  Soleil  à  la 
Terre  à  cet  instant,  et  pour  axe  des  y  une  droite  située  dans  le  plan 
des  orbites,  dirigée  vers  le  point  dont  la  longitude,  comptée  à  partir 
de  0:r  dans  le  sens  du  mouvement  de  la  Terre,  est  +90°.  Dési- 
gnons par  n  le  mouvement  angulaire  de  la  Terre,  par  n'  celui 
de  la  planète,  en  un  jour.  Les  coordonnées  rectangulaires  de  la 
Terre  à  la  date  t  sont 

acos/i/,        asivknt. 
Celles  de  la  planète  à  la  même  date  sont 

—  a'cos7i7,        —  a'sin/i'^. 
Les  coordonnées  de  la  planète  vue  de  la  Terre  sont  donc 
—  a  cos nt  —  a'  cos n! tj        —  asinrit  —  a'  sin n' t, 
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de  sorte  que,  si  A  désigne  la  distance  de  la  planète  à  la  Terre  et  X 
sa  longitude  comptée  à  partir  de  la  direction  O^,  on  a 

A  cos  X  =  —  a  cos  nt  —  a!  ces  n'  t^ 

A  sinX  =  —  asinn^  —  a'sin/i'^, 

d'où 

^        asinnf  H-a'sin/i'if 

langA  = ; r:* 

°  a  cos /li  4- a  cos  71^ 

On  en  conclut 

r^  _  /iflf*-+- /ji'a'*-h  (n-h /i')aa'cos(n  — n^ 
~  a*-i- a'* H- 2 aa' cos (/i  —  n^)t 

formule  dont  le  dénominateur  est  toujours  positif. 

Si  l'on  élimine  a'  au  moyen  de  la  relation  de  Kepler  qui  sera 
donnée  plus  loin 

on  reconnaît  que  la  longitude  X,  ordinairement  croissante,  dé- 
croît quand  la  valeur  absolue  de  {n  —  n')t  est  comprise  entre 
(aA" -j-i)?rH- Cl)  et  (2A"H-i)ti  —  co,  k  étant  un  nombre  positif,  et 
03  Tangle  aigu  dont  le  cosinus  est 

i     1/    i  JL\ 


(/n-/i') 


a  — \/aa  ■+-  a 


nombre  toujours  moindre  que  i . 

De  sorte  que,  pour  chaque  planète  inférieure,  le  mouvement  est 
rétrograde  dans  le  voisinage  de  la  conjonction  inférieure,  pour 
chaque  planète  supérieure  dans  le  voisinage  de  l'opposition. 

D'autre  part,  si  Ton  désigne  par  z  l'angle  sous  lequel  de  la  Terrr 

OH  voit  le  Soleil  et  la  planète,  on  trouve,  en  appliquant  au  triangle 

formé  par  les  trois  astres  la  relation  entre  les  côtés  et  les  sinus  des 

angles  opposés, 

a'  sin(/i' —  n)t 
tangos  = ,        .    . — —^^y 

qui  montre  que,  pour  les  planètes  inférieures,  l'angle  z  n'atteint 
jamais  90**,  ce  qui  est  au  reste  évident,  puisque  c'est  l'angle  sous 
lequel  d'un  point  extérieur  à  un  cercle  on  voit  un  rayon  de  ce 
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cercle.  De  cette  formule  on  déduit 

dz  __  (n  —  n')a'[a'-h  aco3(n'—  n)t] 
dt  '"      a*-ha'*-h  2aa'cos(/i'— /i)< 

qui  montre  que  pour  une  planète  supérieure  l'angle  z  croît  cod- 
slamment,  ainsi  que  cela  a  été  constaté  par  l'observation,  tandis 
qu'une  planète  inférieure  cesse  de  s'éloigner  du  Soleil  pour  s'en 
rapprocher  ou  inversement  quand  on  a 

cos  (n  —  n)t  = , 

c'est-à-dire  quand  (n' — n)t  est  comprise  entre  (2  A: -|-  i)7t-|- w'el 
(2k  -\-  i)iz  —  o)',  (o'  étant  l'angle  aigu  défini  par 


s 

a' 

nï 

COSb)' 

" 

a 

J 

On  voit  sans  peine  que,  n'  étant  plus  grand  que  /i,  co'  est  plus  grand 
que  (0. 

En  fait,  les  formules  précédentes  ne  donnent  qu'une  approxi- 
mation sommaire,  les  orbites  n'étant  ni  circulaires,  ni  situées  dans 
un  même  plan,  et  les  divers  angles  varient  comme  il  suit  : 

L'étendue  des  plus  grandes  digressions  de  Mercure,  ou  de  ses 
plus  grands  écarts  de  chaque  côté  du  Soleil,  varie  de  18**  à  32**. 
Jj'intervalle  entre  deux  retours  à  la  même  position  par  rapport  au 
Soleil  varie  de  106  à  i3o  jours.  L'arc  mojen  de  sa  rétrogradation 
est  d'environ  iS**  et  sa  durée  de  23  jours;  elle  commence  à  20®  du 
Soleil.  Sa  latitude  varie  de  —  5**  à  -h  5**. 

Les  plus  grandes  digressions  de  Vénus  varient  de  5o°  à  53°,  et 
l'intervalle  entre  deux  retours  à  la  même  position  par  rapport  au 
Soleil  est  de  584  jours.  L'arc  de  la  rétrogradation  qui  commence 
à  32°  du  Soleil  est  de  18°  environ  et  sa  durée  de  4^  jours.  La  lati- 
tude peut  atteindre  plusieurs  degrés. 

Pour  les  planètes  extérieures,  l'amplitude  et  la  durée  de  la  rétro- 
gradation et  la  révolution  sjnodique,  ou  l'intervalle  entre  deux 
retours  à  la  même  position  par  rapport  au  Soleil,  ont  les  valeurs 
suivantes  : 
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Distance  du  Soleil 

Arc 

de 

rétrogradation. 

Durée 

delà 

rétrogradation. 

au 
commencement 

delà 
rétrogradation. 

Révolution 
synodique. 

Mars 

Jupiter. . 
Saturne.. 
Uranus.. 
Neptune . 

i8' 

7 
4 
3 

7^' 

121 

i39 
i5i 
i58 

152* 
128 
121 

]i5 

I02 

795 

399 
378 
369 

368 

113.  Durées  des  révolutions  sidérales.  —  En  regardant  comme 
circulaires  et  uniformes  les  mouvements  de  la  Terre  et  des  planètes 
autour  du  Soleil,  il  est  aisé  de  déduire  de  leurs  révolutions  syno- 
diques  les  durées  de  leurs  révolutions  sidérales.  Soient  en  effet  n 
Je  mouvement  héliocentrique  de  la  Terre  dans  Tunité  de  temps, 
n'  eclui  d'une  planète  inférieure.  Dans  le  temps  T  de  la  révolu- 
tion synodique,  la  différence  de  longitude  des  deux  astres  s'accroît 
de  36o".  On  en  conclut 

36o* 

71  —71=  -Tj^. 

Si  n'  se  rapporte  à  une  planèle  supérieure 

,      36o» 

Le  mouvement  de  la  Terre,  égal  au  mouvement  apparent  du 
Soleil  autour  de  la  Terre,  est  donné  directement  par  les  observa- 
tions. La  connaissance  de  n'  entraîne  celle  de  la  durée  t  de  la  ré- 
volution sidérale 

__  1 296000 


On  trouvera  au  Chapitre  XI  les  valeurs  de  n  et  t  pour  les  prin- 
cipales planètes. 

114.  Lois  de  Kepler.  —  La  connaissance  des  durées  des  révo- 
lutions synodiques  et  sidérales  et  celle  de  la  précession  des 
équinoxes  étaient  les  seules  données  que  l'Astronomie  ancienne 
pût  fournir  à  Kepler  pour  la  recherche  précise  des  orbites  des 
planètes.  Ses  travaux  ont  eu  pour  base  essentielle  les  observations 
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faites  à  UraDÎbourg  par  Tjcho  Brahé  de  i582  à  1597,  observations 
dont  la  précision  correspondait  sensiblement  à  la  minute  d^arc;  la 
comparaison  de  ces  observations  avait  révélé  à  leur  auteur  la  réfrac- 
tion atmosphérique,  et  Kepler,  ayant  réussi  à  calculer  des  Tables 
de  réfraction  exactes  à  quelques  secondes  près,  put,  grâce  à  leur  em- 
ploi, regarder  comme  impossible  une  erreur  de  plusieurs  minutes. 

C'est  par  la  discussion  des  observations  de  la  planète  Mars  que 
Kepler  parvint  à  la  découverte  des  lois  qui  ont  immortalisé  son 
nom.  Adoptant  le  système  de  Copernic,  il  entreprit  de  déterminer, 
d'après  les  observations  de  Tycho  Brahé,  Torbite  de  Mars  et  celle 
de  la  Terre,  en  appliquant  à  ces  deux  astres  l'hypothèse  de 
l'excentrique  de  Ptolémée,  hypothèse  qui,  avant  Kepler,  n^avail 
pas  été  étendue  complètement  à  la  Terre  elle-même. 

Soit  i^fig'  îîS)  S  le  centre  du  Soleil.  Kepler  admet  que  la  Terre 
décrit  un  cercle  PTA  ayant  un  centre  C  différent  de  S  et  que  le 
mouvement  se  fait  de  telle  manière  que  le  rayon  ET  tourne  uni- 
formément, E  étant  le  symétrique  de  C  par  rapport  à  S. 

Fig.  23. 


En  réalité  Ptolémée  supposait  le  point  S  occupé  par  la  Terre, 
le  cercle  PTA,  nommé  déférent,  décrit  soit  par  le  Soleil,  soit  par 
le  centre  d'un  cercle  mobile,  dit  épicycle^  parcouru  lui-même  uni- 
formément par  une  planète,  et  n'introduisait  le  point  E  que  dans 
ce  dernier  cas,  regardant  comme  uniforme  le  mouvement  du 
rayon  CT  dans  le  cas  du  Soleil.  Kepler  supprime  donc  l'épicycle 
qui  est  remplacé  par  la  considération  du  mouvement  de  la  Terre 
autour  du  Soleil  et  introduit  le  point  d^ égalité  E  même  dans  le 
cas  de  ce  dernier  mouvement. 

Kepler  procéda  à  une  détermination  exacte  de  l'orbite  de  la 
Terre  ou  plus  exactement  des  distances  de  la  Terre  au  Soleil.  Il  y 
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parvint  au  moyen  de  quatre  observations  de  Mars  failes  les 
4  mars  i  Sgo,  28  janvier  1  Sga,  7  décembre  i  SgS  et  26  octobre  i  5q5^ 
à  des  intervalles  de  temps  1res  voisins  de  la  révolution  sidérale  de 
Mars.  II  commença,  en  tenant  compte  du  mouvement  connu  de 
Mars,  par  ramener  les  observations  aux  4  mars  i  Sgo  à  7^*  1 0°*,  20  jan- 
vier 1592  à  6** 45°*,  7  décembre  iSgS  à  6*'i5™,  20  octobre  iSgD, 
à  5*"  45™,  dates  séparées  exactement  Tune  de  l'autre  par  une  révo- 
lution sidérale,  de  sorte  qu'à  ces  quatre  dates  le  rayon  vecteur 
joignant  le  Soleil  à  la  planète  occupait  la  même  position  dans 
l'espace.  De  plus,  la  latitude  de  la  planète  était  négligeable,  de  sorte 
que  l'on  pouvait  sans  erreur  sensible  admettre  que  la  planète 
était  dans  l'écliptique  même.  Soient  T  la  première  position  de  la 
Terre  (Jig'  28),  M  celle  de  Mars.  On  connaît  les  longitudes  de  ST, 
de  SM  et  de  TM.  On  a  donc  les  angles  T  et  M  et  par  suite  le  rap- 

ST 
port^jTj-  Il  s'ensuit  que  l'emploi  des  quatre  observations  donne 

les  rapports  des  quatre  rayons  ST.  C'est  la  comparaison  des  ré- 
sultats qui  conduisit  Kepler  à  modifier  les  idées  admises  sur  l'ex- 
centricité de  l'orbite  de  la  Terre  et  à  prendre  à  l'égard  de  cette  or- 
bite, comme  à  l'égard  des  autres  planètes,  pour  point  d'égalité  le 
symétrique  de  S  par  rapport  à  C. 

Quant  à  la  direction  SM,  elle  était  déduite  par  Kepler  d'une  re- 
cherche antérieure  dans  laquelle  il  avait  étudié  le  mouvement  de 
Mars  (Chap.  XVI  et  suivants  de  son  Ouvrage)  d'après  douze  ob- 
servations d'oppositions  de  Mars  faites  de  1 58o  à  i6o4)  observations 
qui  donneraient  directement  la  position  exacte  de  Mars  vu  du  Soleil 
si  l'on  faisait  abstraction  des  latitudes. 

Une  fois  en  possession  des  vraies  distances  de  la  Terre,  et  par 
suite  de  celles  de  Mars  au  Soleil,  Kepler  put  procéder  à  la  re- 
cherche de  l'orbite  exacte.  Il  n'y  parvint  que  par  de  longs  tâtonne- 
ments, au  cours  desquels  il  entrevit  que  la  cause  qui  déplace  les 
planètes  réside  dans  la  masse  du  Soleil.  Il  reconnut  d'abord  que 
l'orbite  de  Mars  n'était  pas  circulaire,  supposa  ensuite  que  c'était 
une  courbe  oviforme,  et  ne  parvint  qu'après  de  longs  essais,  à  la  fin 
de  la  IV*  Partie  de  son  Ouvrage,  à  reconnaître  que  Vaire  décrite 
par  le  rayon  vecteur  mené  du  Soleil  à  la  planète  est  propor- 
tionnelle  au  temps  et  que  la  courbe  est  une  ellipse  dont  le  Soleil 
occupe  un  foyer,  Kepler  avait  travaillé  sept  ans  environ  à  l'étude 
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du  mouvement  de  Mars.  C^est  en  i6o5  qu'il  parvint  aux  deux  lois 
qui,  avec  la  suivante,  ont  immortalisé  son  nom. 

Ce  n'est  que  le  i8  mars  1618  qu'il  trouva  la  relation  entre  les 
durées  de  révolution  des  diverses  planètes  et  les  grands  axes  de 
leurs  orbites  : 

Les  carrés  des  temps  des  révolutions  sont  proportionnels  aux 
cubes  des  grands  axes. 

Kepler  avait  cherché  cette  loi  pendant  vingt-deux  ans.  Ce  n'est 
qu'après  beaucoup  d'autres  essais  qu'il  eut  l'idée  de  comparer  les 
durées  des  révolutions  aux  grands  axes  des  orbites.  Il  n'avait  pas 
encore,  à  cette  époque,  pour  cette  comparaison,  la  ressource  des 
logarithmes  qui  aujourd'hui  donneraient  la  loi  en  quelques  minutes 
et  dut  comparer  diverses  puissances  les  unes  aux  autres.  C'est  au 
Chapitre  III  du  Livre  V  d'un  Ouvrage  intitulé  :  Harmonia 
mundi,  etc.,  publié  en  1619,  que  Kepler  fît  connaître  cette  troi- 
sième loi  non  moins  importante  assurément  que  les  deux  pre- 
mières. 

115.  Énoncé  exact  des  lois  de  Kepler.  —  Nous  verrons  au  Cha- 
pitre X  comment  Newton  s'éleva  de  la  connaissance  des  lois  de  Ke- 
pler à  celle  de  la  loi  générale  qui  régit  les  mouvements  célestes  et 
comment,  en  regardant  cetle  loi  comme  vraie,  on  en  déduit  inverse- 
ment les  lois  de  Kepler.  Il  est  nécessaire  d'indiquer  dès  à  présent 
que  cette  marche  a  modifié  quelque  peu  l'énoncé  donné  par 
Kepler  de  ses  lois  qui  prennent  les  formes  suivantes  : 

Chaque  planète  {ou  comète)  se  meut  dans  un  plan  passant 
par  le  centre  du  Soleil. 

La  trajectoire  est  une  section  conique  dont  le  centre  du 
Soleil  est  un  foyer. 

Le  mouvement  sur  la  trajectoire  se  fait  de  telle  façon  que 
les  aires  décrites  par  le  rayon  vecteur  mené  de  la  planète  au 
Soleil  sont  proportionnelles  aux  temps  employés  à  les  décrire. 

Pour  les  divers  corps  célestes  considérés  {planètes  ou  comètes) 
les  carrés  des  aires  décrites  par  les  rayons  vecteurs  dans  l'u- 
nité de  temps  sont  proportionnels  aux  produits  des  paramètres 
des  orbites  par  la  somme  des  masses  de  l'astre  et  du  Soleil. 
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Ces  énoncés  diffèrent  de  ceux  de  Kepler  en  trois  points.  Les 
lois  s'étendent  aux  comètes  aussi  bien  qu^aux  planètes  et  l'orbite 
peut  être  une  section  conique  quelconque,  ellipse,  parabole,  hy- 
perbole. Pour  ces  deux  dernières  sortes  de  trajectoires,  il  ne  peut 
être  question  de  durée  de  révolution,  et  la  nouvelle  forme  adoptée 
pour  la  dernière  loi  a  l'avantage  de  s'appliquer  à  une  section  co- 
nique quelconque.  Enfin  le  dernier  alinéa  fait  intervenir  la  somme 
des  masses  du  corps  céleste  et  du  Soleil  :  les  masses  des  planètes 
sont  trop  petites  vis-à-vis  de  celle  du  Soleil  pour  qu'il  fût  possible 
à  Kepler  de  reconnaître  la  présence  de  ce  facteur. 

Si  l'on  prend  pour  unité  de  masse  la  masse  du  Soleil,  que  l'on 
désigne  par  jx  celle  de  Tastre  considéré,  par  ip  le  paramètre  de  son 
orbite,  par  g  le  double  de  l'aire  décrite  dans  le  temps  t  par  le 
rayon  vecteur  mené  du  Soleil  à  l'astre,  et  par  k  un  nombre  entière- 
ment déterminé,  Tensemble  des  deux  dernières  lois  est  compris 
dans  la  relation 

Dans  le  cas  où  l'orbite  est  une  ellipse,  la  valeur  de  g  pour  une 
révolution  entière  de  durée  T  est 

1  ^ 

a  désignant  le  demi  grand  axe.  La  relation  (a)  devient 

3 

T  v/iTh-  jJL  ~ 

de  sorte  que  l'on  a,  en  négligeant  u, 

a» 

-^^  =  const., 

ce  qui  est  l'énoncé  donné  par  Kepler  pour  sa  dernière  loi. 

116.  Valeur  de  la  constante  de  Gauss.  —  On  a  adopté  pour  la 
constante  k  la  valeur  déterminée  par  Gauss  en  partant  de  la  révo- 
lution de  la  Terre.  Gauss  a  pris  pour  unité  de  temps  le  jour  solaire 
moyen,  pour  unité  de  longueur  le  demi  grand  axe  de  l'orbite 
B.-II.  9 
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terrestre  et  a  adopté  les  valeurs  suivantes 

T=  365,256  383  5, 

I 
[*■  = 


Il  en  a  conclu 
qui  donne 


354  710 
k  =  0,017  202  098  95, 


IogA:  =  2,235  58i  44i  4, 
\ogk^  =  3,55ooo6  574  6, 

k"  désignant  le  produit   de  k  par  le  nombre  de  secondes  que 
renferme  un  arc  de  cercle  de  longueur  égale  à  celle  du  rayon. 

Depuis  la  publication  de  l'Ouvrage  de  Gauss  (  Theoria  motus 
corporum  cœlestium)  Le  Verrier  a  montré  que  les  valeurs  numé- 
riques adoptées  par  Gauss  ne  peuvent  être  conservées.  Notamment 
la  masse  de  la  Terre  a  dû  être  augmentée  d'environ  un  dixième  de 
sa  valeur.  Néanmoins  on  est  convenu  de  ne  pas  modifier  la  valeur 
de  la  constante  k  et  de  se  borner  à  changer  la  signification  astro- 
nomique de  Tunité  de  longueur,  qui  est  un  peu  inférieure  à  la 
moyenne  distance  de  la  Terre  au  Soleil. 

117.  Remarques  sur  les  orbites.  —  Nous  ajouterons  à  ce  qui  pré- 
cède quelques  explications  relatives  aux  orbites  elles-mêmes. 

Si  l'on  prend  pour  pôle  le  centre  du  Soleil  et  pour  axes  de 
coordonnées  deux  droites  rectangulaires  quelconques  situées  dans 
le  plan  de  l'orbite,  l'équation  de  cette  orbite  est 

(i)  r  =  aar-f-p^-hY. 

En  Astronomie  on  suppose  toujours  les  rayons  vecteurs  positifs. 
Dans  cette  hypothèse,  y  est  essenliellement  positif.  Ce  fait  résul- 
tera de  la  valeur  que  nous  obtiendrons  en  déduisant  les  lois  de 
Kepler  de  la  loi  de  Newton.  Nous  trouverons 

f  étant  l'attraction  exercée  par  l'unité  de  masse  sur  l'unité  de 
masse  à  une  distance  égale  à  i  et  A  une  constante  réelle. 

D'autre  part,  on  peut,  en  faisant  tourner  les  axes  de  coordonnées 
autour  de  O  j?,  ramener  l'équation  (i)  à  la  forme 

{2)  r-hea:  =  Y, 
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e  désignant  un  nombre  positif  et  y  ayant  la  même  valeur  que  dans 
l'équation  (i) 

Si  e  est  moindre  que  i,  l'orbite  est  une  ellipse;  c'est  une  para- 
bole si  e  =  I ,  une  hyperbole  si  e  est  plus  grand  que  i . 

Si  l'on  remplace  les  coordonnées  rectangulaires  par  des  coor- 
données polaires  r,  6  ayant  pour  pôle  l'origine  et  pour  axe  polaire 
l'axe  des  x^  l'équation  (2)  devient 

(3)  r-  T 


i-h  iscosO 

Elle  montre  que  dans  les  orbites  elliptiques  ou  paraboliques  y  est 
positif. 

Dans  les  orbites  hyperboliques  les  valeurs  positives  de  r  corres- 
pondent à  l'une  des  deux  branches  de  l'hyperbole,  les  valeurs  né- 
gatives à  l'autre.  Si  y  est  positif,  la  première  branche  est  celle  qui 
tourne  sa  concavité  vers  le  pôle;  si  y  était  négatif,  ce  serait  l'autre 
branche.  Le  changement  de  signe  de  y  reviendrait  à  remplacer  / 
par  — /,  ou  l'attraction  exercée  par  le  Soleil  sur  la  planète  par 
une  répulsion.  Il  s'ensuit  que  la  seule  branche  d'hyperbole  qu'un 
astre  puisse  décrire  autour  du  Soleil  est  celle  qui  tourne  sa  con- 
cavité vers  le  Soleil. 

Nous  ne  nous  occuperons  dans  cet  Ouvrage  que  des  orbites 
elliptiques  et  paraboliques,  qui  se  rencontrent  le  plus  ordinaire- 
ment. 

118.  Éléments  de  l'orbite.  —  Pour  représenter  l'orbite  d'une 
planète  ou  d'une  comète  on  donne  à  l'ordinaire  les  éléments  dont 
la  définition  suit. 

On  détermine  d'abord  la  position  du  plan  de  l'orbite  au  moyen 
de  la  droite  d'intersection  de  ce  plan  et  de  l'écliptique  relative  à 
une  date  donnée  et  de  l'angle  de  ces  deux  plans.  II  importe  de 
préciser  et  l'on  y  parvient  commodément  en  représentant  les  traces 
de  ces  plans  sur  la  sphère  céleste. 

Soient  Ec  la  trace  de  l'écliptique,  Or  celle  du  plan  de  l'orbite, 
Y  le  point  vernal .  Les  deux  grands  cercles  se  coupent  en  deux  points 
diamétralement  opposés.  Celui  Q  de  ces  deux  points  où  l'astre, 
dans  son  mouvement,  passe  de  l'hémisphère  sud  dans  l'hémisphère 
nord,  s'appelle  nœud  ascendant  de  l'orbite,  l'autre  nœud  descen- 
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dant.  On  donne  la  longitude  '^Q  du  nœud  ascendant  et  l'angle 
que  fait  au  point  Q  la  tangente  QÂ  au  grand  cercle  Or,  tracée 
dans  la  direction  du  mouvement  de  la  planète  avec  la  tangente  QT 
à  Técliptique  menée  dans  le  sens  du  mouvement  du  Soleil,  ou  du 
mouvement  de  la  Terre.  Le  premier  de  ces  angles  se  compte  comme 
toute  longitude,  le  second  est  compris  entre  o°  et  i8o**.  Quand  il 
est  aigu,  on  dit  que  l'astre  a  un  mous^ement  direct;  s'il  est  obtus, 
un  mouvement  rétrograde.  Nous  représenterons  par  fi  l'arc  y8 
et  par  i  l'angle  AfiT,  V inclinaison  de  l'orbite. 


Fig.  24. 


Le  plan  de  l'orbite  une  fois  défini,  on  détermine  la  direction  du 
rayon  vecteur  SP  mené  du  Soleil  S  à  l'astre  P  par  ^argument  u 
de  la  latitude.  On  désigne  ainsi  l'arc  8P«  compté  du  nœud  ascen- 
dant jusqu'au  point  P«  extrémité  du  rajon  SP  sur  la  sphère,  cet 
arc  fiP«  étant  compté  de  o^  à  36o^  dans  le  sens  du  mouvement  de 
l'astre.  On  remplace  souvent  aussi  l'argument  de  la  latitude  par 
la  longitude  de  l'astre  dans  son  orbite  :  on  appelle  ainsi  la 
somme  8  +  w. 

En  particulier  on  considère  comme  troisième  élément  de  l'or- 
bite  l'argument  (o  de  la  latitude  du  périhélie,  c'est-à-dire  du 
point  de  l'orbite  le  plus  voisin  du  Soleil,  ou  la  longitude  m  de  ce 
périhélie,  égale  à  8  +  w. 

On  donne  ensuite  les  dimensions  de  l'orbite.  Si  elle  est  ellip- 
tique, on  fait  connaître  son  demi-axe  focal  a  et  son  excentricité  e, 
c'est-à-dire  le  rapport  de  la  distance  des  foyers  à  l'axe  focal.  On  a 

coutume  de  poser 

e  =  sin«p, 

et  de  donner  l'angle  (p,  dit  angle  d^ excentricité,  que  l'on  sup- 
pose aigu.  Le  paramètre  est  lié  à  a  et  <p  par  la  formule 

p  ^zz  a  cos*«p. 


MOUVEMENTS    DES    PLANÈTES    ET    DES    COMÈTES.  l33 

Si  l'orbite  est  parabolique  on  donne  le  paramètre  /?,  et  plus  sou- 
vent sa  moitié  que  l'on  désigne  par  y,  c'est-à-dire  la  distance  pé- 
rihélie. 

119.  Époque.  —  Il  reste  à  faire  connaître  la  position  de  l'astre 
à  une  date  donnée.  Cette  date  s'appelle  l'époque.  Dans  les  orbites 
elliptiques  elle  est  généralement  arbitraire.  Dans  les  orbites  para- 
boliques c'est  d'ordinaire  la  date  du  passage  au  périhélie. 

Nous  avons  montré  au  n^82,  à  propos  du  mouvement  du  Soleil, 
comment  on  détermine  la  position  de  l'astre  dans  le  mouvement 
elliptique  et  avons  indiqué  l'emploi  de  l'anomalie  vraie  (^,  de  l'a- 
nomalie excentrique  E,  de  l'anomalie  moyenne  M.  A  ces  anomalies 
correspondent  la  longitude  vraie  w  H-  v',  et  la  longitude  moyenne 
TïT  H-  M .  On  a  coutume  de  donner  la  longitude  moyenne,  ou,  ce 
qui  revient  au  même,  l'anomalie  moyenne  de  l'époque.  Cette  ano- 
malie moyenne  n'est  pas  mesurée  directement  par  une  observa- 
tion; mais  les  autres  éléments  de  Torbitenelesontpas  davantage, 
et  ces  éléments  une  fois  connus  on  a  de  suite  l'anomalie  moyenne 
qui  correspond  à  une  anomalie  vraie  donnée  par  les  formules 


■■\-^T. 


lang-=4/-^taiig^, 
M  =  E—  esinM. 


120.  Moyen  mouvement.  —  La  relation  entre  l'anomalie  excen- 
trique et  le  temps  s'obtient  par  le  calcul  fait  au  n°  83,  où  il  suffit 
de  faire 

Il  s'ensuit  que  l'anomalie  moyenne  est 

a* 

^0  étant  l'instant  du  passage  au  périhélie. 

Le  coefficient  de  /  dans  cette  expression  s'appelle  moyen  mouve- 
ment; nous  le  désignerons  par  n.  On  voit  qu'il  est  lié  à  a  par  la 

formule 

/i«a»=X:>([-hfJL). 

Si  l'on  veut  obtenir  n  en  secondes  d'arc,  il  suffit  d'employer  pour  k 
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la  valeur  k^  donnée  au  n®  116.  Il  ne  faut  pas  oublier  que  l'unité 
de  temps  est  le  jour  solaire  moyen. 

ISl .  Mouvement  parabolique.  —  La  détermination  de  la  position 
d'une  comète  à  une  date  donnée  quand  Torbite  est  parabolique  se 
fait  sans  difficulté  comme  il  suit. 

Des  équations 

et 

on  tire 


r  r^dç  =  ksf^>JT^{t-U), 


('o  désignant  la  valeur  de  Tanomalie  vraie  (^  à  la  date  arbitraire  U, 
L'équation  de  la  parabole  est 


r £— = 


I-h  COSt' 

cos*- 

2 


D'où  l'on  conclut 

r«  û?p  =  2  ^*  f  I  -h  tang*  -  j  ^ tang  -  , 
et  par  intégration 
(4)  tang^  +  itang.^  =  *^(.-T). 

T  étant  la  valeur  de  t^  pour  laquelle  ^o  est  nulle,  c'est-à-dire  l'in- 
stant du  passage  au  périhélie. 

Cette  équation,  où  v  varie  de  — tc  à  -|-  tc  en  passant  par  zéro  el 

par  suite  -  de à  H — >  n'a  qu'une  racine  réelle,  le  premier 

membre  croissant  toujours  quand  tang  -  croît  de  — oo  à  -f-  oo.  Elle 

en  a  toujours  une,  et,  comme  elle  ne  renferme  qu'un  paramètre, 
son  second  membre,  on  a  pu  construire  une  Table,  dite  Table  de 
Barker,  donnant  la  valeur  de  v  pour  chaque  valeur  du  second 
membre  ou  inversement. 

La  Table  de  Barker,  reproduite  par  Gauss  dans  le  Theoria 
motuSy  donne  les  valeurs  de  v  qui  correspondent  à  des  valeurs 
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données  de 

75A:/i-h{JL(f  — T)^ 

Celle  Table  a  élé  reproduite  dans  divers  Ouvrages.  Dans  le  Traité 
de  la  Détermination  des  orbites  de  M.  Oppolzer,  traduit  en  fran- 
çais par  M.  Pasquier,  on  a  posé 

et  la  Table  donne  M  pour  chaque  valeur  de  i^  de  lo"  en  lo". 

122.  Cas  des  orbites  très  allongées.  —  Nous  avons  montré  au 
Chapitre  VIII  du  I"  Volume  de  cet  Ouvrage  que  le  calcul  de  l'ano- 
malie vraie  à  une  date  donnée  ne  se  fait  pas  avec  une  précision 
suffisante  par  la  méthode  ordinaire  quand  l'excentricité  s'approche 
de  l'unité.  Gauss  a  ramené  dans  ce  cas  l'équation  de  Kepler  à  une 
forme  analogue  à  celle  des  orbites  paraboliques. 

Introduisons,  au  lieu  de  l'anomalie  excentrique  E  et  de  son  sinus, 
deux  combinaisons  linéaires  u  et  v  àe  ces  quantités,  en  posant 


«E  +  PsinE  = 

"7 

a'E-t-P'sinE  = 

V, 

et  faisons 

«P'-Pa'=D 

L'équation  de 

Kepler  de 

D       ' 

viendra 

P  +  ae 

(5) 

équation  qui, 

en  faisant 

-:=A.. 

devient 

D       ' 

A.-P  — .= 

kt\/i'^iL 

Posons  encore 

P  =  Bv/Â7; 
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l'équation  de  Kepler  aura  la  forme 

(6)  B[(p'+aV)Af_(M«OAf]=^^^^. 

A  et  B  sont  des  fonctions  de  E.  Dans  la  pratique,  E,  dans  les  cas 
dont  il  s'agîl,  demeure  aigu  et  ne  grandit  pas  beaucoup.  Si  d'ailleurs 
la  valeur  de  E  était  grande,  la  méthode  ordinaire  s'appliquerait 
sans  inconvénients.  Développons  B  en  série  suivant  les  puissances 
de  E.  Nous  avons 

""     aE-hpsinE 

On  peut  déterminer  les  constantes  a,  p,  a',  P'de  telle  façon  queB- 
soit  sensiblement  constant. 

D'abord  le  dénominateur  devra  être  du  troisième  ordre  comme 
le  numérateur,  ce  qui  exige  que  P  =  — a.  Nous  ferons  a=i 
et  p  =  —  1 .  Nous  aurons  alors 

^,_6(a--4-y)»-33VH-P^)'E«-+-ip'«(a'-4-P')E*-f-^p-(«--hP')«E^... 
Dans  le  quotient  le  terme  en  E^  disparaîtra  si  l'on  fait 


P^T^K^n 

a'=9p'. 

Si  en  même 

temps 

nous  faisons 

'^^'=w 

d'où 

P' 

-       ^                 a'-      ^ 

loy^e'                    loj^ 

nous 

aurons 

B«=n--i-E^.., 
i4oo 

d'où 

B  =  n--^E*.... 
a  800 

B  est  donc  extrêmement  voisin  de  1,  et  comme  cette  fonction  ne 
dépend  pas  de  e,  il  est  possible  d'en  construire  une  Table. 


MOUVEMENTS  DES  PLANETES  ET  DES  GOMàTES.        137 

La  valeur  de  A|  est 

^E-f-TVsinE 
celle  de  B 

B  =  JL  sl±Lài!îl. 

Pour  nous  conformer  aux  notations  de  Gauss  et  nous  débarrasser 
du  facteur  v6>  nous  ferons 

A,  _4A. 

nous  aurons 

I  ^      E-sinE 

'^     ^iVE-H^sinE' 
g^  ^E  +  AsinE 
■i/A 

L'équation  de  Kepler  devient  ainsi 
(8>  B[2(i-«)A«+^(i  +  9e)A«j  = 

Pour  rendre  possible  l'emploi  de  la  Table  de  Barker,  posons 


kt\/i 


<9)  A'=\/tT?7^''"«7' 

et,  pour  abréger,  désignons  par  q  la  distance  périhélie  a(i  —  e), 
qui  au  reste  est  mieux  déterminée  que  chacun  des  facteurs  a 
et  I  —  e.  L'équation  (8)  deviendra 

(lo)  75taiig h  25  tang»  —  = -^ , 

en  posant,  pour  abréger, 

.     X  75A:v/n-9e  / 

La  résolution  de  cette  équation  est  des  plus  simples  :  on  fait 
d'abord  B  =  i ,  puis  on  détermine  w  par  la  Table  de  Barker,  A  par 
l'équation  (9),  d'où  logB  par  une  Table  auxiliaire  (Table  I  du 
Theoria  motus).  Généralement  il  suffira  de  recommencer  le  calcul 
au  moyen  de  cette  valeur  de  logB. 
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Pour  déduire  de  A  Tanomalie  vraie  on  procède  comme  il  suit. 
Posant 


iang*?  =  T, 


on  trouve 


A  4  *         8    ^,        8    ^,         1896    .^ 

de  sorte  que,  A  étant  du  second  ordre  par  rapport  à  E, 


A  4  . 


est  du  quatrième.  Posant 


on  trouve 

_^  _  tang 

(19.) 


et  aussi 

cos>-        (i-hT)cos«-        '^»^^^cos«- 

La  Table  (i)  de  TOuvrage  de  Gauss  donne  de  A  r=  o  à  A  ==  o,3, 
de  millième  en  millième,  les  valeurs  de  logB,  de  C  et  de  T. 

La  valeur  de  T  sert  à  déterminer  le  temps  correspondant  à  une 
anomalie  vraie  i^  donnée.  A  cet  effet,  on  calcule  T  par  la  formule 
ordinaire 

T  =  l::iitang«-; 

on  en  conclut,  par  la  Table,  C  et  logB,  puis  A  par  la  relation 

,  _(i  +  C)T 

qui  donne  plus  d'exactitude  que  la  Table  elle-même,  puis  on  cal- 
cule t  par  l'équation  (10).  Si  pour  ce  dernier  calcul  on  veut  em- 
ployer la  Table  de  Barker,  on  ne  calcule  pas  A,  mais  directement  w 
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par  la  relation 


123.  Construction  d'une  éphéméride  donnant  les  coordonnées 
équatoriales  géocentriques.  —  Nous  ne  nous  occuperons  ici  que 
de  la  partie  du  travail  qui  correspond  à  Tapplication  des  lois  de 
Kepler,  réservant  pour  le  Chapitre  IX  ce  qui  concerne  l'appli- 
cation des  corrections  de  parallaxe,  de  précession,  d'aberration. 

Ayant  Tanomalie  vraie  i^  de  l'astre,  le  rayon  vecteur  r  mené  du 
Soleil  à  l'astre,  la  longitude  Q  du  nœud  ascendant  et  l'inclinaison  i 
du  plan  de  l'orbite,  la  longitude  m  du  périhélie,  on  détermine 
d'abord  les  coordonnées  rectangulaires  écliptiques  héliocentriques 
•^0)  J^o)  ^0  de  la  planète  par  les  formules 

Xo=  rcosM, 
j^o=  r  sin  u  cos  i, 
Zo=  r  sin  u  sin  i, 

oii  u  est  l'argument  de  la  latitude  donné  par  la  formule 

en  supposant  que  l'axe  des  Xo  passe  par  le  nœud  de  l'orbite. 

Faisons  tourner  ce  système  d'axes  de  façon  à  faire  passer  l'axe 
des  X  par  l'équinoxe  du  printemps.  Les  nouvelles  coordonnées  Xy 
y  y  z  résulteront  des  premières  par  les  relations 

a?  =  a?o  cos  Si  —y^  sin^, 
7  =  arosina  -H  Jo  cos  Si, 

ou 

X  =  /'(cos  a  cos  Si  —  sin  u  sin  Si  cosi), 

y  =  r(  cos  a  sin  Si  -+-sinucosSi  cos»), 
z  =  rsinu  sin  i. 

Enfin,  si  ^',  y  y  z'  senties  coordonnées  équatoriales  héliocen- 
triques de  l'astre,  en  supposant  que  l'axe  des  x^  passe  par  le  point 
vernal,  on  a,  en  désignant  par  e  l'obliquité  de  l'écliptique, 

X'  =  Xf 

y'  =  ycosz  —  ^sine, 
z  =  y  sine  -+-  z  cose, 
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OU 

3?'=  r(cosMCOsii  —  sinusin^cost')) 

y  —  r(cosMsin^cose-f-sinM  cos^  cosicose  — sinu  sinisine), 
z'  —  r(cos  u  sîn  ^  sin  e  +  sin  u  cos  ^  cos  i  sin  e  +  sin  a  sin  i  cos  e). 

Si  l'on  introduit  des  quantités  auxiliaires  a,  A,  6,  B,  c,  C  dé- 
finies par  les  équations 

cos^  =  asinA, 
l  — costsin^  =  a  cosA, 

]  sin^  cos£  =  6  sinB, 

(M)  ' 

j    cos  ^  cos  (COS  s  —  sin£sine  =  6  cosB, 

f  sin^sins  =  csinC, 

1  cos^cosisins  H- sin^cose  =  ccosC. 

Ces  formules  deviennent 

/  a?'  =  ar  sin  (  A  -f-  M ), 

(i5)  I  ^''^  6rsin(B-4-  a), 

(   ^'=  cr  sin(C  4-  m). 

Les  coefficients  a,  6,  c  sont  moindres  que  un  en  valeur  absolue: 
on  peut  les  prendre  positifs;  A,  B,  C  sont  alors  déterminés.  Pour 
calculer  ces  six  quantités  qui  ont  reçu  le  nom  de  constantes  de 
GausSj  on  peut  soit  utiliser  immédiatement  les  formules  (i4)  ^n 
employant  les  logarithmes  d'addition,  soit  les  rendre  calculables 
par  logarithmes,  en  posant 


(i6) 

Elles  deviennent 


(17) 


cos^  cosï  =  n  cosN, 
sin.i  =  n  sinN. 


a  sin  A  =      cos^i, 
a  cos  A  =  —  cosï'sin^, 
6  sinB  =      sin  ^  cos  B, 
6cosB=      ncos(N-f-e), 
c  sinC  =      sin ^ sine, 
ccosG=      /isin(N-f-e). 


124.  Cas  des  orbites  elliptiques.  —  Les  coordonnées  j:',  y\  z' 
peuvent  encore  s'exprimer,  dans  le  cas  d'une  orbite  elliptique,  en 
fonction  de  Tanomalie  excentrique  E. 
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On  y  remplace  d'abord  u  par  o>  -4-  t^  et  l'on  pose 

(i8)  A'=A-+-to,        B'=B-f-co,        G'=G-ha>, 

ix'  =  ar  sin(A'-f-  c), 
y  =  6rsin(B'-f-p), 
s'  =  cr  sin(C'  -+-  ç). 


On  a  trouvé 


rsinp  =  «i  cos<p  sinE, 
/•cosp  =  «1  cosE  —  ai  sintp, 


(•20) 


et  en  outre 


fil  désignant  le  demi  grand  axe  de  l'orbite,  d'où 

x'=  aiasinA'(cosE  —  sin{p)  + aia  cosA'cos^  sinE, 
y  =  ai6sinB'(cosE  —  sinp)  -^aib  cosB'coso  sinE, 
z'  =  aicsînG'(cosE  —  sinç)  -f-  aiCCosG'  cosip  sinE. 

Si  l'on  pose  encore 

ai  a  sinA'=  /sinL, 
ai  a  cos  A'  cos  o  =  /  cos  L, 

ai  b  sin  B'  =  m  sin  M, 
ai  6  cos  B' cos  cp  =  m  cos  M, 

ai  c  sin  G' =  n  cosN, 
OTiCcosG'  coscp  =  n  cosN, 

—  /sinLsino    =  X, 
^..,  ^  —  m  sinMsincp  =  [JL, 

(  —  /i^inN  sincp  =  v, 
on  aura 

ix'=  /sin(L  -H  E)-hX, 
y  =  msin(MH-E)-4-  »jl, 
z'=  /isin(N  -+-E)-Hv. 

On  n'emploiera  ces  dernières  équations  que  dans  le  cas  de  la 
construction  d'une  éphéméride  relative  à  un  grand  nombre  de  dates, 
et  si  Ton  n'a  pas  besoin  des  valeurs  de  v  pour  d'autres  motifs. 

125.  Coordonnées  géocentriques.  —  Ayant  les  coordonnées 
équatoriales  héliocen triques  de  la  planète,  on  en  conclura  les 
coordonnées  rectangulaires  géocentriques  comme  il  suit  : 

On  trouvera  dans   les  éphémérides  astronomiques   les  coor- 
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données  équatoriales  X,  Y,  Z  du  Soleil  :  on  aura,  en  désignaot 
par  Ç,  Tj,  ^  les  coordonnées  géocentriques  cherchées, 

Ç  =  ;5-hZî 

puis,  désignant  par  A  la  distance  de  Tastre  à  la  Terre,  par  a  et  o 
l'ascension  droite  et  la  déclinaison  géocentrique,  on  aura 

15  =  AcosS  cosa, 
7)  =  A  cos8  sina, 
Ç  =  AsinS, 

d'où  l'on  tirera  a.  S,  A. 

1S6.  Autres  formules  pour  le  calcul  des  constantes  de  Gauss.  — 

On  peut  arriver  aux  équations  (i5)  par  une  marche  qui  conduit  à 
des  calculs  numériques  entièrement  différents  de  telle  façon  que 
Tapplication  de  deux  procédés  donne  une  précieuse  vérification. 

A  cet  effet,  on  commence  par  déduire  des  éléments  de  Torbile 
des  quantités  analogues  déterminant  la  position  de  cette  orbite 
par  rapport  à  l'équateur  et  non  plus  par  rapport  à  l'écliplique. 

Soient  {fig*  aS) 

yEq  Téquateur, 
yEc  Técliptique, 
So  et  Q  les  nœuds  ascendants  de  l'orbite  sur  ces  deux  plans  et 

aussi  les  longitudes  de  ces  nœuds, 
1*0  et  /  les  inclinaisons  de  cette  orbite  8o  90  sur  ces  mêmes  plans, 
s  l'obliquité  de  Técliptique. 

Désignons  par  Aq  l'arc  SoS.  Les  arcs  Qo>  ^o  ^^  <o  sont  définis 
en  fonction  de  S,  f,  e  par  les  formules  de  Delambre 

■   cos  -^ sin  —  =  sin  —  -  -  cos  —  ? 

2  2  '11 

.     Ao ^0     .     «0  .6 — *     .     ii 

sm sin  —  =  sin sin  — , 

(25)                        \                   ^           .                       .        /^ 
cos cos  -  =  cos cos  ~? 

2  2  2  2 

.    Ao  -h  ^0        H             e  —  «    .    ii 
sin î-i^cos~=cos sm— . 

2  2  2  2 
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Ces  angles  une  fois  connus,  on  a  par  rapport  à  des  axes  de 
coordonnées  héliocentriques  équatoriales  dont  Oxq  passe  par  le 
nœud  Qo 

Xo=  rcos(a-i- Ao), 

^0  =  rsin(a-i-  Ao)cosio, 

Zo=  /•sin(u-l-  Ao)sinto. 

Fig.  a5. 


Si  Ton  fait  tourner  les  axes  O^OîJ^oj -^0  autour  de  O^o  de  façon  à 
amener  O^o  sur  la  ligne  Oy  de  l'équinoxe  du  printemps,  les  nou- 
velles coordonnées  ^',  y  y  z'  ont  la  valeur 


x  =  r[cos^o  C05(mh-  A^)  —  sin^io  cos^o  sin(M  ■+■  Ao)], 
y=  r[sinQ,QCOs{u  h-  A©)  H-  cos^ocost'o  sin(aH-  A©)], 
z'  =  rsin^o  sin(M  -t-  Ao). 


ou 


Posant 


—  sin  ^0  cos  «i  =  a'  cos  A', 
cosiio=  «'  sin  A', 
cos^o  cosîi)=  6'cosB', 
siniio=  6'sinB', 


les  valeurs  précédentes  deviennent 

{>.6) 


x' =  a'r  sin  (m -h  Ao-t- A'), 
y=  6'rsin(a-f- AqH- B'), 
z'  =  r  sin  Îq  sin  (  m  -t-  Aq  ). 
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La  comparaison  de  ces  formules  aux  formules  (i5)  montre  que 
Ton  a  les  vérifications  suivantes  : 

(  a!  —  a^  b'=b,         sin«i)=c, 

'^^  )  Ao-+-iV=A,        Ao-hB'=B,  Ao=G. 

127.  Relations  difTérentieUes  entre  les  éléments  et  les  coor- 
données géocentriques.  —  Soient,  comme  ci-dessus  : 

X  et  p  les  coordonnées  géocentriques  de  l'astre, 
Q  et  i  la  longitude  du  nœud  et  Tinclinaison  de  son  orbite, 
/'  et  îù  le  rayon  vecteur  mené  du  Soleil  à  l'astre  et  l'argument  de  la 
latitude  héliocentrique.  (Pour  plus  de  commodité  nous  em- 
ployons les  mots  longitude  et  latitude;  mais  le  plan  fonda- 
mental est  supposé  quelconque;  il  est  entendu  seulement  que 
les  éléments  S,  e,  co,  rn  sont  rapportés  à  ce  plan.) 

Toute  variation  des  éléments  de  l'ellipse  même,  a,  e  et  de  l'ano- 
malic  moyenne  Mq  à  l'origine  du  temps  produit  des  variations  dr 
et  d(ù  de  ret  co.  Regardons  d'abord  ces  quantités  dr  et  dtù  comme 
connues  ainsi  que  les  variations  dQ  et  di  de  Q  et  i]  cherchons  les 
variations  qui  en  résultent  pour  X  et  ^. 

Soient  p  la  projection  sur  l'écliptique  de  la  distance  A  de 
l'astre  à  la  Terre,  R  et  L  le  rayon  vecteur  et  la  longitude  du 
Soleil.  Désignons  par  Ç,  vi,  ^  les  coordonnées  rectangulaires 
géocentriques  écliptiques  de  l'astre,  l'axe  des  Ç  passant  par  le 
nœud.  On  a,  en  négligeant  la  latitude  du  Soleil,  les  formules 
suivantes  : 

I5  =  pcos(X  — ii)=  rcosti)  -H  Rcos(L  — i^), 
T)  =  psin(X  —  ii)  =  rsin(i>cos£  4-  Rsin(L  — iî), 
Ç=       ptangP        =rsin(usin{. 

On  en.  conclut 
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D'autre  part,  les  formules  (28)  donnent 


^  =  cosa), 

ai 

du)                       ' 

ai 

57  =  ^' 

^=H-Rsiii(L-il). 

dr                       ' 

3-!-  =  rcoswcost, 

âr^                ... 
~  =  —  rsinwsme, 
01 

^=-Rcos(L-ai, 

c?;       .       .    . 
~  =  smb)  sini. 
dr                       ' 

-.—  =  rcostùsmif 

00} 

T?  =  rsiiKocosi, 
01 

On  en  conclut  immédiatement 

(3i)      p-r-  =  — cosa)sin(X  —  i^)  -Hsinwcos(X  —  Q,)cosi=  —  sin(X  —  L), 

(32)  p -p  =  r[sinwsin(X  —  ii)-i-coswcos(X  —  ii)cosi], 

dX  r 

(33)  -p-  = sin(i>sintcos(X  —  ^)  =  —  tangp  cos(X  —  Q,), 

j- =  -  [—  sin^cosb)  cos(X  —  Q,) 

(35)  I  —  sinp  sinwsin(X  —  ^)cost-H-cosp  sincDsini], 

R  R 

=  —  cos(X  —  L)sinp  =  —  cos(X  —  L)sinpcosp, 

(36)  ]    £  =  J[sinpcos(X^a)sin<o 
—  sinp  sin(X  —  ^)cosa}  cost  +  cosp  ces  10  sinj], 


(37)  -r'^  =  --[sinpsiii(X  —  ^)siiitosini-l-cospsiatocost], 


(38)        ^  =  5smpsin(X-L). 

Les  formules  (3a),  (36),  (37)  se  transforment  comme  il  suit. 
Soient  (Jig'  26)  : 

yGA  Técliptique  sur  une  sphère  ayant  pour  centre  S  le  centre  du 

Soleil  ; 
GC  l'orbite  de  l'astre; 

Q  et  i  la  longitude  y  G  de  son  nœud  ascendant  et  son  inclinaison  ; 
P  la  position  de  la  planète  dans  l'espace  ; 
T  celle  de  la  Terre. 

B.  —  II.  10 
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La  sphère  est  coupée  par  une  droite  S  U  parallèle  à  TP  en  un 
point  n,  et  si  Tare  CDA  est  perpendiculaire  à  l'écliplique,  yA  est 
la  longitude  X,  ITA  la  latitude  ^.  Soient  M  et  N  les  arcs  QG  et  AC. 

On  a  immédiatement  les  relations 


tangM  = 


tang(X  — ii) 


COSl 

cosM  =  cos(X  —  ^)  cosN, 


tangN  =  sin(X  —  ^)  tangt, 
sinN  =  sinMsînt. 


Fig.  26. 


Au  moyen  de  ces  relations  les  formules  (Sa)  et  (3y)  deviennent 
de  suite 


(3?*) 
(37*) 


ôX  _  r  sinfX  —  Q,)  cos(lVf  —  to) 
^  doj  ~  siiiM 

à^  __  f  sinco  cosicos(N  —  P) 
di  ""  A  cosN 


Pour  simplifier  la  formule  (36),  il  suffit  d'y  remplacer  w  par 
M  —  (M  —  (i>).  Elle  devient 

A  <?3 

- -p- =      cos(M  — (!))[      sinMsinpcos(X  —  ^) 

—  cosMsinpsin(X  —  ^)cost  H-  cosM  cos^sint] 
-h  sin(M  — w)[—  cosM  sinp  cos(X  —  i^) 

—  sinM  sin3sin(X  —  ii)  cost  -f- sinM  cosp  sini]. 

La  considération  du   triangle   8CA  réduit  successivement  le 
multiplicateur  de  cos(M  —  w)  à 

sin  p  sin  N  cos  G  -f-  cos  p  cos  M  sin  «, 
à 

sini[sinpsinNcos(X  —  ii)  H-  cosMcosPl, 
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enfin  à 

siniCOs(X  —  ^)cos(N —  P), 

et  le  multiplicateur  de  sin(M  —  co)  à 

—  sin  p  ces  N  -H  sin  M  ces  p  sin  * 
et  à 

sm(N-?), 

de  sorte  que  la  formule  (36)  devient 

(oo*\         j  y-  = -[sintcos(M  — u))cos(X  —  ^)cos(N— -  P) 
1  -4-siii(  M  —  w)  sin(N  —  P)]. 

Si  Ton  mène  en  B  Tare  BD  perpendiculaire  à  SC  et  en  II  l'arc  QE 

perpendiculaire  à  CA  et  que  l'on  désigne  par  P  et  Q  les  arcs  CD 

et  CE,  on  a 

tang(M  — (d)  ^  tang(N— S) 

tangP=    .    .\. Jr.y         tangQ=    .    .  ^\^ — ^-, 

°  sintcos(A  —  ^)  °  sinecos(A  —  ii) 

et  la  formule  (36*)  devient 

d?       r  sin(M  — a))cos(N  — p  — P)  _  r  sin(N  — P)cos(M---(«)  — Q) 
■         ^     do}~I  sinP  ~"  A  sinQ 

L'introduction  de  M  dans  la  formule  (3i)  donne 

^X  __       sin(X  —  ^)sin(M  —  (d) 
'  dr  ~~  sin  M 

et  la  comparaison  avec  la  même  formule  (3i) 

R  sin(X  —  L)  sinM  =  r  sin(X  —  Q,)  sin(M  —  (o). 

Si  Ton  tient  compte  de  cette  valeur  dans  la  formule  (32*),  elle  se 
simplifie  un  peu  et  devient 

(32**)  ^  =  5sin(X  — L)cot(M  — (D). 

Le  calcul  de  ces  huit  dérivées  partielles,  dont  nous  désignerons 
les  valeurs  par  A,  B,  C,  D,  A',  B',  C,  D',  fait  connaître  les  coef- 
ficients des  relations 

rfp  =  k'dr-\-  B'  rfu)  -h  C  di  -h  D' d^. 
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D*autre  part,  on  a,  en  désignant  par  w  la  longitude  du  périhélie, 

par  if  Tanomalie  vraie 

co  =  Tn  — ^  -f-t», 
d'où 

do)  =  dw  —  dQ,  ■+-  dVf 
de  sorte  que 

(  rfX  =  A  rfr  -h  B  c?i;  H-  B  rfro  H-  C  û^e  -4-  (D  —  B)  rffl, 
^^^^         )  d'^  =  X'  dr  -^W  dç  -\'B'  dw  -^  C  di-i-  {D  -  B')  da- 

Enfin  r  et  p  dépendent  dans  une  orbite  elliptique  du  demi-axe  «, 
de  l'excentricité  e  et  de  l'anomalie  mojenne  Mo  à  l'origine  du 
temps.  11  est  commode  de  représenter  e  par  sincp,  d'introduire,  au 
lieu  de  a,  le  moyen  mouvement  n  donné  par  la  relation 

n«a»  =  A:«(n-fx), 
d'où 

..»«.  idn       Zda 

(38)  1 =  0. 

^      ^  n  a 

En  désignant  par  E  l'anomalie  excentrique,  la  diflférentiation 
donne  sans  peine 


(39) 


dv  =  ^aM  -h  ~(2  — ecosE  — e»)sinEc?;p, 

dr  =  ^da-^a  tangcpsinpe/M  —  acosçp  cosp  do. 


^^^^     l  d^  =  Xdyio-i-yi\>'dn-he'd9-\-Œ>'dw-hC'di-hg'dpo 

Toutes  les  différentielles  représentant  des  arcs,  ces  relations 
sont  les  mêmes,  qu'on  les  exprime  en  secondes  ou  en  parties  du 
rayon . 

Ces  formules,  comme  les  formules  ordinaires  du  mouvement 
elliptique,  sont  d'une  application  peu  précise  dans  les  orbites 
presque  paraboliques. 


Enfin 
( 4o)  dM.  =  dMo -^  tdn. 

La  substitution  de  ces  valeurs  donne  les  relations   cherchées 
sous  la  forme  i 

d\  =^o  <iMo  -h  ift)  e//i  H-  C  rfcp  -4-  (5^  dxs  -¥■  C  di  -^  §  dSl,  , 
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CHAPITRE  YÏÏI. 


DÉTERMINATION  D'uNE  ELLIPSE  PAR  DEUX  RAYONS  VECTEURS  ET  l'iNTERVALLE 
DE  TEMPS  MIS  PAR  L* ASTRE  A  PASSER  DE  l'cN  A  L'AUTRE.  —  MÊME  PROBLÈME 
POUR  LA  PARABOLE.  —  THÉORÈME  d'eULER.  —  THÉORÈME  DE  LAMBERT.  — 
RAPPORT  DES  AIRES  DES  TRIANGLES  COMPRIS  ENTRE  TROIS  RAYONS  VECTEURS. 
—  EXPRESSIONS  DES  DISTANCES  d'uNE  PLANÈTE  A  LA  TERRE  A  TROIS  ÉPOQUES, 
EN  FONCTION  DES  AIRES  DES  TRIANGLES  COMPRIS  ENTRE  LES  RAYONS  VECTEURS 
MENÉS    DU    SOLEIL    A    LA   PLANÈTE  A  CES  TROIS  ÉPOQUES. 


128.  Problème  fondamental  pour  les  déterminations  d'orbites. 
—  Gauss  a  résolu  dans  le  Theoria  motus  corporum  cœlestium 
plusieurs  problèmes  relatifs  à  la  détermination  d'une  section  co- 
nique décrite  par  un  astre  autour  du  Soleil,  en  supposant  donnés 
des  éléments,  en  nombre  suffisant,  dans  le  plan  de  l'orbite.  Nous 
nous  occuperons  du  suivant  qui  a  la  plus  grande  importance  pour 
la  détermination  des  éléments  d'une  orbite  elliptique  entièrement 
inconnue,  problème  qui  fera  l'objet  du  Chapitre  IX  de  cet  Ouvrage. 

129.  Déterminer  l'ellipse  décrite  par  une  planète,  connaissant,  en 
g^randeur  et  en  position,  deux  rayons  vecteurs  menés  de  cette  pla- 
nète au  Soleil  et  le  temps  que  la  planète  a  mis  à  aller  d'une  des  po- 
sitions à  l'autre.  —  Réduction  du  problème  a  deux  équations  a 
DEUX  INCONNUES.  —  Soit  6  le  produit  de  l'intervalle  de  temps 
par  la  constante  k  de  Gauss  ;  soient  pour  la  première  position  /•',  ç^', 
II'  le  rayon  vecteur,  l'anomalie  vraie,  l'anomalie  excentrique; 
soient/^,  i'",  iJ'  les  quantités  analogues  pour  la  deuxième  position. 

Nous  désignerons  par  5  le  rapport  du  secteur  elliptique  compris 
entre  les  rayons  vecteurs  Z,  /-"  au  triangle  rectiligne  compris  entre 
les  mêmes  rayons.  Les  quantités  /•',  r^\  6,  v>" —  p'  sont  données. 

Nous  prendrons  pour  inconnues 

v" -\- v\     u-hu'y     u" — u\     a,     e,    5. 
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D'après  la  loi  des  aires,  le  double  de  l'aire  du  secieur  ellip- 
tique est  6y/a(i  —  e^);  d'autre  part,  la  diflFérence  des  aDomalies 

moyennes  est  Oa  ^.11  s'ensuit  que  les  six  équations  du  problème 
sont 

(i)  5.rVsiii(p'—  p')=  e/â(i  — e»), 

(2)  a— tt— -2esin cos =  6a   *, 

et  les  suivantes  [§  82  (6)] 

\  4  /  —  sin  —  =  / 1  -+-  e  sin  — ,  4  /  —  sm  —  =  / 1  -+-  e  sin  — , 

(j^)    V  «     ^    ^  2       y  a     ^ 

]  ^   fP        v'        I a'  ,  f^        ^''        ) «' 

f  4  /  —  cos  —  =  V  I  —  e  cos  —  j         4  /  —  cos  —  =  v  1  —  e  cos  —  : 
\\   a        *i.       ^  2  V    ^         21  '^ 

d'où  l'on  tire  aisément 

(3)  v^'' ''  sin =avi  —  e*sin ? 


(4)  /^ 


cos =  a  cos ac  cos  - 


(5)  /•-+-/'=  2a  —  2aecos cos 


Les  équations  (i)  à  (5)  ne  contenant  pas  v^' -{- v'  suffisent  à  ré- 
soudre le  problème. 

On  peut  aisément  éliminer  entre  ces  équations  les  quantités 

a' H-  m'  / 

aecos — ; >     a,     a^i  —  e^. 

AceteflFet,  on  tirela  première  de  ces  quantités  de  l'équation  (4 )< 
la  dernière  de  l'équation  (i)  et  l'on  substitue  dans  les  trois  autres. 
On  trouve 

/   /.         /r         ,        .    /    If         fv       2    ,-r-i!  .    u"  —  u'        s/ — v'         6 

(2  )      u —  a  — sin{a  —  m  )H —  yJr  r^xn cos =  — 7» 

•  ^  '      a^  2  2  I 

(3)  I  =  3  îr-5//' /•  cos sin , 

g  22 

(j)  /• -f- r  =  2asin» ^%^rrç,o% cos • 
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En  tenant  compte  de  réquation  (3'),  Téquation  (2')  devient  d'a- 
bord 


a'—  m' — sin(i*'—  aM=  — r- (  i )i 


puis 

et  l'équation  (5')  devient  de  même . 
(5  )        r+r*— 2 vrV ces ces 


2s«r  /^cos* 


Ces  équations  ne  renferment  plus  que  les  inconnues  s  et  v!' —  u'. 
On  en  abrège  un  peu  l'écriture  par  le  procédé  suivant,  dû  à 
Encke.  Soit  x  la  corde  du  secteur  elliptique;  posons 


X 


(6)  sinY=  -7 — 3, 

d'où,  en  observant  que  %-=  /•'^-f-  r"^ —  2/''r"cos((^" —  p') 

, v"  —  v' 

2/r'r*cos 

(7)  cosY  =  =7— -i-^ 


L'équation (2") s'écrit,  par  l'introduction  de  y?  que  la  formule  (7) 
permet  de  calculer, 

^^  '       J  ~"  (r'-f-r')»cos»Y  u'—u!  5»' 

^  ^  *  sin» 

2 

et  l'équation  (5'),  où  l'on  remplace  au  premier  membre  cos — "^ — 

f^i j^' 

par  I  —  asin* — ; —  donne  d'abord 
4 

—.  =  2r  r'cos* 2(r  -t-  r')sin*-  -^  ^Jr  r  ^m^ ; — cos 1» 

5*  2L  '         1  ^  4  2J 

OU,  en  tenant  compte  de  nouveau  de  la  valeur  de  cos  y, 

(B)  sm» — ; —  = -- — j — — — . 
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130.  Résolution  des  deux  équations  A  et  B  quand  l'angle  des 
rayons  vecteurs  est  petit.  —  Pour  résoudre  ces  équations,  posons 

a?  =  sin» ; 9  X=  = ', 

^  sin« 

2 

et,  d'autre  part, 

Les  équations  (A)  et  (B)  deviennent 
(A')  '=->'«%^' 

Or X  est  une  fonction  de  x  que  Ton  peut  réduire  en  table.  Pour 
des  raisons  que  nous  verrons  au  paragraphe  suivant,  Gauss  pose 

(9)  7x  =  6-^+«' 

et  i  est  une  très  petite  quantité,  sensiblement  égale  à  ^  x^. 
L'équation  B'  donne  ainsi 

Ç,  étant  un  très  petit  nombre,  pourra  être  supposé  nul  en  première 
approximation  et  servir  de  base  à  un  calcul  d'approximations  suc- 
cessives. Posant 

<I0)  Y)  =  -z = :> 

cette  équation  s'écrit 

m*       m*  _  lo   I 
/)         5»   —  9   X' 

et  l'élimination  de  X  entre  cette  équation  et  l'équation  Â'  donne 


<n) 


La  marche  du  calcul  apparaît  d'elle-même.  Faisant  d'abord  i=o 
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réquation  (lo)  donne  r\,  puis  réquation  (i  i)  qui  n'a  qu'une  racine 
positive  donne  5;  l'équation  B' donne  ce  d'où  l'on  déduit  une  nou- 
velle valeur  approchée  de  Ç,  En  raison  de  la  petitesse  de  5,  deux  ou 
trois  approximations  suffisent  à  en  trouver  la  valeur  déûnitive, 
d'où  celle  de  œ  et,  par  suite,  celle  de  u" —  u'. 

Gauss  a  donné,  dans  le  Theoria  motus,  une  Table  qui,  pour 
chaque  valeur  de  ttj  de  o  à  0,6,  donne  log5^.  L'étendue  de  cette 
Table  est  plus  que  suffisante  pour  le  calcul  de  Torbite  des  planètes. 
En  effet,  dans  une  première  détermination  d'orbite,  s/ — ç?  étant 
petit,  Y  l'est  aussi,  ainsi  que  y  :  de  sorte  que  •t\  diffère  peu  de 

-  m*  ou  de  t  -7-7 irh\  or  k  est  moindre  que  0,02;  r  —  V  n  at- 

teindra  pas  100  jours;  de  sorte  que  k{i'  —  t^)  est  moindre  que  2. 
Gomme  r'  et  î^  valent  au  moins  2  pour  les  planètes  comprises 
entre  Mars  et  Jupiter,  les  seules  en  cause  ici,  on  voit  que  tj  est 
très  petit.  Gauss,  dans  une  autre  Table,  donne  les  valeurs  de  Ç 
qui  correspondent  aux  valeurs  de  j;  de  o  à  o,3. 

131.  Développement  de  X  en  série  suivant  les  puissances  de  rr.  — 

Pour  abréger,  posons 

u"—  u' 

Nous  aurons 

(12)  j?  =  sin*  — >  X  =     "    .   , ^« 

On  obtient  aisément  un  développement  de  X  en  série.  On  a  en 

effet 

X  sin»^  z=  ig  —  sin2^, 
d'où 

sin^-^ h  3Xcos^  =  4» 

dx        I    . 

I    .  _     d\       ^  _-  , 

1        °  dx  o       -» 


et  comme 


on  en  conclut 


ou 


(i3)  (aar  — 2a7»;^4-(3-6j?)X-4  =  o, 

et,  si  l'on  pose 

X  =  a© -H  a,a?-Haja7*-H.. ., 
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on  obtient,  par  substitution, 

4  2/1-4-4 

de  sorte  que 

,   ,.  3_,  6  6.8    ,      6.8. lo    , 

^  ^'  4  5         5.7  5.7.9 

Si  Ton  néglige  les  termes  en  x^^  on  a 


4"       i-|a:' 

d'où 

4   I  _        6 
3X~'      5"^ 

et 

10   I   _  5 


ce  qui  montre  que  Ç  est  de  l'ordre  de  x".  D'autre  part,  si  l'on  né- 
glige les  termes  du  troisième  ordre,  la  relation 


donne 


3-,  6         6,       36    , 

4  0  0  '10 


formule  qui,  par  comparaison  avec  la  formule  (14)9  donne 


î  =  è-'- 


132.  Développement  de  X  en  fraction  continue.  —  Gauss  a, 
d'ailleurs,  été  conduit  à  l'introduction  de  Ç  d'une  façon  bien  plus 
naturelle  parle  développement  de  X  en  fraction  continue. 

Si  l'on  désigne  par  F(a,  p,  y,  x)  la  série  hypergéométrique 

F(a,  S,  Y,rr)  =  n S-a?-*-  -^^ V         x      ar«-f-.... 

^     '^^  *'  i.Y  1.2.^(^  +  0 

on  a 

^X  =  f(3,.,-^,.). 

Rappelons  que  a,  p,  y,  x  s'appellent  les  premier,  deuxième,  etc. 
éléments  de  la  série . 
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Si  l'on  pose 

F(a.p  +  i.r  +  i.a:)  _  (j.„  a  „  ^x 

on  a,  en  remarquant  que  dans  la  fonclionF  on  peut  intervertir  les 
deux  premiers  éléments, 

Or  on  vériGe  immédiatement  la  relation 

qui,  divisée  par  son  premier  terme,  donne 


G(a,  p,T,a7)        Y(Y-hO 
ou  encore 

I 


G(«,P.r,^)= — i^(YTrp) 


j y ^a;G(3-i-i,  a,  Y-4-i,ar) 

Y(Y  +  i) 


L'application  réitérée  de  cette  formule  donne 


i 


bx 


ou 

Y(y-+-i)'  (v-+-i)(y-»-'^) 

(a  +  i)(Y-4-i-p)  ^       (P-f-2)(Y-^2-«) 

(Y  +  2)(Y-+-3)    '  ''-      (ï-i-3)(Y-+-4)     ' 
_(«-f.2)(Y-4-2-p)  (P-f-3)(Y-^3-g) 

^  (T-H4)(Y-+-5)     '  ^  (ï-+-5)(Y-i-6) 

Faisant  dans  ces  formules  ^==0,  remplaçant  y  par  y  — i,  et 
observant  que  F(a,  0,^,0?)=:  i,  on  obtient 

I 


F(a,  i,Y,^)=G(a,o,Y  — 1,^)  = 


a  X 
I  — 


b'x 
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OÙ 

a'  = 


6'=1jLi^, 


(Y  +  i)(Y  +  a)'  (Y  +  .^)(.^H.3}' 


et,  par  suite,  en  faisant  a  =  3,  y  =  |î 


^x= — L_^ 

4  ^  ?^ 


l  — 

ce  qui  conduit  naturellement  à  poser 


4  1-1(07-0 

et  montre  assez  que  le  premier  terme  du  développement  de  \  en 
série  est  ^x^. 

Gauss  a  donné  de  remarquables  développements  de  Ç  en  fraction 
continue,  dont  on  trouvera  la  démonstration  dans  son  célèbre  Mé- 
moire sur  la  5eWe/rK/>er^^omem5rae(GAuss,  Werke,  t.  III,  p.  iS;). 

133.  Détermination  des  éléments  de  l'ellipse  d'après  la  valeur 
de  X.  —  Posons,  pour  abréger, 

^-=/.        ^-=F'        —J-=^^        -^i—  =  ^'' 

observons  que  /  est  donné,  que  la  connaissance  de  x  entraîne 
celle  de  g,  tandis  que,  au  contraire,  F  et  G  sont  encore  inconnus, 
ainsi  que  a  et  e. 

Les  équations  initiales  (E)  (n"  129),  si  l'on  pose  e  =  sin5, 
deviennent 


(i5) 


(16) 


/^  ^"^  (?- t)  =  (*="*  î  -  *'°  I) '^'^K?  -  f)  ' 
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En  combinant  par  addition  soitles  équations  (i5),  soit  les  équa- 
tions (16),  après  les  avoir  multipliées,  ou  bien  par  sin( — ^     ) 

et  H-  cosf h  -)>  ou  bien  par  — cos( — h  —  )  etsînf — Ht-)»  ou 

bien  par  sin  ( j  et  cos  [ j  >  ou  bien  par  —  cos  ( j 

et  sin  ( U  on  obtient 

.  P        f-^S  CD        /F       G         \        .    ?        /F       G\ 

I  /  —  cos ^  =  cos  -  cos  I y-  g\  —  sin  -î-  cos  (  — 1 ) , 

\  a  1  'X        \i        1         I  1        \%        1  / 

.  R       /-+-^  ?        /F       G         \        .    o        /F       G\ 

I /  —  cos ^ —  =  cos -i-  cos  ( g\  —  sin  -î-  cos (  — 1 \y 

y    a  2  î*\2        2/  2\'2        2/ 

I  /  —  sm =  cos  -A-  sin  ( \-  ff]  —  sin  -ï-  sin  ( 1 ) , 

y    a  2  2        \  2        2       ^  /  2        \  2        2  / 

,  /P  .    f-+-g            9    •    /Gr       F          \        .    o    .    /F       G\ 
4  /  —  sm =  cos  -  sm  ( h  iÇ"  )  -+-  sm  -s-  sm  ( 1 )  9 

y     a  2  2X2  2*^/  2\2  2/ 

.  P        f—g             cp        /F       G\                .    ©        /F       G         \ 
I  /  —  cos ^  =  cos  -i-  cos  ( )  —  sm  -î-  cos  ( 1 g\, 

y     a  2  2\2  2/  2\2  2®/' 

.  p     f—g        ?     /F     G\  •  ?     /F     G      \ 

I  /  —  cos  ~ —  =.  cos  -  cos  1 1  —  sm  -i-  cos  (  — 1 \-  g), 

y    a  2  1        \i        1 J  1        \%        1       ^  J 

.  P   •    f—g            ?    •    /ï^       G\                .    9    .    /F       G         \ 
4  /  —  sm —  =  cos  i  sm  ( )  —  sm  -ï-  sm  ( 1 £"], 

y     a  2  2\2  2/  2\2  2°/' 

.   P  .    f-g  o    .    /G       F\  .    ©    .    /F       G         \ 

I  /  —  sm —  =  cos  -  sm  ( 1  h-  sm  -î-  sm  (  — 1 ^  g]* 

y    a  2  2        \  2        2  /  2        \  2        2  / 

Combinant  ensuite  chaque  équation  de  rang  impair  avec  la  sui- 
vante, on  trouve 

f-^g  ?   .        .    F  — G 

cos^^^ =  2cos-i-smiÇ'  sm , 

2  22 


('7) 


F  — G 

9 

2 

F-+-G 

., 

2 

F-hG 
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Le  calcul  numérique  est  facilité  en  faisant 

4 


d'où 


-  =lang(45*'-ha)), 


''  rP        '/r' 


A--v/7=t^7?fi/^-i/^j  =  ^^3! 


sinsci) 


-COS^d) 


ce  qui  donne  aux  équations  (17)  la  forme 


cos ^  tane:2ct>  =  4  /  —r—,  cos  -^ siOiÇ' sin , 

•2  °  \    r' r*        2       °  A 


sin 


/+^ 


2 


(•8)  / 


C0S2t0 
COS 


1^777  cos  |sin^  cos 


F  — G 


f—^,  //«*     •    o   •         .    F-f-G 

î ^tangîu)  =  4  /  -7-T  sin  -  sinj?  sin > 

2  °  V    /•'/•'        1       °  2 

*  /  a»      .0 
=  4/  --7  sin -2- s 
y    r  r  2 


2 

COS  2 10 


•sm^cos- 


F-+-G 


où  les  premiers  membres  sont  connus.  On  en  conclura 

4 / -r-y  cos  ^  sin  ^,     4/-r-FSin^sin^,     lang — - — ,     tang — - — , 

et,  par  suite,  n^  ©,  F,  /.  On  observera  que  cos^  et  sin  -^  sont  po- 

F  -*~  r 
sitifs;  on  connaît  le  signe  de  g.  Les  signes  des  sin  et  cos  de  — ^=^— 

sont  donc  déterminés  sans  ambiguïté. 
La  valeur  de  a  sin^^  doit  être  égale  à 

2  (  /  -f-  sin*  —  j  ç.Q%f^r'r\ 

identique  à  la  suivante,  que  donne  immédiatement  la  formule  (5) 

a  %vo>g  =  2  /r'  /•'  cosflj  -h  sin*  f-  j , 
et  cette  formule  peut  servir  à  vérifier  tout  le  calcul. 
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134.  Cas  de  la  parabole.  —  Le  problème  se  simplifie  beaucoup 
si  la  trajectoire  est  une  parabole.  Ayant 

V  V 

2  COS*  —  1  COS*  — 

2  '2 

on  en  conclut 

\/5— (î-D-    \/^— (M)- 

de  sorte  que  />  et  F  sont  déterminés  si  l'on  donne  r',  r"  et/. 
En  multipliant  ces  deux  équations  membre  à  membre,  on  a 

-  =.  cos  F  ■+-  cos/. 


\/r'r 
En  les  élevant  au  carré  et  additionnant,  on  trouve 


p(r'-^r')  ,F— /  ,F-+-/ 

II:^ — ^^  =  cos* ^  -{-  cos« ^  =  I 

2  r'  r"  2 

L'élimination  de  F  donne 


cos  F  cos/. 
2r'r"  2  2  "^ 


2rVsin«/ 

(19)  r- 


r'  -+■  /^ —  2  /r'  r*  cos  / 
On  a  aussi 

(--+--  1  —  tanc:  -  taner  ^ 


cos. 
Va 

d'où 


l)        i-tang-tang^ 


.      V                               F       s/?  —  \/r'       f        .  / 

(*20)  tanff—  =  — ;= TrrCOt  -  =  sin2to  cot -• 

D'autre  part,  les  équations  (i)  et  (2)  sont  remplacées  par 

(21)  sr'r"  smif  =  ôv/jô, 

tang--tang-  -1- -/ tang»- -  tang'~  )  =  — . 

Cette  dernière  s'écrit 
(^tang-~tang-j|^i-h-(^tang«^-+-iang-tang--f-tangî-jj=  — 
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OU 

.     p' — V'     /  V" — V' 

sin /  cos 


I  I  2  1        '2O 


COS  —  COS  -  \  3  COS*  —       3  cos*  -  cos— cos—  /       p* 

a         2    \  '1  2  'JL         '1  /        * 


2 
ou  encore 


2v/rVsin/  fir''       ir'       2CDs//r'/^\  _  26 

ou  enfin,  en  tirant  r'-h  /•''  de  Téquation  (19), 

1 
2  rV"  sin /cos/  ^  4(/-'r'')»  siny 
(^22;  0  — 


/^ 


3/,* 


D'autre  part,  la   valeur  ci-dessus  de  p  par  rintroduction  de 
l'angle  y,  au  moyen  de 

r'  -h  r'  =  2  \/r'  r"  cos/ > 

•^  cos  Y 

devient 

__        //•'r'sin*/       _  //•'  /•'  sin'/ 

^  ~         J7     ^  \  ~     V  cos/ 

•^  \cosY        / 


cosj 


L'équation  (22)  devient  donc 

(a3)  e  =  2/i7'(''''^)^cosV-^-  S  /ic/''/'')*  cosV-A 

Posant 

o«  e*  I 


(r'-^-  r*)'  cosî'Y       8(r'r'')^cos»/  2v/2(rV)^cosV 

on  a 

(24)  /n=/^-*-îyi 

D'autre  part,  si  dans  les  équations  (  A', B'),  n®130,  onfait:r  =  o, 
ce  qui  donne 

^-3' 


on  a 


.=û^lt^, 


m 
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de  sorte  que  l'équation  (24),  relative  à  une  orbite  parabolique,  se 
déduit  des  équations  relatives  à  l'orbite  elliptique,  en  faisant  a:=o. 
L'équation  (a4)  permet  aussi  d'exprimer  s  en  fonction  de  m 
ou  de  /  ;  elle  donne 

4  .       I  -4-  -2  sécv        I             r'-h  r" 
5  =  1-+- |y  =  i-  - 


1       4/n» 


'       5    '    3  5» 


qui,  combinée  avec  la  précédente,  redonne 


m 


On  voit  que  s  s'exprime  simplement  en  fonction  de  r',  /•",  /;  il 
n'est  pas  nécessaire  d'introduire  6.  Si  Ton  veut  une  valeur  de  s  où 
entre  6,  on  pourra  prendre  l'équation  (5"),  qui  devient 


(25)  5»  = ■  . 

2r'r'cos*/(r'-+-  /•" — lyr'/^'cos/) 

Enfin,  si  dans  l'équation  (2a)  on  remplace  p  par  la  valeur  (19), 
on  trouve 

(26)  0=  ^(,.'-+.r'-hv^7V'cos/)(r'-4-/-''— 2v/F^;^cos/)V 


135.  Théorème  d'Eûler.  — Eulera  montré  que,  dans  une  orbite 
parabolique,  il  existe  une  relation  entre  la  somme  de  deux  rayons 
vecteurs,  la  corde  qui  joint  leurs  extrémités  et  le  temps  employé 
à  aller  de  l'une  à  l'autre,  et  cette  relation  est  indépendante  de 
tout  autre  élément.  L'équation  (24)  donne  immédiatement  cette 

relation,  puisque 

0 

m  =  


1       »    ' 


de  sorte  que  cette  équation  (24)  peut  encore  s'écrire 

•     Y  •      Y 

sin  -  ,  sin3- 

(27)  —  ~ 


11  i      '    3        1 

(/•'-HT*)*  cos*Y       cos'y  cos*y 


B.  -  If. 
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OU 

1         Y                   4                     1           Y        (/*'  -+-  r*)*         Y 
e  =  (r'-t-r")*  sin-*^cosY^-^  (/•'-*- /'*)*  sin»-i-  = ^ — -  sin-*- (h-cosy). 

Posant 

cos-J^  -h  sin  -  =  M, 

2  2 

Y  .     Y 

_L   cm   J.  ^^   j.» 


on  a 


cos-  —  sm 

2  2 


1  I  A 


I,      ,     .         »VJ,  X,       .     .  «  V  I 


et  comme 

a  =  /i-hsiDY  = ^ — > 

^       (r^H-r'-x)^ 

i'  =  V^i  —  siny  = p-, 

il  s'ensuit  que 

(28)  60  =  (r'  H-  /•"  -^  x)«  —  (r'  -h  r"—  x;i 

136.  Détermination  de  la  corde,  dans  une  orbite  parabolique, 
d'après  la  somme  des  rayons  vecteurs  et  l'intervalle  de  temps. 
—  L'équation  d'Euler  sert  à  trouver  x  quand  on  connaît  /•'+/■'■ 
et  6  ;  mais  le  plus  commode  est  de  la  reprendre  sous  la  forme  (27). 
qui  s'écrit  aussi 

r>o  ^  .  Y      .  .  «  Y 


(r'-H  r")* 

2 

2 

Divisons  les  dei 

Lix  membres  par 

2"  et  posons 

.     Y 
SID  * 

(•^9) 

2 

iin^, 

nous  aurons 

(3o) 

ne 

=  sin  3  .s. 

3                     :i 

2ï(r' -+-/•")'- 

L'angle  y  étant  aigu,  ^  est  moindre  que  j;  donc  sin;?  est  moindre 
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que-;  il  s'ensuit  que  3>s  est  moindre  que--  Il  n'y  a  donc  qu'une 

valeur  admissible  de  3z  et,  par  suite,  de  z  et  de  y. 

Pour  calculer  la  corde  x,  il  faudrait  de  z  déduire  y,  après  quoi 
on  aurait 

x  =  (/''-f-  r^)sinYï 
ou 

X  =  (r'-f-  r'')i^7.  sin^/i  —  2  sin*^  =  (r'-f-  r*)2*  sinzy^^côsSl, 

et  comme 


60 
^ coséc  3  z , 


on  conclut 


as/r'-hr' 


2O        3sin2 


(3i)  y.  =     ■  .    .     /C0S2  3. 

Jr'-i-  r"  sin3^ 


3  sinz 


Le  facteur    .      -y/cosaz,  très  voisin  de  un  quand  6  est  petit,  a 
été  réduit  en  Table  ayant  pour  argument  3  •  (Oppolzer, 

Traité  des  orbites,  Table  VII).  Si  u.  désigne  ce  facteur,  on  a 

(32) 


137.  Théorème  de  Lambert.  —  Le  théorème  d'Euler  a  été 
étendu  par  Lambert  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole.  C'est,  dans  ces 
deux  derniers  cas,  une  relation  entre  la  somme  r' -\- r^'  de  deux 
rayons  vecteurs,  la  corde  x  qui  joint  leurs  extrémités,  le  temps 
que  l'astre  a  mis  à  aller  de  l'une  à  l'autre  et  le  demi-grand  axe^ 
cette  relation  est  indépendante  de  Texcenlricité.  Nous  nous  bor- 
nerons au  cas  de  l'ellipse.  On  a 

x*=  (/•'cosp' —  r'cosp')*-h  (/^sinp' —  r'sin (>')', 
et  comme 

r  cos  V  =  a  cos  u  —  ae,        rsin  (^  =  6  sin  w  =  a  ces cp  sin  m, 
x*=  a'(cosM'' —  cosu!)^-\-  a'cos*cp(sintt' —  sin  a')* 

=  4«*  sin^^sin^G  ■+-  4«*  cos*©  sin*^cos*  G  =  4«*  sin*^(i  —  e*  cos*G). 

Posons  cosA  =  ecosG,   et  prenons  h  entre  o"  et  180°,  nous 

aurons 

X  =  2asin^sîn  A, 
r'-h  r"  =  ia{i  —  ecos^cosG)  =  ia(i  —  cosAcos^), 
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d'où 

h  —  ff 

r'-f-r*  — x  =  2a[i  —  cos(A  —  g)\=  4«  sin* -y 

h-\-  g 
/•'-h  r'-hx  =  aa[i  — cos(A-i-^)]=  4asin» • 

Enfin 

ki  —  a^{ig  —  ae  sin^cosG)  =  a*(2^  —  2sin^cosA) 
=  a*  [(  A  -I-  ^)  —  (A  —  ^)  —  sin( A  -+-  ^)  4-  sin(/i  —  ^)], 

et  finalement 

ht  2a— (r'-f-r*)  — X         .  2ûr  — (r'-h  r')  — x 

— ;r  =      arc  cos ^ sin  arc  cos 

,1  ia  la 

(33)    \  ^ 

^  »  2a— (r'-4-r")-+-x        .  2a  —  (r'-4- r')-+-x 

—  arc  cos h  sm arc  cos ^^ • 

2a  2a 

La  différence  h  —  ^  est  tout  à  fait  déterminée,  car  on  a 

n-7       r        /                      i.\             .    h  —  g   ,    h-^  g 
/r  r  cos/  =  a(cos^  — cosA)=  2 asm sin ; 

or  A  et  ^  sont  <  i8o°  ainsi  que     '^^;  donc  sin  -^— ^  a  le  signe 

décos/.  Mais  A  4- g'  a  deux  valeurs.  Cela  tient  au  fond  à  ce  que 
par  deux  points  donnés  on  peut  mener  deux  ellipses  qui  aient  un 
foyer  donné  et  même  grand  axe;  car  l'autre  foyer  est  l'un  des 
deux  points  communs  à  deux  cercles  ayant  les  deux  points  donnés 
pour  centre  et  pour  rayons  respectifs  les  différences  entre  le  grand 
axe  et  les  distances  des  deux  points  au  premier  foyer. 

138.  Expressions  approchées  des  rapports  des  aires  de  deux 
triangles  compris  entre  trois  rayons  vecteurs  consécutifs.  —  Nous 
supposons  que  ces  angles  ont  le  centre  du  Soleil  et  une  position 
d'une  planète  pour  sommets  communs,  et  pour  troisièmes  sommets 
deux  autres  positions  de  cette  planète. 

Soient,  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  ayant  pour  centre 
le  centre  du  Soleil  et  situés  dans  le  plan  de  l'orbite,  x,  y,  a;\  >*', 
x^^y  les  coordonnées  de  trois  positions  successives  de  la  planète^ 
r,  z-',  /'  leurs  rayons  vecteurs,  /,  t\  f  les  dates  des  observations 
exprimées  en  jours  moyens,  k  la  constante  de  Gauss. 
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Posons 

ki^f—  t')  =  6,        A( r-  0  =  0',        A'( t'—t)  =  0". 

Les  coordonnées  ^,  y,  x\  y^  oé\  y"  satisfont  aux  équations 
du  mouvement  elliptique  (Chap.  XI) 

^X       X  rf«Y       Y 

Si  l'on  considère  que  x,  y  sont  les  valeurs  de  X,  Y  pour  une 
époque  précédant  de  6''  celle  qui  correspond  aux  valeurs  x',  y  y 
on  a,  par  la  formule  de  Taylor, 

•^""•^      "  ^6'  "*■  I.-2  é^O'î         6    ^iÔ'a  ■*"24    rfO'* 

et  de  même 

,_     ,         dx'         0»    </»a7'        e»  f/3a:'        e*    d'*x' 

"^  ""^"^"Së^"*"!:^  ^ê^"^  6  "55^  "^lï  3e'ï^  "*"•••' 

,    ^rfr'      e*  d*-y     0'  c?3/     0^  d^y 
•^  "-^^  é^e'  ^  1.2  rf6'ï  ^  6  ^6'»  ^  24  rfO'*  ^'  •• 

Or  on  a  par  les  formules  (34) 
d^x'  _       x'        d^x'  __         \    dx'  X    dr'       d^x'  _    6    dr'  dx' 

d^y  __  __  y    ^'y L  f??i'    ^  zl  ^'    ^-^i'  -  A  f^  ^ 

5ê^  ■"       r'*'      t^ô'3   ~       r'3  t/e'  "^     r'*  d^''      é^ô'*  "  /•'*  é/0'  d^'  '^"'' 

d'où 

,      ,rfx'  ,      ,d/ 


(35) 

en  posant 

(36) 


_    _  22  j 22  JL  ^cl 

6    r'3         4    r'*  i^' 

'-      —  ?!  J_        ?!  ±  f^' 
^  ~  \     2   r'î  "^    2   r*  t^ô' 

A»-  ft-  ?!±   ^  ?!  J.  f^ 
6   r'3  "^   4   /-'*  ^0' 
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Désignant  par  [r'r"],  [rr^^],   [r;*']  les  doubles  des  aires  des 
triangles  compris  entre  /^  et  /•",  r  et  r",  r  et  r',  on  a 

[r'r"]  =  x'y—yx",         [  rr"]  =  xy  —  yx',         [rr']  =  xy—yx', 
d'où,  en  tenant  compte  des  formules  (35) 

(37)  [-']=  *(y^-y  J'). 

La  loi  des  aires  donne,  en  négligeant  la  masse  de  la  planète  et 
désignant  par/>  le  paramètre  de  son  orbite, 

,dy        ,dT'        ,- 
Donc 

Ir  '  M     f,  /-  r       ®*  '       0'  •   df'     1 
r     .1       «.  /-r         8''    '         8''    '    '''•'       1 

I  r.,^1     fi'./;;r.     ^''  •    .  e''(Q-'>')  I  '/r'     -1 
1   t"-]  =  «v^''['--6-?ï+ 4 ?î5Ô-'---J' 

formules  dans  lesquelles  on  n'a  négligé  que  les  termes  du  qua- 
trième ordre  au  moins  par  rapport  à  6,  0',  9". 

On  en  conclut  immédiatement  les  développements  des  rapports 
des  aires  de  deux  quelconques  des  trois  triangles,  savoir 

[rr']"0'L'  6        r'»  "^  4  r'*é/0'**'J' 

[rr']        OT         6'*— e'«     I         0(00'- e't)    î    dr'       "1 

1  [rr"]  ~  0  L'  6        ;•'»  4        r'^  rfO'**  j' 

Ces  expressions  prennent  une  autre  forme,  non  moins  utile, 
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dr' 
quand  on  y  exprime  r'  et  ^  au  moyen  de  r  et  /^'.  On  a,  à  cet  effet, 


d'où,  aux  termes  près  du  second  ordre, 

,_  Qr  +  O'^r^  _  r-^  r^        i  6  —  0^       _    -  dr'  _  r' —  r 

En  observant  que  r  —  r^'  est  une   petite  quantité  du  premier 
ordre  on  a,  toujours  aux  termes  près  du  second  ordre, 

,.'3  -  (,.  +  ^')3[»  0'      r-^f^y 

et,  aux  termes  près  du  premier  ordre,  successivement 
!  16  I    dr'        16      r' — r 


L'introduction  de  ces  valeurs  transforme,  toujours  aux  termes 
près  du  quatrième  ordre,  les  formules  (Sg)  dans  les  suivantes 

;   \r'r'\  _    0  r   __  4     Q^— e^»         ,  Ô«r     r*-r    1 

\   [/-'r']  "   ô  L   "^  3  (/'H-r')3        "*"     (r-^-zOU 

Les  formules  (89)  ont  l'avantage  d'exprimer  le  rapport  des  aires 
des  triangles  en  fonction  du  seul  rayon  vecteur  /•',  si  l'on  consent 
à  négliger  les  termes  du  troisième  ordre;  les  formules  (4o)  ont 
l'inconvénient  de  dépendre  des  deux  rayons  vecteurs  r  et  z*",  mais 
elles  sont  exactes  aux  termes  près  du  quatrième  ordre.  Ces  for- 
mules seront  de  la  plus  grande  importance  dans  la  détermination 
de  l'orbite  d'une  planète. 

139.  Problème  relatif  à  la  détermination  des  distances  d'une 
planète  ou  d'une  comète  à  la  Terre.  —  On  suppose  que  trois  ob- 
servations d'une  planète  ou  d'une  comète  déterminent  les  direc- 
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lions  des  droites  qui  joignent  les  positions  de  l'astre  à  celles  de  la 
Terre  aux  instants  de  ces  observations.  On  suppose,  en  outre, 
connus  les  rapports  des  aires  des  triangles  compris  entre  les 
rayons  vecteurs  menés  du  Soleil  à  l'astre.  On  demande  les  dis- 
lances de  l'astre  à  la  Terre  aux  trois  instants  considérés. 

Prenons  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires  ayant  pour 
origine  le  Soleil,  l'axe  des  x  passant  par  le  point  vernal,  l'axe  des  j 
par  le  point  de  l'écliptique  dont  la  longitude  est  -f-  90^,  l'axe  des  z 
par  le  pôle  nord  de  l'écliptique. 

Si  X,  y,  z,  x',  y\  z\  a^\  y\  z"  sont  les  coordonnées  rectangu- 
laires de  l'astre  dans  ces  trois  positions,  ces  trois  points  étant 
dans  un  plan  passant  par  l'origine,  leurs  coordonnées  satisfont  à 

Téquation 

X     y     z 

(40  se'    y'     z' 

x«    y'    z" 

que  nous  écrirons  sous  les  trois  formes  suivantes 

i  xly'z"—  z'y"]  -  x'iyz'-'zy']  -h  x'iyz'  —  zy']  =  o, 

(4'i)        I  y[x'z'''—z'x''\  —  y[xz'  —  zx" \  -^  y''[xz'  —  zx']  =  0, 

(  zlx'y  —  y'x']-'  z'ixy'  —  yx"]  -+-  z''[xy'  —  yx']  =  o. 

Les  neuf  crochets  sont  les  projections  sur  les  plans  de  coor- 
données des  doubles  des  aires  des  triangles  qui  ont  pour  sommets 
l'origine  et  deux  des  trois  positions  de  l'astre.  Soient  [/'/^],  [''^J? 
[/-'r'']  les  doubles  des  aires  de  ces  trois  triangles  :  les  équations  (42) 
deviendront 

I  xlr'r']  —  x'[rr']  -h  x'irr']  =  o, 

(43)  Ar'r"]  -y'irr"]  -^-flrr']  =  o, 

(  z[r'r'']  —  z'[rr]-^z'lrr']  =  o. 

Désignons  par  n  et  n"  les  rapports  supposés  connus  des  aires 
[/•V],  [/•/•']  à  [/ v"] 

Enfin  introduisons  à  la  place  des  coordonnées  rectilignes  les 
coordonnées  polaires.  Les  observations  donnent  les  ascensions 
droites  et  des  déclinaisons.  Nous  supposerons  qu'on  en  ait  d'abord 
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déduit,  au  moyen  de  Tobliquilé  de  Técliptique,  les  longitudes  et 
latitudes  géocentriques  X,  )/,  V;  p,  ,8',  P". 
On  a  pour  la  première  observation 

IX  —  p  cosX  —  R  cosL, 
^  =  p  sinX  —  R  sinL. 
z  =  ptangp, 

p  désignant  la  projection  sur  l'écliptique  de  la  distance  de  la  pla- 
nète à  la  Terre,  Rla  distance  du  Soleil  à  la  Terre,  L  sa  longitude. 
Nous  avons  supposé  nulle  la  latitude  de  la  Terre  au  moment  de  la 
première  observation;  au  reste,  nous  verrons  au  Chapitre  IX 
qu'on  peut  toujours  s'arranger  pour  que  cette  hypothèse  n'ait  pas 
d'inconvénients.  On  a  aussi  des  formules  analogues  à  (43)  pour 
les  deux  autres  observations. 
Les  équations  (4^)  deviennent 

I/ipcosX —  p'cosX'-h  /i*p*cosX*  =/iRcosL— R'cosL'-t-/i''R*cosL*, 
Tip  sinX— p'sinX' -f-  ^'p^sinX'  =/iR  sinL— R'sinL'-hn''R''sinL'', 
n  p  tang  p— p'  tang  P'-4-/i'p''lang  p*=  o. 

L'élimination  de  p  et  p''  donne,  pour  déterminer  p',  Téquation 

/  p'[tangpsin(X''  — X')  — tangp'sin(X'—  X)  -f- tangP'sin(V— X)] 
\  =         /iR[—  langpsin(X'~  L) -h  tangji'sin(X  —  L)] 

^''^^     j  —      R'[-tangPsin(X''-L')-f-tangp'sm(X-L')] 

(  -h  n'K'l—  tang?  sin(X'—  L')  -t-  tangp'  sin(X  —  L")]. 

Ayant  p',  on  déduit  des  deux  premières  équations  (46) 

npsin(X'— X)=       p'sin(X'— X')-f-    /iRsin(X'— L) 

—  K'  sin(X'—  L')  4-  /l'R"  sin(X'—  L^, 
(48)     { 

n'p'sm(X'-X)=       p'sin(X'— X)  —     nRsin(X~L) 

-4-  R'sin(X-L')-  /i'R'sin(X-I/). 

Les  équations  (47)  et  (48)  fournissent  une  solution  de  notre 
problème. 

Il  y  a  lieu  de  les  préparer  pour  le  calcul  numérique.  Ayant 
a  apprécier  l'ordre  de  grandeur  de  certaines  quantités,  nous  regar- 
derons comme  quantités  petites  du  premier  ordre  les  intervalles 
de  temps  compris  entre  les  observations. 

140.  Détermination  de  p',  d'où  p  et  p'.  —  Considérons  le  grand 
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cercle  qui  passe  par  les  deux  positions  géocentriques  extrêmes  de 
Tastre,  et  représentons  par  K  la  longitude  de  son  nœud,  par  I  son 
inclinaison  et  par  ^o  la  latitude  du  point  de  ce  cercle  dont  laloo- 
gitude  est  V.  K,  I  sont  donnés  par  les  formules 
(49)      tangp  =  sin(X  — K)tangl,         tangp'=  sinCX"— K)  tangl, 

d'où  Ton  déduit,  par  addition  et  soustraction, 


.    A-*-X*      ^.\  -       tangS-*-tangS' 


sinÇy+p) 


^  —  ^  X'— X 

2  COS  2  COS COS  p  COS  p' 

'"'  L..(>±i--K)..„„.i==i£=^,      ■£.;•-?> 

f         ^  '  2SIQ- 2  sm cosBcosp 

\  2  2*^' 

formules  commodes  pour  les  calculs  numériques. 
On  a  ensuite 

(5i)  tang|3o=  sin(X'— K)  tangl. 

Si  au  second  membre  de  la  formule  (47)  on  remplace  tang^  et 
lang  p-' par  les  valeurs  (49)7  l'expression  entre  crochets  dépendant 
de  hç  devient 

tangI[sin(X'—  K)  sin(X  —  L^)  —  sin(X  —  K)  sin(X'—  L^)] 
ou 

langl    -cos(X''—  X  —  K-t-L^)—  ~  cos(X"  — X  -r-  K  —  L^)  1 

ou  enfin 

tangl  sin(X* —  X)  sin(K  —  L^). 

Les  termes  extrêmes  du  facteur  de  p'  ont  pour  somme 

—  tangI[sin(X''-K)sin(X  — X')  — sin(X  — K)sin(X'-V)] 
=  -+-  tangl  sin(;X"— X)  sin(X'—  K)  =  tangposin(X'— X). 

Eq  ajoutant  cette  somme  au  terme  du  milieu,  on  trouve  le 
coefficient  de  p'  égal  à 

sin(X'^-X)sin(po-y) 
COS  Po  cosp' 

En  divisant  les  deux  membres  de  l'équation  (47)  par 

sin(X'—  X)  tangl, 
elle  devient 

p'smi^o-^')     ^  ;iR  sin(K  _  L)  -  R'  sin(K  —  L')  +  /l'R' sin(K  —  I/). 
tangl  COS [Jo  COS 3'  ^  ^  ^  ^  ^ 
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Nous  poserons 

(52) 


I7Î 


°       tangl  cos^o  cosp'' 
,      R'sin(K— L') 


b'-- 


Rsin(K  — L) 


d'  = 


R'sin(K  — L") 


n  nous  aurons  pour  p'  la  valeur 

(  33)  P'  =  -»-  ^'^  —  C  -h  c?'/i'. 

Les  valeurs  (48)  de  p  et  p*"  se  transforment  comme  il  suit  : 
Soient  A  et  B  l'ensemble  des  trois  derniers  termes  du  second 
membre  de  chacune  d'elles. 

Combinons  la  relation 

—  a'o  p'=  /i R  sin(K  —  L)  —  R'  sin(K  ~  L')  -f-  n'K"  sin(K  —  L'), 

avec  la  première  des  identités 

A=-i-/iRsin(X'-L)  — R'sin(X'— L')-i-7i'R'sin(X'— L'), 
B  =  —  n R  sin(X  —  L)  -i-  R'  sin (X  —  L')  -  /l'R'  sinCX*^-  L'). 

Nous  avons  par  Télimination  de  R" 

A  sin(K  —  L")  -h  a'^ p' sin(X'—  L") 

=     nR[sin(X'—  L)  sin(K  —  U)  —      sin(X'—  L')  sin(K  —  L)] 

~  R'[sin(X'— L')sin(K  — L')—      sin(X*- L^  siii(K  — L')] 

=      /iRsin(X'— K)sin(L  — L")  — R'sin(X^— K)sin(L'— L'), 

d'où 

,    ,sin(X'-LO       sin(X'-K)     _    .   ,.      ,,T       i  R'sin(L'-L')] 
"'^  sin(K  — L')      sin(K  — L')  ^  'L       /iRsin(L  — L)J 

On  voit  de  suite  que  l'on  déduit  B  de  A  en  remplaçant  )/'  par 
i8o®4-X.  Les  équations  (48)  deviennent  ainsi 

_       p;  rsiD(X'-X')  g;  sin(X'-~L'')] 

^~"       n  [sin(X'— X)  "*"  sin(X'-X)  sin(L'— K)J 
^  P  sinÇL'^-L)  sin(X'— K)  f   _  N] 
>-.X)   sin(i/  — K)  ['       ny 


(54) 


'-  i[ 


sin(X' 

sin(X' —  X) 


sin(X  — L) 


sin(X'— X)       sin(X'— X)  sin 

sin(L'-L)sin(X-K)r        NH 

sinX'-X)    sin(L-K)L         n"  \ 


(^-L)-| 
(L-K)J 


où  Ton  a  posé 

(55) 
et 

(56) 
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[  [R'R']  =  R'R'sin(L''— L'), 
)  [RR']=  RR'sin(L'  — L), 
I    [RR']=  RR'sin(L''-L). 


141.  Signification  des  coefficients  aj,  et  c'.  —  Le  coefficieDi  M 
de  p'  dans  Téquation  (47)  était 


(57) 


M 


___  sin(X''~X)siii(po— PO 


cosPo  cosP' 

et  le  coefficient  Cj  de  —  R'  au  second  membre 

(58)  sin(K  ~  L')  tangl  sin(X'—  X). 

Soit  {fig-  27),  au  moment  de  la  seconde  observation,  p  la 
distance  B'B'^,  vue  de  la  Terre,  de  l'astre  B'  au  grand  cercle  qui 

Fig.   27. 


joint  les  positions  extrêmes  B,  B";  menons  les  cercles  de  latitude 
EBA,  EB' A',  EB"  A"  ;  désignons  par  H  le  nœud  de  Torbite  et  sa  lon- 
gitude. Les  triangles  IIBA,  IIB"A"  donnent 

tang(X  —  n)  =  tangDB  cosi, 
tang(X'—  n)  =  tangnB'  cosI, 

d'où,  par  soustraction, 

cos(X  —  n)  cosCX"—  n)  cosI  sinBB'       cosI  sinBB' 


sinO/~X)  = 


cosIIBcosIIB' 


cos  p  cos  p' 
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On  a  aussi,  par  le  triangle  B'B',  B'^ 

sin(p,-p')=4iî^^  =  ?i!i^£^«. 
^^        ^^       sinBJ)  cosi 

Donc 

.    -^-..    cos(X  — n)  cos(X''— n)  sinpsinBB' 

M  =  sinp  sin  BB' ^ ^t T^ ttb--  =  ir^ — ôt ô»  • 

^  cospocosp  cosIIBcosIlB        ces  p  ces  p  ces  p' 

Soit  de  même,  au  moment  de  la  seconde  observation,  P'  la  dis- 
tance, sur  la  sphère,  du  Soleil  au  cercle  qui  joint  les  positions  ex- 
trêmes de  l'astre,  on  a  (58) 

.   ,„       ,,.          _   .    ,..      ..       sin(K  — L')sinIsinBB' 
c;  =  sm(K-LOtaDgIsin(X-X)=  cospcosp' 

Or 

sinP'=  sin(L'— K)sinl. 
Donc 

,  __  sinP'sinBB^ 
*  ~~        cosp  cosp" 

142.  Théorème  de  Lambert  sur  la  courbure  de  l'orbite  appa- 
rente. —  On  vérifie  aisément  la  relation  identique 

On  en  conclut,  en  remplaçant  /i,  n"j  N,  W  en  fonction  de  0,  0" 
par  des  valeurs  approchées, 

P  =  [     66-      ^  ^  — 66^ — ^JV^3  -  R^j- 

Si  l'on  remarque  que  6'  et  d'  se  déduisent  de  c'  en  donnant  au 
temps  des  accroissements  6",  6  et  que  Ton  néglige  les  ternies  en 

-=^,9  cette  relation  devient 


f=--T'\Wi-7i)- 

Remplaçant  c'  par  -tf->  on  obtient 

p'séc^'  _  W  sinP'  /  j i\ 

R'       ~    1    sin/?'  VR'3        r'^j' 


D'où  il  suit  que  P'  et  />'  sont  de  même  signe  ou  de  signe  con- 
traire suivant  que  R'  est  moindre  ou  plus  grand  que  r',  ce  qui  est 
le  théorème  de  Lambert. 
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143.  Calcul  direct  de  p  et  de  p'.  —  De  même  que  nous  avons 
tiré  directement  des  équations  (46)  la  valeur  de  p',  de  même  on 
en  pourrait  aussi  tirer  p  ou  p".  Nous  utiliserons  au  n**  ISl  les 
équations  obtenues  que  nous  écrirons  sous  la  forme 

np  séc^  =  nb  —  c  -\-  n'dy 


(59) 

Nous  n'écrirons  pas  explicitement  les  valeurs  des  coefficients  6, 
c,  dy  b" y  d'^  d!'\  il  est  clair  qu'on  les  obtient  comme  b\  (/,  d\  le 
dénominateur  M  étant  le  même  au  facteur  près,  cosp  ou  cos^*. 

144.  Relation  entre  p'  et  p.  —  Dans  la  méthode  d'Olbers  pour 
la  détermination  d'une  orbite  parabolique,  on  utilise  une  relalion 
entre  p  et  p"  qui  se  déduit  des  équations  (46)  par  réiiminalion 
de  p'  et  de  R'.  On  obtient 

(6o)  p'=M'ip  +  RM'(j_^.), 

en  posant 

M'—  ^^"gP' sin(X  —  L')  —  tangp  sin(X'—  L') 
""  tangp'  sin(X'-  L')  —  tangP'  sin(X'—  L')' 

lyj,^ tangp^sin(L^^L) 

tangp'  sin(X'—  L')  —  tangp'  sin(X'—  h')' 

On  calcule  M'  et  M"  en  introduisant  l'angle  V  que  fait  avec 
l'écliptique  le  grand  cercle  qui  joint  les  positions  de  l'astre  et  du 
Soleil  au  moment  de  la  seconde  observation.  On  a  alors 

tangl'.-       ^°gP' 


sin(X'--L') 
Si  l'on  pose,  en  outre, 

tangl'  sin(X  —  L')  =  tangw, 
langT  siD(X'—  L')  =  tangw*, 


on  obtient 


M'  —   sin  (  w  —  p  )    cos  P'  cos  w" 
"~  sin(p' — w")    cospcosMP 

_,^       tangrsin(L'— L>        o,  , 

M  = .    ^Q- jrz —  cos  Û  cos  w' 

smCp  —  w  )  ^ 
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DETERMINATION  D  UNE  ORBITE  ELLIPTIQUE.  —  TROIS  OBSERVATIONS  COMPLETES 
DONNENT  LES  SIX  ÉQUATIONS  NECESSAIRES.  —  RÉDUCTIONS  PRÉLIMINAIRES 
ET  CHANGEMENT  d'aXES  DE  COORDONNÉES.  —  MÉTHODE  DE  GAUSS.  —  MÉ- 
THODE  d'oPPOLZER.  —  ORBITES  CIRCULAIRES. 


145.  Réduction  des  résultats  des  observations.  —  Nous  avons 
développé,  au  Chapitre  VU,  les  formules  qui  expriment  l'ascen- 
sion droite  et  la  déclinaison  géocentriques  d'une  planète  à  une  date 
quelconque,  en  fonction  des  six  éléments  de  Torbite  elliptique  de 
cette  planète.  Si  l'on  connaît  six  coordonnées  géocentriques  ob- 
servées à  des  dates  données,  on  déduira  de  ces  formules  six  équa- 
tions dont  les  six  éléments  seront  les  inconnues.  La  résolution  de 
ces  équations,  dans  le  cas  où  les  coordonnées  observées  sont  les 
ascensions  droites  et  déclinaisons  relatives  à  trois  dates,  est  un 
problème  d'Algèbre  qui  ne  peut  être  résolu  que  par  approxima- 
tion. Gauss,  à  la  suite  de  la  découverte  de  Cérès,  a  donné  de  ce 
problème  une  solution  d'une  rare  élégance  dont  l'exposition  sera 
facile,  venant  après  l'étude  des  problèmes  traités  au  Chapitre  VIII 
de  cet  Ouvrage. 

Mais  il  faut  d'abord  remarquer  que  les  coordonnées  observées 
ne  sont  pas  immédiatement  comparables,  qu'il  est  nécessaire  de 
les  débarrasser  de  l'aberration  et  de  les  ramener  à  un  même  équi- 
noxe,  et  qu'en  vérité  ce  ne  sont  pas  des  coordonnées  géocentriques, 
l'astre,  au  moment  d'une  observation  n'étant  pas  vu  du  centre  de 
la  Terre,  mais  d'un  point  de  sa  surface. 

Les  observateurs  publient,  à  l'ordinaire,  les  positions  appa- 
rentes des  planètes.  En  vérité,  les  positions  publiées  sont  indé- 
pendantes de  l'aberration  diurne.  Elles  en  sont  effectivement 
corrigées  par  l'observateur  dans  les  observations  méridiennes,  et 
les  observations  différentielles  faites  aux  équatoriaux  n'en  sont 
pas  affectées,  l'influence  de  cette  partie  de  l'aberration  étant  la 
même  sur  la  planète  que  sur  l'étoile  de  comparaison. 
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On  commencera  par  déduire  des  coordonnées  apparentes  a',  0' 
observées  les  coordonnées  moyennes  relatives  au  commencement 
de  Tannée  de  l'observation  par  l'application  des  formules 

a  =  a'  —  [/-i-  ^  sin  (G  -f-  a)  tang 0  -I-  ^  sin (H  -h  a)  séc  ô  4-  A'  sin  (H'  -+-  a)  séc 0], 
8  =0'— [^cos(G4-  a) -h  Acos(H  4-a)sin8 

-+-  h'  cos(H'-+-a)sinô  -+-  (i -4-t')  cos$], 

dans  lesquelles,  ainsi  qu'il  a  été  dit  au  §68,  on  mettra  aux  seconds 
membres  a!  et  8'  au  lieu  de  a  et  8. 

On  aura  ainsi,  par  rapport  à  l'équateur  et  à  l'équînoxe  moyens 
du  commencement  de  l'année,  les  coordonnées  de  la  droite  qui 
joint  la  position  occupée  par  l'observateur  dans  l'espace  au  mo- 
ment de  l'observation  à  celle  qu'occupait  la  planète  à  l'époque 
t  —  T,  T  désignant  le  temps  d^ aberration^  c'est-à-dire  le  temps 
que  la  lumière  a  mis  à  aller  de  la  planète  à  l'observateur. 

Si  les  observations  ont  été  faites  dans  des  années  différentes,  on 
les  ramène  à  l'équinoxe  moyen  de  la  première  d'entre  elles  en 
appliquant  les  formules  ordinaires  de  la  précession. 

Dans  certains  cas,  on  est  conduit  à  déterminer  une  orbite  ellip- 
tique d'après  des  observations  un  peu  éloignées,  après  avoir  anté- 
rieurement déterminé  cette  même  orbite  d'après  d'autres  obser^'a- 
tionsplus  voisines,  et,  par  suite,  avec  moins  de  précision.  Quand  il 
en  est  ainsi,  on  connaît  assez  bien  la  distance  de  la  planète  à  la  Terre 
au  moment  de  chaque  observation  pour  calculer  le  temps  t  d'aber- 
ration. La  direction  observée  à  l'époque  t  est  alors  la  même  que 
celle  de  la  droite  joignant  l'observateur  à  la  planète  au  temps 
t  —  T  et  Ton  n'a  pas  besoin  de  revenir  du  lieu  apparent  au  lieu 
vrai  ;  il  suffit  de  remplacer  la  date  t  par  la  date  t  —  t.  Pour  ob- 
tenir les  coordonnées  moyennes  relatives  à  l'équinoxe  du  com- 
mencement de  l'année,  il  suffit  de  retrancher  la  précession  et  la 
nutation.  On  a  alors 

a  =  a'—  [/-H  g  sin(G  -h  a)  tango], 
8  =  8'— ^cos(G  -h  a). 

Ces  réductions  faites,  on  transforme  par  les  formules  du  §  15 
les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  en  longitudes  et  latitudes. 

146.  Réduction  au  lieu  fictif.  —  Si  l'on  connaît  approximative- 
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ment,  par  de  précédents  calculs,  les  distances  de  l'astre  à  la  Terre, 
on  corrige  les  observations  de  la  parallaxe,  comme  cela  a  été  in- 
diqué (n°41).  Quand  il  n'en  est  pas  ainsi,  on  applique  le  procédé 
suivant  imaginé  par  Gauss,  qui  permet  de  tenir  compte,  une 
fois  pour  toutes,  non  seulement  de  la  position  de  l'observateur  à 
la  surface  de  la  Terre,  mais  aussi  de  la  latitude  héliocentrique  de 
la  Terre.  Bien  que  cette  latitude  soit  toujours  très  petite,  elle 
n'est  cependant  pas  entièrement  négligeable,  surtout  si  la  latitude 
de  la  planète  est  elle-même  peu  considérable. 

Les  éphémérides  astronomiques  donnent  les  coordonnées  du 
centre  du  Soleil  vu  de  la  Terre  :  celles  du  centre  T  de  la  Terre 
(^fig'  28)  vu  du  Soleil  S  s'en  déduisent  simplement  par  le  chan- 

Fig.  28. 


gement  des  signes;  d'autre  part,  l'observation  d'une  planète  donne 
la  direction  OP  de  la  droite  qui  joint  l'observateur  O  placé  à  la 
surface  de  la  Terre  à  cette  planète  P;  enfin,  l'heure  sidérale  de 
l'observation  et  la  latitude  géocentrique  de  l'observateur  déter- 
minent la  direction  TO  de  la  droite  qui  joint  le  centre  de  la  Terre 
à  cet  observateur.  Le  contour  STOP  étant  déterminé,  on  peut 
calculer  les  coordonnées  du  point  T'  où  la  droite  OP  perce 
le  plan  de  l'écliptique.  Ce  point  T'  a  été  appelé  par  Gauss  lieu 
fictif.  Sa  latitude  est  nulle;  on  détermine  comme  il  suit  son 
rayon  vecteur  R'=ST',  sa  longitude  héliocentrique  L'  et  sa 
distance  A  +  8  à  la  planète,  A  étant  la  distance  OP  de  la  planète 
au  lieu  de  l'observation. 

Soient  X,  p  la  longitude  et  la  latitude  de  l'astre  vu  du  point  O, 
coordonnées  déduites  par  la  transformation  des  coordonnées  (n°  15) 
de  l'ascension  droite  et  de  la  déclinaison  observées;  soient  /,  b 
la  longitude  et  la  latitude  de  la  droite  TO  qui  joint  le  centre  de 
la  Terre  à  l'observateur,  r  sa  longueur;  L  et  B  la  longitude  et  la 
B.  —  n.  la 
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latitude  géocen triques  du  Soleil,  R  la  distance  ST  du  Soleil  au 
centre  de  la  Terre.  Prenons  trois  axes  rectangulaires  de  coor- 
données héliocentriques  éclîptiques,  tels  que  Taxe  des  x  ait  la 

longitude  N,  Taxe  des  y  la  longitude  N+  ->  l'axe  des  s  la  lati- 
tude^- Écrivons  que  les  projections  des  lignes  STO,  S'PO  sur 
les  trois  axes  sont  égales.  Nous  aurons  les  relations 

R'  cos(L'—  N)-+-  8cos  p  cos(X  —  N) 
=  —  RcosBcos(L  —  N)-H  rcos6cos(/  —  N), 

R'  sin(L'—  N)  -+-  S  cos?  sin(X  —  N) 
=  —  RcosB  sin(L  —  N)-i-rcos6  sin(/  —  N), 
S  sin  p  = —  R  sinB  -t-  r  sin6. 

La  dernière  donne 

en  posant 

jjL  =  (rsin6--RsinB)cotp, 

et  les  deux  premières 

R'cos(L'-N) 
= — RcosBcos(L  — N)  -h  rco»6cos(/  —  N)  —  |xcos(X  —  N), 

R'sin(L'— N) 
=  — R  cosB  siD(L  —  N)-+-  rcosb  sin(l  —  N)  — [z  sin(X  — N). 

Si  l'on  fait  N  =  L,  que  l'on  remplace  cosB  par  i,  r  par  rtis, 
w  étant  la  parallaxe  horizontale  équatoriale  du  Soleil  et  Ti  le  rap- 
port de  r  au  rayon  de  Téquateur  terrestre,  ce  qui  donne 

jjL  =  (ri  CI  sin  6  —  RB)  cotp, 
les  équations  précédentes  deviennent 

-,      ,        rm        ,    .    ,,      TV       sin(X  — L)r_       r,T3   .    ,1 
L'-L  =  ^cos6s.n(Z-L)+-^^|^B— ^s.n6j, 

R'=R-jr,wcos*cos(Z-L)-R?^î^::iL>rB-i:^sin6ljarci'. 

Les  éphémérides  astronomiques  donnant  logR,  il  est  plus  com- 
mode de  calculer  logR'.  Posant 
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on  a,  en  négligeant  les  termes  du  second  ordre, 

logR'  =  logR-MA, 

M  désignant  le  module  des  logarithmes  vulgaires  dont  le  loga- 
rithme est 

7,6377843, 


ou 


logR'=logR-Marci'j^cos6cos(/-L) 

cos(X  —  L) 


La  valeur  de  logM  donne 

logM  arc  1'  =  6,3233592. 
Il  convient  décrire  ainsi  la  valeur  de  S 


âs-^[»-^'Hi- 


R     /r,w   .    ,       _,\ 


arcr 


Pour  tenir  compte  de  l'aberration  planétaire  il  y  a  lieu  d'aug- 
menter le  temps  d'aberration  de  493^  S,  ou  d'apporter  à  la  date  de 
l'observation  la  correction  ^gV*  8  pour  avoir  l'époque  à  laquelle 
le  rayon  lumineux  serait  parvenu  au  lieu  fictif. 

147.  Élimination  de  la  latitude  du  Soleil  quand  on  fait  la  cor- 
rection de  parallaxe,  —  Quand  on  connaît  approximativement  la 
distance  de  la  planète  à  la  Terre,  il  est  plus  simple  de  corriger  de 
la  parallaxe  que  de  réduire  au  lieu  fictif.  Seulement  le  centre  de 
la  Terre  auquel  l'observation  est  alors  rapporlée  n'est  pas  rigou- 
reusement dans  l'écliptique.  On  se  débarrasse  de  la  latitude  B  en 
rapportant  l'observation  à  la  projection  O'  du  centre  O  de  la 
Terre  sur  l'écliptique  (/ig^  29).  Il  est  manifeste  que  la  longitude  X 
reste  la  même;  la  latitude  est  diminuée  de  l'angle  P  qui  est  ex- 
cessivement petit.  Dans  le  triangle  00' P,  le  côté  OP  est  la  dis- 
tance A  de  l'astre  au  centre  de  la  Terre,  00'  est  égal  à  R  sinB, 
B  étant  la  latitude  du  Soleil,  R  son  rayon  vecteur. 

Si  l'on  projette  en  O^  le  point  O  sur  PO',  la  relation 

OCrrrOPsinP 

donne 

R  sinB  cosO'OO'  =  A  sinP 

OU  sensiblement,  en  remarquant  que  R  est  très  voisin  de  un, 

P_Bcosp 

A 
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Il  n'y  a  pas  lieu  de  modifier  la  date  de  Tobservation,  le  temps 
que  la  lumière  met  à  décrire  un  chemin  égal  à  RsinB  étant  tou- 
jours négligeable.  Il  importe  d'observer  qu'il  n'en  est  pas  néces- 
sairement de  même  dans  la  réduction  au  lieu  fictif;  la  longueur  o 

Fig.  29. 


peut  être,  en  effet,  beaucoup  plus  grande  que  R  sinB  non  seulemcDt 
parce  que  la  parallaxe  de  la  Terre  peut  atteindre  g'',  mais  surtout 
parce  que  la  droite  OT'  peut  être  presque  parallèle  à  l'écb'p tique. 
En  fait,  si  la  latitude  est  extrêmement  petite,  la  réduction  au  lieu 
fictif  ne  peut  pas  se  faire  avec  une  précision  suffisante. 

148.  Principe  de  la  méthode  de  Oauss.  —  Une  fois  que  Ton  a 
rapporté  à  un  même  système  de  coordonnées  éclip tiques  les  direc- 
tions D,  D',  D"  dans  lesquelles  a  été  vue  la  planète,  on  est  naturel- 
lement conduit  à  prendre  pour  inconnues  les  distances  de  la 
planète  à  la  position  fictive  de  la  Terre  au  moment  des  trois  ob- 
servations. On  a  alors  à  résoudre  ce  problème  : 

Mener  par  V origine  S  (le  Soleil)  un  plan  qui  coupe  les 
trois  droites  D,  D',  D''  en  trois  points  P,  F,  P  tels  qu'une 
ellipse^  ayant  pour  foyer  le  Soleil  et  passant  par  les  trois 
points,  puisse  être  décrite  par  la  planète  de  telle  façon  que 
celle-ci  mette  à  aller  rfe  P  à  P',  de  P'  à  V"  des  intervalles  de 
temps  égaux  aux  intervalles  observés. 

Si  l'on  considère  que  ces  intervalles  de  temps  sont  exactement 
proportionnels  aux  aires  des  secteurs  elliptiques  correspondants, 
et  que  ces  secteurs  diffèrent  peu  des  triangles  rectilignes  SFF, 
SPP',  SPP',  on  est  naturellement  conduit  à  chercher  à  utiliser  les 


ORBITES    ELLIPTIQUES.  l8c 

formules (53),  (54)  ou  (5g)  du  Chapitre  précédent  (n®*  140  et  143 
de  ce  Volume).  Ces  formules  font  connaître  p,  p',  p*^  en  fonction 
des  données  et  des  rapports  n,  n" 

dont  on  a  les  valeurs  approchées  g?»  57- 

Cependant  il  est  indispensable  d'examiner  soigneusement  les 
valeurs  de  p,  p',  p*^  fournies  par  les  formules  (53),  (54),  (Sg)  et 
de  rechercher  de  quel  ordre  seront  les  erreurs  produites  sur  ces 
valeurs  par  de  petites  erreurs  commises  sur  n  et  /i".  Or  il  est  aisé 
de  voir  que  le  coefficient  a^  qui  se  trouve  en  dénominateur  est  du 
second  ordre.  Cela  résulte  de  l'expression  (52)  de  a^,  la  différence 
P' —  Po  étant  évidemment  du  second  ordre.  On  peut  encore  s'en 
assurer  en  développant,  suivant  les  puissances  de  8,  8',  V,  le  coef- 
ficient primitif  de  p'  dans  l'équation  (47)  (n®  139),  au  moyen  des 
formules  évidentes 

tangp  =tangP'  — A6'-t-B6'*..., 
tangp'=  tangP'-+-A6-+-Be«  ..., 
X=V— A'e'-+-B'e'«, 

On  trouve  que  l'expression  de  ce  coefficient  a  le  facteur  66'8"  et 
par  suite  est  au  moins  du  troisième  ordre.  On  a  déduit  a^  de  ce 
coefficient  par  la  suppression  du  facteur  sin(X'' — X)  qui  est  du 
premier  ordre,  a^  est  donc  au  moins  du  second  ordre.  Les  numé- 
rateurs de  b'j  d ^  d!  sont  finis.  Il  s'ensuit  que,  si  l'on  commettait 
sur  n  et  r^  des  erreurs  qui  soient  même  du  second  ordre,  il  en 
résulterait  sur  p,  p',  p"  des  erreurs  finies.  Il  est  donc  indispensable, 
si  l'on  veut  constituer  réellement  une  méthode  d'approximation, 
d'employer  des  valeurs  de  n  et  rH  exactes  aux  termes  près  du 
troisième  ordre. 

Les  formules  (39),  si  l'on  en  supprime  les  troisièmes  termes, 
offrent  ce  caractère.  Seulement,  elles  introduisent  la  distance  r' 
de  la  planète  au  Soleil,  lors  de  la  seconde  observation.  En  réalité, 
il  n'y  a  là  qu'une  complication  de  calcul  et  non  un  obstacle  pro- 
prement dit,  puisqu'il  est  assez  évident  que  la  connaissance  de  p' 
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entraîne  celle  de  r'  ou  inversement,  de  sorte  qu'il  j  a,  entre  r',  p' 
et  les  données  relatives  à  la  seconde  observation,  une  équation 
qu'il  sera  bien  aisé  de  former.  On  aura,  en  vérité,  à  résoqdre 
deux  équations  entre  r'  et  p'.  On  verra  que  cette  résolution  se  fait 
sans  difficultés.  Tel  est  le  fondement  de  la  méthode  de  Gauss. 

Les  formules  (4o)  (n®  138)  peuvent  être  utilisées  pour  le  calcul 
des  valeurs  de  p  et  p''  données  par  les  équations  (Sq).  Le  calcul 
parait  a  priori  plus  compliqué.  Cependant  les  difficultés  ont  été 
levées  et  l'emploi  que  M.  Oppolzer  a  fait  de  ces  formules  Ta  con- 
duit à  un€  méthode  préférable  à  celle  de  Gauss,  puisque  l'on  ob- 
tient pour  p  et  p''  une  précision  plus  grande,  les  formules  (4o) 
donnant  n  et  n!'  aux  termes  près  du  quatrième  ordre,  de  sorte  que 
l'erreur  finale  sur  p  et  p"^  n'est  que  du  second  ordre,  tandis  que  dans 
la  méthode  de  Gauss  elle  est  du  premier. 

Les  distances  à  la  Terre  une  fois  trouvées  et,  par  suite,  les  rayons 
vecteurs  menés  de  la  planète  au  Soleil  connus  en  grandeur  et  en 
position,  on  s'en  sert  pour  obtenir  des  valeurs  plus  exactes  de  n 
et  rJ'  en  calculant,  au  moyen  des  formules  rigoureuses  du  n?  129, 
les  rapports  5,  s\  /  des  aires  des  secteurs  elliptiques  aux 
triangles  rectilignes  correspondants.  Après  quoi,  on  reprend  le 
calcul  des  distances  p,  p',  p'',  des  rayons  vecteurs  r,  r',  /^,  etc. 
Par  une  série  d'approximations  successives,  on  obtient  des  va- 
leurs exactes  dans  la  limite  de  la  précision  des  tables  trigonomé- 
triques  employées. 

Nous  développerons  successivement  la  méthode  de  Gauss  et 
celle  d'Oppolzer.  On  peut  dire  que,  pour  les  premières  détermi- 
nations d'orbites  au  moyen  d'observations  comprenant  cinq  à 
six  semaines  d'intervalles,  on  obtient,  par  la  dernière  méthode, 
dès  la  première  approximation,  une  précision  suffisante  si  l'on 
emploie  des  tables  à  six  décimales,  ce  qui  suffit  toujours  dans  ces 
circonstances. 

149.  Développement  de  la  méthode  de  Qauss.  —  On  détermine 
p'  par  l'équation  (53)  du  Chapitre  précédent 

p'  =  -rf'4-(6'/l-hc'/l') 

ou 

aop'=R'sm(K-L')-[Rnsin(K-L)4-R'n'siii(K  — L')]. 
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Le  dernier  terme,  si  Ton  y  introduit  pour  n  et  n"  les  valeurs 
(39)  (nM38),  devient 

Re  sin (K  —  L)  -4-  R'^e^  sin (K  —  L*^) 

-Hg|^[(e-h6')sin(K-L)-^(e'-^e')sin(K-L')]-*-... 
Resin(K  — L)-hR'e'8in(K  — L')r         66' 


[-^] 


-Hg^[R(6'-e)sin(K--L)  — R'(6'-e)sin(K-L')]. 

Négligeant  le  dernier  terme  qui  est  du  troisième  ordre,  il  reste 

Resin(K  — L)-+.R'e'sin(K~L')  /         66' \ 

ôT^Tr y-^  7?^)' 


Or  ce  même  terme  pouvait  s'écrire 

Rn  sinrK  — L) -f.  R'/i'sînCK  -  L') 


n-h  n 


(/n-n'). 


Donc  nous  remplaçons,  en  définitive,  —,  par  ^  et  /i  +  /i"par 

66' 
'  +  Î7Î- 


Posant 


^  =  P,        2r'3(n-hn'~i)  =  Q, 


nous  aurons  pour  valeur  approchée  de  P 

et  pour  valeur  approchée  de  Q 

66'. 

Au  reste,  les  formules  (89)  (n®  138)  donnent 


A'  AA»/A» 


n'       6  r        6'(6-6')      1 

valeurs  qui  montrent  que  la  précision  est  augmentée  quand  les 
observations  sont  équidistantes,  0  étant  alors  égal  à  0'^ 
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Des  équations 


=  P, 


/i  -f.  /i'  =  i-h  -i- , 
2r' 


combinées  avec 

(l)  p'=-c'-l-(Ô'/l-Hrf'/l'), 

on  déduit 


La  considération  du  triangle  qui  a  pour  sommets  le  Soleil,  la 
Terre  et  la  planète,  donne  immédiatement  entre  r'  et  p'ia  relation 

(3)  r'«  =  R'«-hp'«séc«P'  — îR'p'sécp'cosf, 

où  i/  désigne  l'angle  à  la  Terre. 

D'aulre  part,  le  trièdre  formé  par  le  plan  STP,  l'écliptique  et 

Fig.  3o. 


.'-L'-tt 


le  plan  mené  par  TPPi  perpendiculairement  à  l'écliptique  donne 


(4) 


°  sin(L  —  A) 

,,       tang(L'  — V) 

tangd;'  = ^ ; , 

°  ^  cos  w 

cos4;'  =  cosP'cos(L'— V), 


OÙ  w^  désigne  l'angle  aigu  ou  obtus,  opposé  au  dernier  plan.  Ces 
formules  donnent  i/'.  On  déduit  de  l'équation  (3) 


(5)  p'  sécp'  =  R'  cos^;'  ±  /r'«— R'«sin«4/', 

et  par  suite,  par  comparaison  avec  l'équation  (a) 


(6)     -c  + 


h-^Vd  I 


I  -h 


^  /i  4.  -Q  A  =  (r'  cosf  ±  /r'«-  R'«  sin«f  )  cosp'. 
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Si,  dans  le  triangle  PTS,  js'  est  l'angle  à  la  planète,  on  a 

''  sinV 

Soit 

Co= p~>         Co  —  c' =  A:o  cos p  , CoQ  =  /oC09p. 

L'équation  (5)  devient  successivement 

,         -       sin'V  _,        ,,,    R'sin4''cosy 

(A:o-R'cosf)sinyqiR'siiifcosV=g,^^,siii*y. 

Posant 

X:©  —  R'  cosij''  =  |i  cos^, 

R'sin4''=  fx  sin^, 

/g 

on  aura  finalement 

(8)  /nsin*5'=  sin(V:f:^). 

Nous  reviendrons  sur  la  résolution  de  cette  équation;  en  ayant 
tiré  une  valeur  de  z'^  on  a 

(9)  /         n  \ 

Après  quoi  Ton  calcule  p  et  p"  par  les  formules  (54)  du  Cha- 
pitre précédent. 

Enfin,  on  conclut  de  p,  p',  p'^  les  coordonnées  héliocentriques 
par  les  formules 

rcosô  cosZ  = —  RcosL-H  p  cosX, 
rcosô  sinZ  =  —  RcosL-hp  sinX, 
rsxïkb  =  p  tangP, 
qui  s'écrivent  aussi 

/  rcosôcos(/— L)=— R-i-  pcos(X  —  L), 

(10)  1  rcos6  sin(/  — L)=  psin(X  — L), 
'  r  sinô  =  p  langp. 
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On  appliquera  ces  formules  (lo)  aux  trois  positions  de  la  planète. 
Cela  fait,  les  formules 

sin(/  —  SI)  tangi  =  tang6,        sin(Z'' — ^)  lang*  =  tango', 
qui,  combinées  par  addition  et  soustraction,  donnent 

.    //-h/'       ^\^        .       I  tango -t- tango' 
^  '  cos 

(ïoy  /  ^ 

^         /l-hl"      r^\           .1  langô'— tango 
cos(— ^ a)langt=-  ^>__^        > 

^  '^  sin 

font  connaître  la  longitude  Q  du  nœud  et  l'inclinaison  /  du  plan  de 
Torbile. 

Enfin,  on  a  les  arguments  de  la  latitude  par  les  relations 

tango  = : t 

COSi 

f.r.'\                                  )  toncV      tang(/^~^) 
(  10  )  <  tango  = ; 9 

°  COSÏ 

Tout  ce  calcul  comporte  les  vérifications  suivantes  :  d'une  part, 
z*'  est  trouvé  de  deux  manières;  d'autre  part,  on  doit  avoir 

tang6'=  sin(/'—  ii)langt. 

Les  résultats  obtenus  permettent  d'obtenir  des  valeurs  plus 
exactes  de  P  et  Q.  A  cet  égard,  remarquons  qu'il  ne  faudrait  pas 
calculer  n  et  nf^  par  les  formules 

r'r^  siniu' — ç')  ,      rr' sîn(p' — v) 

n  = = — : — : — V 9  71=   = — : — : — = 9 

rr  sm{v — v)  rr  sin{u — v) 

car  on  ne  tiendrait  pas  compte  exactement  des  équations  des 
aires. 

Cherchons  d'abord  des  valeurs  plus  exactes  de  P  et  Q. 

Nous  avons  posé 

2:=P,        n-hn'-i  =  4.. 
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Or,  si  5,  y,  sf'  sont  les  rapports  des  aires  des  secteurs  elliptiques 
compris  entre  les  rayons  vecteurs  r,  r',  r"  aux  triangles  compris 
entre  les  mêmes  rayons  vecteurs,  on  a 

0  *'  ,      G'  s' 

""^WT         '"  =  0"'?' 
6', 

,,00'   r      '  I I       "I 


ou 


^"^      «•        ['•>"]['-'-']['''^J 
D'autre  part,  des  relations 

^  =  1-HCC0S(0  —  (i>),      ^=H-CCOS(o' — (i>),      ^  =  l-HCCOS(o'— 0)), 

on  déduit 

—  8in(o' — o') —  -^310(0' — o)-4-  ~  sin (o'—o) 
r  r  r 

,   .   o' — o'  .   o' ^  o  .   o" — o 

=  4siii sin sm > 

2  a  o 

,     ,  -  .   o'—o'  ,   o'—'O  .   o' — o 
4  rr  /^  sin sin sid 

_  2  2  2 

''^  "~  r'r"  siii(o'—  o')— -rr' sin  (o*—  o)-i-  rr'sin(o'—  o) 

^ Jrr'][rV][r;^]        . 

arrV  cos — ; — cos cos — ; —   l'"''^]-^  V^^\  —  L'"''^]} 

d'où  enfin 

0  =  —  — î . 

^       m'  rr"        o'—o       o' — o'        o'^o* 

cos cos cos 

222 

On  détermine  d'ailleurs  s  et  sf'  par  les  formules  du  n^  130.  Après 
quoi  on  fait  une  seconde  approximation  au  moyen  des  nouvelles  va- 
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leurs  de  P  et  Q,  puis  une  troisième,  et  ainsi  jusqu'à  ce  qu'une  der- 
nière approximation  donne  les  mêmes  résultats  que  la  précédente. 

L'équation 

m  sin*y  =  sin(Vzp  g) 

peut  avoir  0,2  ou  4  solutions.  Si  l'on  en  déduit  une  équation  en 
sinz'y  on  trouve 

m*  sin^y—  2 m  cos^  sin»s'-h  sin'a' —  sin«^  =  o, 

qui  a  une  ou  trois  racines  comprises  entre  zéro  et  un.  Ces  racines 
sont  seules  acceptables  et  encore  les  valeurs  de  zf  doivent-elles 
être  moindres  que  180^  —  ^'.  Cette  considération  conduira  souvent 
à  rejeter  une  des  trois  solutions.  Dans  la  pratique,  il  7  a  une  so- 
lution voisine  de  180°  —  ^'.  On  n'a,  en  effet,  imposé  aux  points 
P,  P',  P'  que  la  condition  d'être  sur  les  droites  TP,  T'F,  TF, 
dans  un  plan  passant  par  le  centre  du  Soleil  et  tellement  placé 
que  l'ellipse  passant  par  ces  points  et  ajant  pour  foyer  le  Soleil 
ait  ses  arcs  PF,  P'P  décrits  dans  les  intervalles  de  temps  donnés. 
Or  les  points  T,  T',  T'  satisfont  sensiblement  à  ces  conditions  (•). 
Cette  solution,  voisine  de  180° —  ^\  doitêtre  rejetée,  et  comme 
le  problème  proposé  a  sûrement  une  solution,  puisqu'il  s'agit  de 
trouver  l'orbite  d'une  planète  qui  a  été  observée,  l'équation  a  au 
moins  une  autre  racine  acceptable.  Pratiquement,  l'angle  2'  est 
petit,  et,  par  suite,  voisin  de  q^  ce  qui  permet  de  résoudre  rapide- 
ment l'équation  par  approximations  successives. 

150.  Calcul  des  éléments.  —  Après  la  dernière  approximation, 
on  calcule  les  éléments  de  l'ellipse  au  moyen  des  formules  du 
n^  133.  On  peut  aussi  procéder  comme  il  suit.  On  a 


On  a  aussi 


>s(o  — a>)=  ^  -I, 


e  €08(0"  —  tù)  =  p  — I, 


(■)  Us  y  satisferaient  rigoureusement  si  ces  points  étaient  réellement  des  posi- 
tions du  centre  de  la  Terre  aux  moments  mêmes  où  la  planète  est  en  P,  P',  P' 
et  si  Fellipse  de  Kepler  représentait  rigoureusement  les  mouvements  des  planètes 
autour  du  Soleil. 
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d'où,  par  addition  et  souslraction, 

(o' -h  o         \        p         /•* — r 
u>  )  =  ^ , 
a              /        2       ,   .    o — o 
rr  sin 

2 

/o'-ho         \        p         r''-hr                    I 
e  cos  ( (O  )  =  -i-   i ; 

^  rr  cos cos 

2  2 

Posant 

yp  =  tapgy 

et 

sin =sinYCOsG, 

2  * 

C03 C0S2X  =  Sin  Y  Sin  G, 

o'-o    . 
cos sin2X  =  cosY, 

on  obtient 

>-     ^  J        /TPsinl^^       /rr' cos  Y 


ecos 


2 

o'— o 


O)    = -^ j séc 

2             J         .          / — =       0—0 
sin2^ /rr"  cos 


,  o  —  o 
■  sec • 


/rr' cosY 
Ayant  obtenu  e  et  (o,  on  a 

TSJ  =  O)  -hii, 

cos*<p 
A: 

a* 
On  détermine  les  anomalies  vraies  par  les  relations 

U  =  0  —  CD.  U' =  0' — (I),  4;"=  0'=  (I). 

De  v^  v',  s^  on  déduit 

w,         w',         a', 
M,        M',        M', 

et  ensuite  de  trois  manières,  Tinstant  du  passage  au  périhélie. 
La  concordance  des  résultats  vérifie  tout  le  calcul. 
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151.  Méthode  d'Oppolzer.  —  Cette  méthode  a  pour  point  de 

départ  la  recherche  des  distances  géocentriques  extrêmes  A,  A', 

d'après  les  relations 

71 A  =  nb  —  c  -f-  /l'/f, 

n  L' ^nb' —  c" -{- n' cT , 
où  n  et  n''  ont  les  signiGcations  antérieures 

les  coefficients  6,  c,  d  diffèrent  de  ceux  qui  ont  été  représentés 
par  les  mêmes  lettres  au  n°  143  par  le  diviseur  cos  p  ;  6",  c^,  cP  par 
le  diviseur  cos  ^". 

Ces  équations  résolues  par  rapport  à  A  et  A"  donnent 

L  J  L  J 

[rr']  [rr  ] 

D'autre  part,  si  l'on  pose 
(12)  iP=(rH-r'')-»,        jrz^^.-^, 

on  a,  d'après  les  équations  (40)  du  Chapitre  VIII, 

i  6*6' 

T'=  |(6«-e'«)-4^^+ï', 
v=  i(e«-e'«)-  488'^'  +y', 
v;=-|(e''-e'«)+  4^V+y:, 

T,=  — |(6»-e'»)+  468>   -t-Y., 

et  ces  valeurs  substituées  dans  les  équations  (i  i)  leur  donnent  la 
forme 

A  =  H  +  Kar, 


(i3) 
où 

(i4) 


^"*^  'A'=H'+K'«r, 
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H  et  H^  étant  immédiatement  connus,  K  et  K'^  dépendant  encore 
de  y^  et  des  quantités  y',  y",  y^,  y^. 

Les  premiers  termes  des  fonctions  W  sont  du  deuxième  ordre, 
les  seconds  du  troisième;  les  derniers  sont  du  quatrième.  Dans 
une  première  détermination  d'orbite,  ces  derniers  termes  sont 
d'abord  entièrement  inconnus,  ainsi  que  x  et  y.  Comme  on  a, 
d'autre  part,  entre  r  et  A,  r"  et  A"  deux  équations  analogues  à 
l'équation  (3),  on  a  en  fait,  si  du  moins  on  néglige  les  y,  six  équa- 
tions (A)  pour  déterminer  A,  A*^,  r,  i^ ^  x^  y  ;  les  deux  équations 
analogues  à  l'équation  (3)  et  les  quatre  équations  (ii*)  et  (12). 
On  \erra,  au  n^  153,  comment  on  résout  par  tâtonnements  ces 
équations  (A). 

Les  distances  A,  A"  une  fois  obtenues,  on  en  déduit  les  longi- 
tudes et  latitudes  héliocentriques  par  les  formules  (10),  puis  l'arc 
héliocen trique  compris  entre  les  rayons  r  et  r"  par  une  formule 
appropriée.  Nous  indiquerons  au  n°  152  la  marche  indiquée  à  cet 
effet  par  M.  Oppolzer;  pour  le  moment,  il  nous  suffira  de  signaler 
les  formules 

Icos2/'  =  cos6cosô'cos(/'' —  /)-+-  sinô  sinô', 
sin*/"  =  cos  h  cos h"  sîd* h  sin* j 

dont  la  première  résulte  immédiatement  de  la  considération  du 
triangle  qui  a  pour  sommets  le  pôle  héliocentrique  de  l'écliptique 
et  les  positions  héliocentriques  de  la  planète,  et  dont  la  seconde 
se  déduit  sans  effort  de  la  première. 

On  obtient  ensuite  le  rayon  intermédiaire  r'  et  les  arcs  hélio- 
centriques 2/  et  2/"  compris  entre  la  deuxième  et  la  troisième 
position  de  la  planète  d'une  part,  entre  la  première  et  la  deuxième 
d'autre  part.  A  cet  effet,  on  calcule  n  et  rH  au  moyen  des  deux 
premières  formules  (i3),  en  y  négligeant  dans  V  et  dans  ^^  les 
quantités  encore  inconnues  ^  et  y\  Ensuite  on  utilise  les  rela- 
tions évidentes 

(16)  r'sin2/= /irsin2/',         r' sin  2/"  = /i' 7^810  2/'. 

Remplaçant  dans  la  deuxième  de  ces  équations  /"  par/'  — /, 
dans  la  première  /  par /' — /'',  développant  les  premiers  membres 
et  utilisant,  pour  simplifier  les  résultats,  les  équations  (16)  elles- 
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mêmes,  on  trouve 

(i6*)    r' cosi  f  =  n'r'' -h  nrcos  if,        r'cos2/'= /ir -4- /l'r'cosa/ . 

Les  équations  (i6)  et  (i6*)  donnent  pour /et/"'  des  valeurs 
dont  la  somme  doit  être  égale  à/' et  pour  r' deux  valeurs  qui 
doivent  être  égales  entre  elles. 

Ces  quantités  suffisent  pour  déterminer  par  les  formules  du 
n*  129  les  rapports  s,  5',  /  des  secteurs  elliptiques  aux  triangles 
correspondants. 

De  ces  rapports  on  déduit  les  valeurs  de  V,  W,  W^^  W^  comme 
il  suit.  On  a,  par  définition, 


sectr'r"                  sect  rr'        ,          sect  rr' 
[rV]    -"'            [rr^]    "'»            [rr'] 

=  5' 

et,  d^autre  part, 

sectr'r'       sect  rr*       sectrr' 

e      "^     6'     ~     e'    * 

On  en  conclut 

[rr"]        6'  s            [rr']        6'  s            [rr']       6'  s" 
[r'r"]  -  e  *"          [r'r"]  "  0   s"'         [rr']  ~  6'  5'  ' 

[r'r-] 
[rr'] 

0  / 
=  6^7' 

d'où,  par  les  formules  (i3), 

i^xW'-^j  ,_f_a.ir=4>  i-4-arV'  =  î-,  n-ar^r==i. 

s  s"  "s'  's 

De  ces  équations  Ton  tire  des  valeurs  des  quantités  W  qu'il  con- 
viendra d'écrire 

s  s' 

"s  "s 

Les  dilTérences  s  —  1,5'  —  i ,  /  —  i  s'obtiennent  de  la  façon  la 
plus  exacte  par  la  formule  (i  i)  du  n^  130 

On  applique  ces  diverses  formules  comme  il  suit  : 


ORBITES    ELLIPTIQUES.    MÉTHODE    D'opPOLZER.  IqS 

Ayant  trouvé  successivement^,  y^fi  ^i  ^  yf^T  -^  ^  y  ^t  ^'>  ^> 
on  calcule  les  quantités  y  au  moyen  des  formules  (i4)  en  y  pre- 
nant pour  les  W  les  valeurs  (17),  et  l'on  en  déduit  X,  X"'.  Après 
quoi  on  reprend  la  résolution  des  équations  (A)  dont  les  coeffi- 
cients, s'il  s'agit  d'une  première  détermination  d'orbite,  doivent 
être  calculés  à  nouveau  en  tenant  compte  des  temps  d'aberration, 
et  l'on  continue  ainsi  jusqu'à  ce  que  deux  approximations  succes- 
sives donnent  des  résultats  identiques. 

Arrivé  à  ce  point,  on  calcule  les  coordonnées  héliocen triques 
correspondant  aux  observations  extrêmes  par  les  formules  (10);  on 
en  déduit,  comme  dans  la  méthode  de  Gauss,  la  longitude  du 
nœud,  l'inclinaison  de  l'orbite  et  les  arguments  des  latitudes  ;  enfin, 
par  les  formules  du  u?  130,  on  calcule  les  valeurs  définitives  de  s' 
et  /'.  On  en  déduit  les  éléments  de  l'ellipse  et  les  anomalies  par 
les  formules  du  n°  133,  puis  les  autres  éléments,  comme  cela  a 
été  indiqué  pour  la  méthode  de  Gauss  elle-même. 

Ajoutons  que,  s'il  s'agit  d'une  première  détermination  d'orbite, 
une  seule  approximation  suffit  le  plus  souvent,  et  l'on  néglige 
entièrement  les  quantités  y*  Pour  une  détermination  ultérieure, 
on  corrige  les  observations  de  l'aberration  planétaire  dès  le  début 
du  calcul. 

152.  Calcul  de  Tare  héliocentrique  2/'  compris  entre  les  posi- 
tions extrêmes.  —  La  formule  (i5)  suppose  le  calcul  préalable 
d'un  certain  nombre  de  quantités  dont  les  valeurs  varient  à  cha- 
cune des  approximations  successives.  M.,  Oppolzer  a  réussi  à 
donner  des  formules  qui  expriment  l'arc  /'  en  fonction  de  ^  et  .5*' 
et  de  quantités  susceptibles  d'être  déterminées  une  fois  pour  toutes. 

Soient  ^,j^,  z]  2:",  y,  i/ les  coordonnées  rectangulaires  éclip- 
tiques  héliocentrîques  des  deux  positions  extrêmes  de  la  planète 
et  X  la  longueur  de  la  corde  qui  joint  ces  deux  positions.  Les  for- 
mules évidentes 

x«  =  (r'—  r)«+  iirr"  sin»/', 
donnent 

Les  coordonnées  x,  y,  z  s'expriment  immédiatement  par  les  for- 
B.  -  II.  i3 
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mules 

X  =  Acosp  cosX  —  RcosL, 
j^  =  A  cos  p  sin  X  —  R  sinL, 

^  =  A  sin  p. 

Si  l'on  remplace  dans  les  deux  premières  de  ces  formules  \  par 
(X  — L)  +L,  que  Ton  développe  sinX  et  cosX  par  les  formules 
d'addition,  qu'on  exprime  A  et  R  au  moyen  de  r^  z  e\if  par  les 
formules  (9),  et  sin(X  — L)  et  cos(X  —  L)  au  moyen  des  for- 
mules (4),  on  obtient 

-  =  cos{z-¥-  4')cosL  —  sin(«-H4;)cos«'  sinL, 

-  =  cos(-5-4-4^)  sinL -h  sin(-5-h<j/)cos»'COsL, 

-  =  sin(^  -h  ^)  siniv. 

Les  valeurs   de^>  ^>  3  s'en   déduisent   en  accentuant  les 
r      r      r 

lettres.  La  formation  de  "^f^, — —  n'offre  pas  d'autre  dif- 
ficulté que  la  peine  d'écrire.  Les  sinus  et  cosinus  des  arcs 

s'introduisent  d'eux-mêmes.  Leurs  multiplicateurs  dépendent 
de  sv  et  w/  sous  des  formes  qui  permettent  de  les  exprimer  en 
fonctions  homogènes  du  second  degré  des  sinus  et  des  cosinus  de 

— ^^^  et  — ; — ;  ces  multiplicateurs  dépendent  aussi  de  sin  (L* —  L) 

et  de  cos(L" —  L)  que  l'on  peut  exprimer  au  moyen  de  sin 

et  cos-^ On  obtient,  ces  réductions  faites, 


rr* 


=      cosSlsin» cos* sin» sin* ) 

\  a  2  1  '^      / 

-h  cosDl  cos* cos* cos* sm* ) 

\  a  2  2  2      / 

.    ^    .    w"  —  w    .    w'-\-w    .   L' — L        L*— L 

-H  asinS  sin sin sm cos 

2222 

.    ^        w'—w       w'-^w    .    L'— L        L'— L 
H-  2  sinD  cos cos sm cos 
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Si  Toa  pose 

.  -.        .  iv'-^-w   .  L*— L 
p  sinP  =  siQ sm , 


p  cosP  =  sin cos - 


(19) 


on  obtient 


•1  ,-2 


.   ^            cv'  -h  tv    .   L"  —  L 
^  sm Q  =  cos sin  - 


'1 


q  cosQ  =  cos — ; cos — ; —  , 


sîn*/'  =  /)»  sin»  ( pW  q^  sin»  (-  -^qY 

En  remplaçant  S  et  D  par  leur  expression  (i8)  et  posant 

cette  équation  devient 

(2o)         sin»/'  =  />»  sin»  ^P'—  ^^-^)  -4-  y»  sin»  ^Q'+  ^^^)  • 

Les  quantités  />,  y,  P',  Q'  sont  calculées  une  fois  pour  toutes,  et 

l'application  de  cette  formule  est  évidemment  bien  plus  simple 

que  celle  de  la  formule  (i5). 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  que  l'application  des  formules  (19) 

comporte  la  vériûcation 

/?«  +  ^«  =  I . 

153.  Résolution  des  équations  (A).  —  Les  formules  (11),  si 
l'on  y  remplace  les  rapports  des  aires  triangulaires  par  les  valeurs 
(i3),  les  fonctions  W  par  leurs  valeurs  (i4)î  prennent  la  forme 

I    A=  A  -4-a7(B  -H  Cy  -^X), 

X  et  X"  désignant,  dans  les  coefficients  de  x^  les  termes  en  y.  On 
voit,  au  premier  examen,  que  B,  B'',  C  et  C/  sont  de  l'ordre  o,  y 
de  l'ordre  i  ;  X,  X"  de  l'ordre  2  :  ces  dernières  quantités  sont 
tout  d'abord  inconnues. 

Les  équations  (2 1)  sont,  pour  les  observations  extrêmes,  analogues 
à  l'équation  (2).  Pour  former  le  système  A,  il  faut  leur  adjoindre, 
outre  les  valeurs  (12)  de  ^  et  y,  des  équations  analogues  aux  équa- 
tions (3).  Nous  allons  d'abord  étudier  le  système  formé  par  les 
équations  (2)  et  (3). 


ig6  DEUXIÈME    PARTIE.  —  CHAPITRE    IX. 

D'après  le  n**  142,  Téquation  (2)  peut  s'écrire 
^  -  ?^  sinF  /  I    _  _i.\ 

et  Téquation  (3),  si  l'on  y  substitue  A' à  p',  devient 
A'«  —  2  R'  A'  009  y  H-  R'»  —  r'*  =  o. 


Posant 

(•23)                 g^=Z,        ^,  =  X, 

e'e-  sinP'  I 

2    siii/)'  R'» 

Ces  équations  deviennent 

(24)                                        Z  = 

m- 

m 

"Xi* 

(25)  X«=  I  — 2Zcosf +Z«. 

Par  définition  Z  et  X  sont  essentiellement  positifs  :  par  le  théo- 
rème de  Lambert  n°  142,  m  est  positif  ou  négatif  suivant  que  r'  est 
>R'ou<R'. 

L'élimination  de  X  donnant  l'équation 

m  —  L  = -9 


(i  — 2Zcosf-+-Z»)» 

Z  sera  l'abscisse  d'un  point  commun  à  la  droite  D,  dont  m  est  à 
la  fois  l'abscisse  et  l'ordonnée  à  l'origine  et  à  la  courbe  définie  par 
l'équation 

^ 'm  m 

(I  — 2Zcosf-4-Z«)«        [(Z  — cos4/')«-hsin»4;']« 
Cette  ligne  L  est  représentée  sur  \difig.  3i.  Le  double  signe 

Fig.  3i. 
^  ! 


que  comporte  le  dénominateur  donne  deux  branches  symétriques 
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par  rapport  à  oZ.  Seulement,  X  étant  positif,  on  ne  doit  utiliser 
que  celle  des  deux  branches  dont  l'ordonnée  a  le  signe  de  m. 

Pour  Z  =  o,  Y  =  m;  le  point  correspondant  est  un  point  de  la 
droite  D,  de  sorte  que  le  problème  a  toujours  une  solution.  Mais 
cette  solution,  puisqu'elle  donne  A' =  o,  correspond  à  la  Terre 
elle-même.  Il  est  manifeste,  d'ailleurs,  que  le  problème  admet 
une  autre  solution,  si  du  moins  les  trois  observations  qui  ont 
fourni  les  données  initiales  ont  été  réellement  faites.  On  voit  de 
suite  que  Y  a  un  maximum  AB  correspondant  à  Z  =  costj^',  et  que 
la  courbe  offre  des  points  d'inflexion  pour 


Z  =  cosij;'  ±  -  siml^'. 


Si  l'angle  aigu  formé  avec  oZ  par  les  tangentes  en  ces  points 
était  moindre  que  4^^?  il  serait  évident  que  la  droite  D  ne  cou- 
perait la  branche  utilisable  de  la  courbe  L  qu'au  point  C.  Donc, 
dans  la  pratique,  cet  angle  sera  plus  grand  que  4^^  6t  la  courbe 
aura  la  forme  générale  indiquée  sur  la  fig,  3^.  On  pourra  lui 


mener  d'un  même  côté  du  point  A  deux  tangentes  T',  T'^  parallèles 
à  la  droite  D  et  la  droite  D  sera  située  entre  ces  deux  tangentes. 
Si  les  deux  points  autres  que  le  point  G  où  la  droite  D  coupe  la 
courbe  S  sont,  par  rapport  à  oY  et  oZ,  dans  un  même  quadrant,  le 
problème  comportera  deux  solutions;  dans  le  cas  contraire,  il 
n'en  comportera  qu'une.  On  voit  aisément  que,  si  m  est  positif, 
le  Z  d'un  point  d'intersection  avec  la  branche  utilisable  est  non 
seulement  positif,  mais  moindre  que  /n  ;  si  m  est  négatif,  toute  va- 
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leur  positive  de  Z  est  acceptable.  L'équation  qui  donne  les  Z  des 
points  communs  à  la  droite  D  et  à  la  courbe  L  est 

P  =  (m  -  Z)«[Z«  —  2Z  cosf -h  1]»—  m»  =  o. 

Le  premier  membre  P  est  divisible  par  Z  et  le  quotient  Q  est  du 
septième  degré  en  Z.  D'après  ce  qui  précède,  la  discussion  se  ré- 
duit à  chercher  combien  l'équation  Q  =  o  a  de  racines  positives 
quand  m  est  négatif,  de  racines  comprises  entre  zéro  et  m  quand 
m  est  positif,  et  l'on  est  sûr  que  le  nombre  cherché  est  un  ou 
deux. 

Pour  Z  =  o,    Q  se  réduit  à  — 2m(i-4-3/ncos4'')> 

Pour  Z  =  m,  »  —  m, 

Pour  Z  =  00,  »  -h  00. 

Il  s'ensuit  que,  si  m  est  positif,  l'équation  Q  =  o  a  deux  racines 
comprises  entre  zéro  et  m  quand  i  4-3/ncos^'  est  positif  et  une 
dans  le  cas  contraire;  si  m  est  négatif,  l'équation  a  deux  racines 
positives  quand  i  4-  3/ncosA'  est  positif  et  une  dans  le  cas  con- 
traire. De  sorte  que  le  problème  admet  deux  solutions  quand 
i  +  3mcos({^'  est  positif,  une  seule  quand  cette  quantité  est  né- 
gative. 

L'équation  (24)  conduit  aisément  à  la  résolution  par  tâtonne- 
ments des  équations  (A).  A  cet  effet,  on  suppose  d'abord,  dans 
ces  équations  (A),  y^  X,  X"  nulles,  et  on  les  écrit,  en  ne  négli- 
geant que  des  quantités  très  petites  du  premier  ordre. 

On  en  conclut,  approximativement,  en  comparant  à  l'équation 
A  B  .      A'  B' 


m  = -K  = — TTiTT»  m''  = 


R  8K^  "  R"  8R'* 

On   adoptera   ces   premières   valeurs  '^•,-^à.Qme\ïr!t\ 

les  valeurs  i(  et  J/"  données  par  les  formules  (4).  Après  quoi 
les  équations  (24)  et  (aS)  donneront  X,  Z,  X"',  1! ,  A  cet  effet,  il 
est  commode  d'utiliser  une  table  (*  )  qui  donne  log(2X)""'  au  mojen 
des  arguments  m,  ^  :  on  prend  la  moyenne  des  deux  valeurs  obtenues 
de  ce  logarithme  comme  étant  log(2  V)~'.  On  retranche  de  ce  loga- 

('  )  Table  XIII^  du  Traité  des  orbites  d'Oppolzcr. 
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garithme  celui  de  R'*  et  Ton  a  une  valeur  approchée  de  x 

rr  =  (2XR')-». 

De  cette  valeur,  combinée  avec  j^  =  o,  on  conclut  A  et  A'' par  les 
formules  (21),  puis  r  et  r^  par  des  équations  semblables  à  l'équa- 
tion (3).  On  en  rend  les  valeurs  calculables  par  logarithmes  au 
moyen  d'angles  analogues  aux  angles  z'^  i/'  du  n®  149.  Ensuite  les 
formules  (12)  donnent  pour  x  Qi  y  des  valeurs  Xf^  yf  dont  les 
écarts  avec  les  valeurs  xi^  yi  primitivement  adoptées  conduisent, 
comme  il  suit,  à  des  valeurs  beaucoup  plus  exactes. 

Soient  Xi+dxi,  yi-^àyi  les  valeurs  exactes^  rfr,  dr^^  dxf^ 
dyf  les  accroissements  der,  r",  Xf^  j^/ qui  résulteraient  de  Fadop- 
tion  de  ces  valeurs. 

L'équation  (3)  donne,  en  négligeant  les   termes    du  second 

ordre, 

dr  =  cos^  û?A  =  cos^  (a  dxi-^  p  dyt), 

dr'^co^z"  <iA'=  cos^'(a''  dxt-^  P'  dyt), 
OÙ 

a  =  B -h  Cj^-i-X,  p  =  Ca?, 

%'  =  B'+  G>  -h  X',        p'  =  C'a:. 
On  a  ensuite,  par  les  équations  (12), 

En  portant  ces  valeurs  dans  les  conditions  évidentes 
ari-h  dxi^Xf^  dxf,        yt-h  dyt^  y/^  dyf, 

on  obtient  les  équations 

yf^yt^  2R(r-t-r')-«    c?a:/+ [i-h2S(r-h /^)-*]  d[X/> 

OÙ 

P  =  a  cos^  -H  ^  cos^',        R  =  ar*  cos-3  —  a'r  cos-s", 
Q  =  P  cos-5  -H  P'cos^',         s  =  pr'cos^  —  P'r  cos-s'. 

La  résolution  de  ces  équations  donnera  pour  dxt  et  àyi  des 
valeurs  très  approchées.  On  réitérera,  s'il  y  a  lieu,  l'application 
de  la  méthode. 

154.  Orbites  circulaires.  —  La  méthode  d'Oppolzer  donne  un 
algorithme  très  commode  pour  la  détermination  d'une  orbite  sup- 
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posée  circulaire.  Il  suffit  alors  de  deux  observations  complètes, 
rcxcentricité  et  la  longitude  du  périhélie  n'étant  plus  à  déter- 
miner. Nous  conserverons  dans  ce  qui  précède  les  observations 
extrêmes.  Il  va  sans  dire  que  Ton  ne  se  préoccupe  dans  ce  pro- 
blème ni  de  la  réduction  à  un  même  équinoxe,  ni  de  la  parallaxe, 
ni  de  l'aberration. 

Ayant  tiré  des  éphémé rides  les  longitudes  du  Soleil  et  conclu 
des  observations  les  longitudes  et  latitudes  géocentriques  de  la 
planète,  on  détermine  les  auxiliaires  <J/,  w,  if  y  w^  par  les  formules 
(4),  /?î  P';  q^  Q'  par  les  formules  (19)  et  (19  bis).  Attribuant  à  a 
une  valeur  arbitraire,  on  calcule  z  et  j^  par  la  formule  (7)  quî, 
r  et  r''  se  confondant  avec  a,  donne 

Rsinrl  .    ^       R'sin^' 

sin^  = -j         sinz*=  —9 

a  a 

et  Ton  détermine  y  par  la  formule  (18).  Si  la  valeur  de  a  était 
exacte,  la  valeur  de/'  serait  identique  à  celle  que  donne  la  der- 
nière loi  de  Kepler 

Iç    f i  /. 

/"  =  ^ ï>        où        log 5  =  3,2489796. 

J  aarci  °2arci'         >  -•  î?/^ 

Au  moyen  d'un  second  essai  et  d'interpolations,  on  arrivera  ra- 
pidement à  la  vraie  valeur  de  a. 

Ayant  a,  on  détermine  ainsi  les  éléments  :  on  a 
A=  Rcost}/  -hacosz, 
A'=R'cost}/''-ha'cos.5", 

puis  on  détermine  les  coordonnées  héliocentriques  par  les  for- 
mules (10),  où  p  est  remplacé  par  Acos^;  enfin,  on  a  i  qui  est 
toujours  aigu  et  9  par  les  formules  (10').  On  en  conclut  les  ar- 
guments de  la  latitude  par  les  formules  (lo'^)  et  Ton  vérifie  que 

Enfin  la  relation  [jLa«  =  Â:^,  où  logÂ:^=  3,55ooo66,  donne  le 
moyen  mouvement  |x. 

Il  est  inutile  de  transcrire  les  formules  qui  peuvent  servir  à 
construire  une  éphéméride  en  partant  des  éléments  ;  il  suffît  de 
remarquer  que  dans  les  expressions  des  coordonnées  rectanga- 
laires  héliocentriques,  les  arguments  sont  des  fonctions  linéaires 
du  temps. 
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155.  Variation  de  grandeur  d'une  petite  planète.  —  Les  élé- 
ments de  Torbite  d'une  petite  planète  une  fois  connus,  il  est  aisé 
d'étudier  les  variations  de  son  éclat.  On  suppose  que  l'astre  n'a 
pas  de  lumière  propre,  n'est  éclairé  que  par  le  Soleil,  et  l'on  né- 
glige la  phase.  Dans  ces  conditions,  l'éclat  apparent  I  est  en  rai- 
son inverse  des  carrés  des  distances  r  et  A  de  la  planète  au  Soleil 
et  à  la  Terre.  On  prend  d'ailleurs  pour  unité  d'éclat  celui  qu'au- 
rait la  planète  si  elle  était  à  la  distance  a  du  Soleil  et  à  la  distance 
a  —  I  de  la  Terre,  a  étant  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  de  la  pla- 
nète et  l'unité  de  longueur  étant  le  demi  grand  axe  de  Torbite 
terrestre.  On  a  ainsi 


1  = 


r«A« 


D'autre  part,  on  a  coutume  de  classer  les  astres,  au  point  de  vue 
de  l'éclat  apparent,  en  grandeurs.  On  s'est  d'abord  conformé, 
à  cet  égard,  aux  habitudes  de  divers  astronomes,  notamment 
d'Argelander,  l'auteur  de  la  célèbre  Bonnerdurchmusterung, 
où  sont  données  les  coordonnées  approchées  et  les  grandeurs  de 
324  ï88  étoiles  comprises  entre  o^^etga®  de  distance  polaire  nord. 
L'application  des  méthodes  photométriques  a  montré  ensuite  que, 
si  les  grandeurs  de  deux  étoiles  diffèrent  d'une  unité,  le  rapport 
de  leur  éclat  est  un  nombre  sensiblement  constant  A,  environ  2,5. 

Soient  m  la  grandeur  d'un  astre,  I  son  éclat.  I  est  une  fonction 
f{m).  D'après  ce  qui  vient  d'être  dit, 

f{m)  =  k/{m-h  i). 

On  satisfait  à  cette  condition  et  à  cette  autre,  que  /(m)  décroît 
quand  m  augmente  en  faisant 

I=/(m)  =  AP-'«. 

Si,  d'autre  part,  on  désigne  par  nio  la  grandeur  d'une  planète 
dans  les  conditions  où  son  éclat  est  un,  on  a 

I  =  AP-'Wo. 
Donc 

I  =  hf^„-m 

et 

logl  =  (/Wo—  m)  logA. 

Comme  on  a  aussi,  d'après  la  première  valeur  de  I, 
logî  =  2loga(a  —  i)  —  2logrA 
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il  s'ensuit  que 

(nio — m)logA  =  2loga(a  —  i)  — 2logrA;  * 


d'où 


'^  = '"•- ï^'^^^(^-^)"^  ïïIâ^^^'*^- 


Si,  à  une  certaine  date,  on  a  observé  la  valeur  /n«  de  m,  Torbite 
une  fois  déterminée,  on  connaîtra  les  valeurs  r,  et  A|  de  r  et  A 
relatives  à  cette  date;  on  a  d'ailleurs  avec  une  précision  suffisante 

A  =  2,5,       logA  =  o,4o,        î^=^î 
on  pourra  donc  calculer 

On  aura  ensuite,  à  une  date  quelconque, 
m  =  ^-h  SlogrA. 

Dans  les  éphémérides  astronomiques,  notamment  dans  le  Ber- 
liner  Jahrbuch,  on  a  coutume  de  donner,  avec  les  éléments  des 
orbites,  les  valeurs  de  mo  et  de  g. 

Les  astronomes  n'oublient  pas  d'ailleurs  que  l'absorption  de  la 
lumière  par  l'atmosphère  diminue  l'éclat  des  astres.  On  peut 
admettre  comme  suffisant  le  Tableau  suivant  qui  donne  la  dimi- 
nution de  grandeur  à  diverses  distances  zénithales  : 

z,  A/n.  z,  Am.  z»  A/n.  z.  Am. 


3o.. 

o,or 

55'.. 

■     0,14 

76:. 

0,70 

81... 

1,06 

35.. 

0,02 

60.. 

0,22 

77.- 

0,75 

82... 

1,20 

40.. 

.     o,o3 

65.. 

.       0,32 

78.. 

.     o,8î 

83... 

1,36 

45.. 

o,o5 

70.. 

.  0,45 

79-. 

0,88 

84... 

1,53 

5o.. 

0,09 

75.. 

.     0,65 

80.. 

0,96 

85... 

ï,7i 

Pratiquement,  on  observe  peu  de  petites  planètes  à  moins  de 
i5°  de  hauteur  et  l'effet  Je  l'absorption  atmosphérique  ainsi  cal- 
culée est  moindre  que  la  variation  d'éclat  qui  résulte  du  plus  ou 
moins  de  transparence  de  l'atmosphère  ;  cette  dernière  variation, 
purement  accidentelle,  échappe  à  tout  calcul. 
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CHAPITRE  X. 

COMÈTES. 

GÉNÉRALITÉS   SUR    LEURS    ORBITES.  —  MÉTHODE    d'oLBERS    POUR    LA  DÉTERMI- 
NATION d'une  orbite  parabolique. 


156.  Généralités  sur  les  orbites  cométaires.  —  Nous  ne  décri- 
rons pas  ici  les  aspects  divers  qu'ont  offerts  les  comètes,  l'Astro- 
nomie descriptive  étant  en  dehors  du  cadre  de  cet  Ouvrage.  Nous 
ne  nous  occuperons  de  ces  astres  qu'au  point  de  vue  de  leurs 
mouvements. 

Tl  s'en  faut  de  beaucoup  que  les  astronomes  soient  d'accord  sur 
l'origine  des  comètes,  bien  que  cette  question  les  ait  préoccupés 
depuis  longtemps.  La  plupart  des  orbites  étant  fort  voisines  de  la 
parabole,  on  a  été  porté  à  admettre  que  les  comètes  viennent  des 
espaces  interstellaires;  mais  des  travaux  récents,  confirmés  par  la 
discussion  minutieuse  à  laquelle  s'est  livré  M.  Louis  Fabry  dans  sa 
thèse  de  doctorat  (iSgS),  montrent  que,  s'il  en  est  ainsi  et  que  les 
comètes  aient  dans  les  régions  interstellaires  des  vitesses  compa- 
rables à  celles  du  Soleil  et  des  étoiles,  la  plupart  des  orbites  ob- 
servées devraient  être  hyperboliques,  ce  qui  est  entièrement  con- 
traire à  la  réalité.  D'autre  part,  il  n'est  pas  sans  intérêt  de 
mentionner  l'opinion  d'après  laquelle  ces  astres  seraient  des 
émanations  du  Soleil  lui-même,  projetées  loin  de  cet  astre  avec 
de  très  grandes  vitesses. 

L'attraction  d'une  planète  dans  le  voisinage  immédiat  de 
laquelle  passe  une  comète  peut  en  modifier  le  mouvement  et, 
transformant  l'orbite  en  une  ellipse  médiocrement  allongée,  in- 
corporer définitivement  la  comète  dans  les  limites  du  système 
planétaire.  Il  pourra  arriver  que  plus  tard  l'action  de  la  même 
planète,  ou  d'une  autre  planète,  fasse  sortir  cette  comète  du  sys- 
tème solaire.  C'est  ainsi  que,  d'après  d'Arrest,  la  comète  de  Bror- 


Biela 
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sen  a  été  capturée  par  Jupiter  en  1842  et  sortira  probablement 
du  système  solaire,  encore  par  Faction  de  Jupiter,  en  igi']. 

Parmi  les  comètes  observées  jusqu'ici,  i5  seulement  sont  pé- 
riodiques et  ont  été  observées  à  deux  apparitions.  Le  Tableau 
suivant,  extrait  de  V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour 
1894}  fait  connaître  leurs  distances  périhélies  et  aphélies,  leurs 
excentricités,  les  durées  de  leurs  révolutions  et  les  époques  d<^ 
leurs  passages  aux  périhélies. 

Révolutions  Passages  Distances     Distances 

Noms.  sidérales.         aux  périhélies.         périhélies,     aphélies.    Exceoiri*  H 

ans  h 

Encke 3,3        1891  oct.    18,     o        o,34o5        4,0949        o,c«^i.;: 

Tempel 5, a  1889  fév.      2,     a  o,3866  4,6654  o,5m 

Brorsen 5,5  1890  fév.    24,     3  0,5878  5, 6104  oiioj 

Tempel-Swift..  5,5  1891  nov.  i4,  23  1,0866  5,1709  0,6- 

Winnecke 5,8  1892  juin   3o,  ai  0,8864  5,583i  o,;i6 

Tempel 6,5  1883  sept.  25,  18  2,0733  4,8973  o.icû: 

I 6,6  1832     »     a3,  17  0,8601  6,1678  ojd:- 

Il 6,6  »        »     22,23  0,8606  6,1969  o,;55i 

Finlay 6,6  1893  juil.  12,     3  0,9891  6,0687  0,: 

D'Arresi 6,7  1890  sept.  17,  12  i,324o  5,7778  0,62.-1 

Wolf 6,8  1891      »       3,  II  1,5929  5,6006  0,55- 

Faye 7,6  1881  janv.2a,  16  1,7881  5,9701  0,.»^/ 

Tuttle i3,8  1883sept.  II,     4  1,0247  10,4596  oM' 

Pons-Brooks.. .  71,5  1884janY.25,  19  0,7751  33,6718  cQîx' 

Olbers 72,6  1887  oct.      8,10  1,1996  33,6i59  0,9311 

Halley 76,4  1833  nov.  1 5,    o  0,5890  35, 4112  0,9^:' 

Indépendamment  des  comètes  précédentes,  dont  la  périodicité 
a  été  réellement  observée,  V Annuaire  du  Bureau  des  longi- 
tudes pour  1894  en  donne  64  autres  pour  chacune  desquelles 
des  éléments  elliptiques  ont  été  déterminés.  La  plupart  ont  des 
périodes  extrêmement  longues  allant  jusqu'à  8368  ans;  i4  seule- 
ment de  ces  périodes  sont  inférieures  à  10  ans;  pour  lodeces 
i4  comètes,  il  s'est  écoulé  au  moins  une  période  depuis  l'appa- 
rition; mais,  pour  des  causes  diverses,  ces  astres  n'ont  pas  été 
revus. 

Nous  ne  nous  occuperons  de  la  détermination  des  éléments  des 
orbites  qu'en  les  supposant  paraboliques,  ce  que  l'on  fait  toujours 
lors  de  la  première  détermination.  Il  n'est  pas  nécessaire  de  dis- 
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poser  de  trois  observations  complètes,  le  nombre  des  éléments 
se  réduisant  à  cinq  :  le  demi  grand  axe  et  l'excentricité  sont,  en 
effet,  remplacés  par  un  seul  élément,  la  distance  périhélie.  On 
emploie,  néanmoins,  trois  observations  complètes,  mais  on  n'utilise 
les  deux  coordonnées  déterminées  par  l'une  d'elles  que  dans  une 
seule  équation.  L'écart  entre  la  latitude  intermédiaire  observée  et 
celle  qui  résulte  des  éléments  calculés  indique  si  l'hypothèse  de 
la  parabole  est  acceptable  ou  si  l'on  doit  déterminer  des  éléments 
elliptiques  ou  hyperboliques. 

157.  Idée  générale  de  la  méthode  d'Olbers  pour  la  détermina- 
tion des  éléments  paraboliques.  —  Soient  {^fig*  33) 

G,  C,  G"  trois  positions  observées  d'une  comète  dans  l'espace  ; 
T,  T',  T' les  positions  de  la  Terre  au  moment  d'une  observation  ; 
S  le  centre  du  Soleil. 

Fig.  33. 


Soient  A,  A',  AMes  distances  TG,  T'G',  T^G";  r,  r',  /-"  les  rayons 
vecteurs  SG,  SG',  SG". 

11  est  aisé  de  former  trois  équations  entre  les  distances  A,  A''  et 
la  longueur  x  de  la  corde  GG". 

En  effet,  le  théorème  d'Euler  (n**  135)  donne  entre  r,  r"  el  x  la 
relation 

Or,  les  points  S,  T,  TT  et  les  directions  A,  A"  étant  connus,  SG, 
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se  peuvent  s'exprimer  en  fonction  de  A,  A'',  de  sorte  qu'on  aura 
une  relation  entre  A,  A^  et  la  corde  x. 

Le  quadrilatère  gauche  TCP  O^ entièrement  déterminé  donnera 
une  seconde  relation  (II)  entre  les  mêmes  quantités. 

Enfin,  en  écrivant,  comme  au  n^  139,  que  le  point  C'est  dans  le 
plan  sec,  on  a  des  relations  entre  les  projections  p,  p',  p'  de 
A,  A',  A'^  sur  récliptiquCy  les  données  et  les  rapports  des  aire^» 
triangulaires  SCC,  SC'C,  SCC  On  déduira,  en  éliminant  p'  de 
ces  relations,  la  formule  (60)  du  n^  144  et  comme  on  a,  avec  une 
approximation  suffisante, 

n        N 

on  aura  la  relation 

(III)  p-=M'p, 

où 

,_   sin(w  — P)   cosP'costp" 
""  sin((i'— w*)    cospcosw 

w  ex.  {^  étant  définis  par  les  formules 

tangfv  =  tangT  sin(X  —  \J  ),        tangiv'=  tangT  sin(X'' —  L'). 

158.  Formation  de  la  seconde  équation.  —  Désignant  par  x, 
y^  z\  afy  y,  z"  les  coordonnées  rectangulaires  héliocen triques 
écliptiques  de  la  comète  lors  des  observations  extrêmes,  et  coq- 
servant  les  notations  du  Chapitre  IX,  on  a 

J7  =  — RcosL    -4-pcosX,         j^  =  — RsinL   -+-psinX,  ;5  =  pung?, 

a?"=—  R'cosL*'-f-p*'cosX',      y  =  —  R'sinL'-hp'sinX',       ^'' =  p' lang  fi' 

et 

(I)  x«  =  (V'-.ar)«-i-(/'-j^)«-h(^'-.8)'. 

Si  l'on  pose,  d'une  part, 

(  R'cosL"-— RcosL  =  ^cosG, 
I  R'sinL"— Rsin  L  =  ^sinG, 

g  désignant  la  longueur  de  la  droite  qui  joint  les  positions  ex- 
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trêmes  de  la  Terre,  d'autre  part, 

IM'cosX' — cosX  =  Acos^cosH, 
M'sinX" — sinX  =  Acos^sîdH, 
M'langp'~tangP=  AsinÇ, 
et  enfin 

(4)  coso  =  cosÇcos(G  — H), 

la  formule  (i)  donne 

(II)  x*=  (pA  — ^cos«p)*-H^*sîn«(p, 

^,  G,  A,  ^  et  H  se  calculent  d'après  les  formules  (a)  et  (3)  que 
Ton  transforme  dans  les  suivantes 

\  R'sin(L'-L)  =  ^sin(G-L), 

^^  j  R''cos(L''-L)-R  =  ^cos(G-L) 

et 

Ih  cosÇ  cos(H  —  X')=  M'—  cos(X'—  X), 
h  cosîcos(H  —  X")  =  sin(X'—  X), 
A  sin  Ç  =  M' tang  P'—  tang  p. 

159.  Résolution  des  équations  (I),  (II),  (III).  —    On  simplifie 
Téquation  (II)  en  posant 

(6)  pA  — ^cosç  =  c?,        ^siD(p  =  A, 

et  substituant  l'inconnue  d  à  p.  Cette  équation  (II)  devient 

(II)*  x=/û^-^  A*. 

On  exprime  d'autre  part  r  et  r^en  fonction  de  d  comme  il  suit. 
Désignant  par  ^  et  Wj  Y  ^^  ^'  ^^^  angles  définis  par  rapport  aux 
observations  extrêmes  comme  ^^  et  w'  l'ont  été  au  n^  149  (for- 
mules 4)  pstr  rapport  à  l'observation  moyenne,  on  a 

I    r«=  A«-h  R«  —  2ARcos<J;, 
^'^  I  r'«=A'«4-R'«— 2A'R'cos4/'. 

Il  convient,  dans  ces  formules,  de  décomposer  les  seconds 
membres  en  carrés,  d'introduire,  au  lieu  de  A  et  A",  d'abord  p  et 
c",  puis  d  par  l'application  de  la  formule  (III)  et  de  la  première 
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formule  (6).  En  posant 

IRsint};  =  B,  R'sin4/''=  B', 

^cosQ  —  6Rcos<}^  =  c,         ^coscp  —  6''R*cos4''=  c', 
les  formules  (7)  deviennent 


(9) 


■■\/Wï^'''  "Vi^r-B- 


Si  Ton  remplaçait,  dans  Téquation  (I)  d'Euler,  r,  r^  et  x  en 
fonction  de  d,  on  obtiendrait  une  équation  en  d  de  degré  élevé. 
Au  lieu  de  cela,  on  procède  comme  au  n°  136. 

Posant 


X 


(10)  7:p7î=s''»ï'' 

Téquation  (T)  devient 

6^(^—0       /       r'        .    r'\»       /       r'        .    r'N' 
=  (  cos h  sin  —  )  =t  (  cos sin  —  )  • 

Au  second  membre,  on  doit  prendre  le  signe  inférieur  si  /  —  (- 
est  moindre  que  180®,  le  signe  supérieur  dans  le  cas  contraire. 
Mais  y  étant  défini  par  son  sinus  peut  être  à  volonté  aigu  ou 
obtus.  Or 

COS-* sin  — 

2  2 

est  positif  si  ^  est  aigu,  négatif  dans  le  cas  contraire,  de  sorte 
que  l'on  peut  toujours  adopter  la  forme 


ek(t'- 


(r-^r'y 


-T-  =  (  cos sin  —  )   —  (  cos sin  -  )  , 

|\2  2/        Va  a/ 


à  condition  de  supposer  y'  aigu  si  ç^ —  p  est  moindre  que  iSo**, 
obtus  dans  le  cas  contraire.  Cette  équation  se  simplifie  par  la  dé- 
composition du  second  membre  en  facteur  et  en  posant 

(il)  sin— = /2  sina;, 
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devient 

(12)  sinia'=- --• 

y'  .  ^ 

L'angle  —  étant  compris  entre  o°  et  4^**  quand  v"  —  i^'  est  moindre 

que  i8o°,  entre  4^**  et  90°  dans  le  cas  contraire,  x  est  compris 
entre  0°  et  3o"  dans  le  premier  cas,  entre  3o"  et  4^°  dans  le  se- 
cond. Par  suite,  Téquation  (12)  délerpiine,  dans  chaque  cas,  une 
seule  valeur  de  x. 


Si  Ton  pose 


on  a 


2(r-0A: 
T' 

ii  sina:v/cos2ar 
sin3:& 


sin  J2:  =  -— :• 


Une  Table  auxiliaire  (Table  VII  du  Traité  des  orbites  d'Oppol- 
zer)  permet  de  conclure  de  r\  la  valeur  de  log[jL,  après  quoi  l'on  a 

_     9. 1x6' 


Ces  formules  se  prêtent  à  un  calcul  d'approximations  succes- 
sives. On  fera  d'abord,  à  l'ordinaire,  r  =  r^'  =^  i,  d'où  r»,  loga,  x. 
Après  quoi,  on  trouvera  d  par  l'équation  (i  i)*  qui  donne 

Le  signe  de  d  est  ambigu.  Cependant  la  définition  (6)  de  d 
montre  que,  si  l'angle  cp  est  obtus,  desl  positif;  et  la  relation 

X*  =  p2  A'  -4-  ^'  —  2 ^  p  /i  ces  <p 

montre  que,  si  la  corde  x  est  plus  grande  que  g^  a^coscp  est 
moindre  que  ^h  el  d  est  encore  positif.  Or,  les  vitesses  de  la 
Terre  et  de  la  comète  sont,  à  peu  près,  proportionnelles  aux 
cordes  x  et  ^  et  l'on  verra  que  les  carrés  de  ces  vitesses  sont  res- 
pectivement 

B.        IL  14 
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a  étant  le  rayon  de  l'orbite  terrestre,  de  sorte  que  sensiblement 

les  longueurs  a  et  R'  étant  à  peu  près  égales  à  Tunité.  Celte  for- 
mule montre  que  si  z-'  est  moindre  que  2,  ce  qui  a  lieu  le  plus  or- 
dinairement dans  les  premières  déterminations  d'orbite,  la  corde x 
est  plus  grande  que  la  corde  g^  et  d  est  positif. 

La  valeur  approchée  de  d  une  fois  trouvée,  on  en  conclut  r  et 
/•"  par  les  équations  (9),  et  l'on  reprend  la  suite  des  calculs.  On 
fait  autant  d'approximations  successives  qu'il  est  nécessaire  pour 
la  concordance  des  divers  résultats.  Naturellement,  s'il  y  a  doute 
sur  le  signe  de  ûf,  on  termine  les  calculs  séparément  avec  les  deux 
valeurs,  et  la  comparaison  avec  une  nouvelle  observation  permet 
de  lever  l'indétermination. 

ILes  valeurs  de  x,  /•,  r"  obtenues,  on  obtient  la  dislance  périhélie 
q  et  les  anomalies  vraies  v  et  r"  comme  il  suit.  Posant  comme  pré- 
cédemment (n"  129) 

X 

sinv  —  —      , 
et  tenant  compte  de 

X»  =  r' -f-  z-**  —  2 rr'  cosif, 

Téquation  (19)  du  n"  134  devient 

g  =  —  sin' cot  -  • 

^  X  2-2 


Posant,  en  outre 
d'où 
on  obtient 

On  a  ensuite 
et  (20,  n°  13i) 


r  —  r 
sinv  —  —     -  , 

X 


cosv  =-.  — ^: —  sin î 


1  Y 

g  =  -(r  -\-  r')  cos*-cos'v. 
^2^  ^2 


tang-      -=tangYCOsv 


1?' -h  c        .  v'—v 

tang — ~ —  =siii2u)C0t — - — • 
4  4 
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Ces  formules  donnent  q^  v^  p"  et,  par  suite,  l'instant  du  passage 
au  périhélie,  d'où  l'on  déduira  l'anomalie  v'  et  le  rayon  vecteur  r' 
relatifs  à  la  date  de  l'observation  intermédiaire. 

Ces  valeurs  permettront  le  calcul  des  rapports  n  et  n"  \  on  peut 
d'ailleurs  calculer  N  et  N"  et,  par  suite,  dans  le  second  membre 
de  la  formule  du  n**  144,  on  pourra  obtenir  la  valeur  du  se- 
cond terme  qui  avait  été  supposé  nul.  Écrivant  ensuite  cette  for- 
mule 

^■=^[-J-?"-(;--R=)]- 

on  donnera,  au  dénominateur  de  R,  àp  la  valeur  trouvée,  de  sorte 
c[u'on  obtiendra  de  nouveau  entre  p  et  p"  une  équation 

p'=M,p, 

de  la  même  forme  que  l'équation  (IH),  où  la  valeur  de  M|  sera 
plus  exacte  que  celle  de  M  et  au  moyen  de  laquelle  on  fera  une 
nouvelle  approximation,  puis,  s'il  y  a  lieu,  une  troisième,  jusqu'à 
ce  que  l'on  retrouve,  dans  une  dernière  approximation,  les 
nombres  fournis  par  la  précédente.  On  a  soin  d'ailleurs,  après  la 
première  approximation,  de  corriger  les  observations  de  l'aberra- 
tion des  planètes. 

160.  Détermination  finale  des  éléments.  —  Après  la  dernière 
approximation,  ayant  les  valeurs  définitives  de  p  et  p",  on  en  con- 
clut les  coordonnées  héliocentriques,  la  longitude  du  nœud,  Tin- 
olinaison  de  l'orbite  et  les  arguments  de  la  latitude  o,  o"  par  les 
formules  (lo),  (lo)',  {\o)"  du  n"  149.  De  ces  derniers  angles,  on 
déduit  l'argument  Q  de  la  latitude  du  périhélie  et  la  distance  pé- 
rihélie comme  il  suit  : 

On  a  par  l'équation  de  la  parabole 

I         o  —  û        I  I         o'—Q         I 

-—CCS =  -—>  -7=  CCS =  -T-Tj 

^q  '^  ^r  >Jq  ^  /r* 

d'où,  par  addition  et  soustraction,  en  posant 

1/  -  =tang(45''-ha)) 
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et 

I  I   io"  -\-0  \  I 

V7  ^  ^ rr  cos2a>cos — , — 

4 

y  H  ^  y rr  sin  — - — 

4 


On  a  ensuite 


HT  --=  Û  -f-  i2. 


après  quoi  la  Table  de  Barker,  donne 

f  — T,     r— T, 

et,  par  suite,  T  de  deux  manières. 

On  apprécie  la  précision  avec  laquelle  les  éléments  représentent 
les  observations  en  calculant  les  coordonnées  géocentriques  rela- 
tives à  la  date  de  la  deuxième  observation  et  comparant  les  ré- 
sultats du  calcul  aux  données  de  l'observation. 

161.  Formation  des  queues  des  comètes.  —  L'observation 
prouve  que  les  queues  des  comètes  se  forment  dans  le  voisinage 
du  périhélie.  La  comète  s'approchant  du  Soleil,  il  se  produit  une 
décomposition  du  noyau,  du  côté  du  Soleil,  et  du  côté  opposé^ 
par  un  effet  de  l'attraction  analogue  aux  marées.  Les  matériaux 
ainsi  séparés  de  la  comète  forment  un  essaim  dont  les  innom- 
brables particules  décrivent  des  orbites  voisines  de  celle  du 
noyau.  Mais,  si  la  comète  est  assez  voisine  du  Soleil,  ces  parti- 
cules sont  vivement  chassées  à  l'opposé  du  Soleil  et,  comme  les 
bouffées  successives  de  fumée  d'une  locomotive  forment  une 
traînée  lumineuse  opposée  au  Soleil,  qui  est  la  queue  de  la 
comète.  L'observation  montre  que  Taxe  de  la  queue  est  situé  dans 
le  plan  de  l'orbite,  est  tangent  à  l'origine  au  rayon  vecteur  mené 
du  Soleil  au  noyau,  et  tourne  sa  convexité  vers  la  région  où  se  di- 
rige la  comète. 

Quelle  que  soit  la  cause  qui  éloigne  si  vivement  du  Soleil  les 
particules  qui  composent  la  queue,  elle  équivaut  assurément  à 
une  force  répulsive.  Cette  force  ne  produit  sur  le  noyau  lui-même 
qu'un  effet  négligeable.  Son  action  ne  devient  sensible  que  sur 
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les  nébulosités  émises  par  le  noyau,  nébulosités  d'une  rareté  dont 
rien  de  ce  que  nous  connaissons  sur  la  Terre  ne  peut  donner  une 
idée. 

Bessel,  dans  un  Mémoire  célèbre  dont  Plantamour  a  donné 
tine  traduction  française  dans  la  Connaissance  des  Temps  pour 
1840,  a  étudié  le  mouvement  relatif  d'une  particule  matérielle 
projetée  hors  de  la  sphère  d'action  du  noyau  cométaire,  soumise 
à  une  action,  attractive  ou  répulsive,  dirigée  suivant  la  droite  qui 
joint  cette  particule  au  Soleil,  et  s'exerçant  en  raison  inverse  du 

carré  de  la  distance.  Désignant  par  ~  cette  force,  et  supposant  [jl 

positif  dans  le  cas  d'une  attraction,  il  a  trouvé  par  l'application 
aux  apparences  qu'avait  offertes  la  comète  de  Halley 

\>.-  -  1,812, 

<le  sorte  que  l'action  du  Soleil  sur  les  particules  de  la  queue,  au 
lieu  d'être  une  attraction,  était  une  répulsion. 

Récemment,  M.  Brédlchin  a  publié  dans  les  Annales  de  V Ob- 
servatoire de  Moscou  des  recherches  très  complètes  sur  les 
queues  des  comètes,  dans  la  voie  tracée  par  Bessel.  La  discussion 
des  apparences  offertes  par  les  queues  de  36  comètes  l'a  conduit 
a  les  diviser  en  trois  classes.  Pour  les  queues  appartenant  à  la 
première  classe,  la  force  répulsive  vaut  douze  fois  la  force  attrac- 
tive du  Soleil  ;  pour  celles  de  la  seconde,  de  une  à  deux  fois;  pour 
celles  de  la  troisième,  elle  est  le  cinquième  environ  de  cette  force 
attractive.  Les  vitesses  initiales  des  particules  à  la  sortie  du  noyau 
sont,  pour  ces  trois  types,  4'"°j5  par  seconde,  900™,  3oo™.  Bré- 
dichin  trouve  que  les  queues  du  premier  type  sont  formées  d'hy- 
drogène, celles  du  deuxième  d'hydrocarbures,  celles  du  troisième 
de  fer.  Une  même  comète  peut  d'ailleurs  avoir  plusieurs  queues, 
des  diverses  classes.  M.  Brédichin  eut  l'heureuse  fortune  de  pou- 
voir appliquer  immédiatement,  et  avec  succès,  sa  théorie  aux  cinq 
grandes  comètes  visibles  de  1880  à  1882. 

Ajoutons,  pour  terminer,  que  Tétude  de  ces  comètes  a  montré 
que  les  comètes  n'éprouvent  pas  de  résistance  appréciable  en  tra- 
versant la  couronne  solaire,  que  leur  constitution  chimique  est 
complexe  et  qu'elles  peuvent  avoir  un  noyau  métallique  de  même 
nature  que  les  aérolithes. 
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L'analyse  spectrale  a  montré  en  outre  que  les  comètes  réfléchis- 
sent la  lumière  solaire;  elles  peuvent  aussi  être  lumineuses  par 
elles-mêmes. 

Les  belles  recherches  de  M.  Brédichin  sont  publiées  dans  les 
divers  volumes  des  Annales  de  V Observatoire  de  Moscou^ 
M.  Socolof  a,  dans  le  tome  II  de  la  2*^  série  (1890),  donné  un  ex- 
posé des  formules  de  cette  théorie.  Nous  en  ferons  connaître,  à  1» 
fin  du  Chapitre  XI,  les  traits  essentiels. 

162.  Étoiles  filantes.  Travaux  de  SchiapareUi.  —  La  con- 
nexion intime  entre  les  étoiles  filantes,  les  bolides  et  les  comètes 
a  été  établie  en  1866  par  SchiapareUi.  La  question,  soulevée 
depuis  Hallej,  était  particulièrement  à  l'ordre  du  jour  en  raison 
de  l'annonce  du  retour  de  l'essaim  des  Léonides  observé  en  i833. 
Néanmoins,  les  théories  les  plus  diverses  étaient  encore  en  faveur, 
notamment  celle  de  l'origine  atmosphérique  des  étoiles  filantes. 

Cette'  opinion  avait  pourtant  été  fort  ébranlée  par  l'apparition 
de  l'averse  extraordinaire  d'étoiles  filantes  observée  dans  l'Amé- 
rique du  Nord  dans  la  nuit  du  12  au  1 3  novembre  i833,  averse 
qui  conduisit  Olmsteed,  professeur  à  Yale  Collège,  à  la  découverte 
du  point  radiant.  Toutes  les  étoiles  filantes  observées  le  12  no- 
vembre i833  paraissaient  venir  d'un  même  point  du  Ciel  situé 
dans  la  constellation  du  Lion.  Elles  décrivaient  donc,  par  rapport 
à  la  Terre  supposée  immobile,  des  lignes  planes  projetées  sur  la 
sphère  céleste  suivant  de  grands  cercles  qui  se  coupaient  en  un 
même  point.  Les  plans  de  ces  grands  cercles  passaient  tous  par  la 
droite  menée  de  l'observateur  vers  ce  point,  le  point  radiant,  et 
cette  propriété  subsistait  quelle  que  fût  la  position  de  l'observa- 
teur à  la  surface  de  la  Terre;  le  point  radiant  était  indépendant 
de  cette  position.  Les  orbites  des  étoiles  filantes  étaient  donc  des 
droites  parallèles  à  la  direction  du  point  radiant. 

Dès  la  fin  du  siècle  dernier,  deux  étudiants  de  Gottingue,  Bran- 
dès  et  Benzenberg  avaient  mesuré,  par  des  observations  faites  si- 
multanément, de  deux  points  éloignés,  la  vitesse  des  étoiles 
filantes  et  l'avaient  trouvée  comparable  à  la  vitesse  des  mouve- 
ments planétaires.  La  découverte  du  point  radiant  établissait  soli- 
dement la  doctrine  de  l'origine  cosmique  des  étoiles  filantes. 

En  1839,  ^*  Erinan,  de  Berlin,  émit  l'opinion  que  la  matière 
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météorique  dont  la  rencontre  par  l'atmosphère  terrestre  constitue 
un  essaim  d'étoiles  filantes  circule  autour  du  Soleil  en  forme 
d'anneaux  fermés.  Chaque  année  la  Terre  passe  par  l'intersection 
de  son  orbite  avec  cet  anneau.  Ainsi  s'explique  la  périodicité 
annuelle  de  l'essaim  des  Perséides  qui  se  reproduit  annuellement 
du  9  au  lo  août.  Si  l'essaim,  au  lieu  d'être  répandu  à  peu  près 
uniformément  sur  l'anneau,  y  voyage  en  un  amas  relativement 
peu  étendu,  l'averse  ne  se  reproduira  que  de  loin  en  loin  quand 
la  Terre  et  l'essaim  se  trouveront  ensemble  au  point  de  rencontre 
de  leurs  orbites.  L'averse  des  Léonides  s'était  reproduite  en  i834, 
et  les  années  suivantes,  avec  une  intensité  décroissante.  On  sa- 
vait que  de  Humboldt  avait  été  témoin  à  Cumana,  dans  la  nuit 
du  12  novembre  1799,  d'une  averse  analogue  à  celle  de  i833. 
Olbers,  en  1837,  adoptant  les  idées  que  nous  venons  d'indiquer, 
annonça  qu'il  fallait  s'attendre  à  un  retour  en  1867. 

Vers  1864,  la  question  fut  reprise  avec  le  plus  grand  soin  par 
le  professeur  Newton,  de  Yale  Collège,  qui  annonça  le  retour  des 
Léonides  pour  la  nuit  du  i3  au  i4  novembre  1866. 

A  la  même  époque,  Schiaparelli  entreprenait  à  Milan  ses  admi- 
rables travaux. 

Dans  cinq  lettres  au  P.  Secchi,  directeur  de  l'observatoire 
du  Collège  romain  (lettres  traduites  en  français  dans  les  tomes 
XII  et  XIII  du  journal  les  Alondes)^  Schiaparelli  exposa  la  suite 
de  ses  idées  qu'il  développa  plus  tard,  en  1871,  dans  son  Ouvrage 
Note  e  reflessioni  sulla  teoria  astronomica  délie  stelle  cadenti. 

Son  point  de  départ  a  été  la  loi  de  la  variation  diurne  démontrée 
notamment  par  Coulvier-Gravier  et  Chapelas,  d'après  laquelle  les 
étoiles  filantes  qui  se  montrent  toutes  les  nuits  sont  plus  nom- 
breuses le  matin  avant  le  lever  du  Soleil  que  le  soir  après  son 
coucher.  Cette  loi  s'explique  immédiatement  si  l'on  admet  que 
les  étoiles  filantes  sont  de  petits  corps  se  mouvant  dans  l'espace 
avec  une  vitesse  comparable  à  la  vitesse  des  planètes  et  devenant 
incandescents  à  travers  l'atmosphère.  Si,  en  effet,  ces  étoiles 
étaient  immobiles  et  leur  essaim  traversé  par  la  Terre,  les  seuls 
points  de  la  Terre,  à  chaque  instant,  verraient  des  étoiles  filantes, 
qui  auraient  au-dessus  de  leur  horizon  M  apex,  le  point  du  Ciel 
vers  lequel  la  Terre,  à  cet  instant,  se  dirige.  Si,  au  contraire,  la 
Terre  était  immobile,  les  étoiles  filantes  circulant  en  toutes  direc- 
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lions  dans  l'espace,  la  distribution  apparente  serait  uniforme.  Si, 
comme  cela  a  lieu  réellement,  la  Terre  se  meut,  les  étoiles  filantes 
distribuées  uniformément  ayant  une  vitesse  notablement  plus 
i^rande  que  celle  de  la  Terre,  on  a  un  régime  intermédiaire  dans 
lequel  un  maximum  a  lieu  pour  chaque  point  de  la  Terre  au  mo- 
ment où  l'apex  est  à  la  plus  grande  hauteur.  L'axe  de  rotation 
étant  grossièrement  perpendiculaire  à  l'écliptique,  cela  a  lieu 
vers  6  heures  du  matin.  Au  contraire,  vers  6  heures  du  soir,  il 
se  produit  un  minimum. 

Une  fois  assuré  que  les  étoiles  filantes  se  meuvent  dans  l'espace, 
Schiaparelli  les  regarde  comme  décrivant,  autour  du  Soleil,  des 
ellipses  fort  allongées.  Il  arrive  à  penser  que  «  les  orbites  décrites 
dans  l'espace  par  les  étoiles  filantes  sont  analogues  à  celles  des 
comètes,  que  leur  vitesse  absolue,  quand  elles  atteignent  l'atmo- 
sphère terrestre,  est  très  voisine  de  celle  qui  correspond  au 
mouvement  parabolique,  que  certaines  comètes  sont  liées  à  cer- 
tains essaims  de  météores,  de  telle  sorte  qu'elles  décrivent  des 
orbites  presque  identiques,  enfin,  que  les  étoiles  filantes  sont 
très  probablement  le  produit  de  la  décomposition  de  la  malière 
des  comètes  ». 

La  détermination  du  radiant  d'un  essaim  d'étoiles  filantes  donne 
la  direction  de  la  vitesse  relative  de  l'essaim  par  rapport  à  la 
Terre;  nous  verrons  au  n°  163  comment  on  peut  déduire  la  di- 
rection de  la  vitesse  absolue  et,  par  suite,  les  éléments  de  la  pa- 
rabole que  cet  essaim  décrit  autour  du  Soleil.  Schiaparelli,  appli- 
({uant  la  méthode  à  Tessaim  des  Perséides  que  la  Terre  traverse 
du  9  au  lo  août,  constata  que  les  éléments  étaient  analogues  à 
ceux  de  la  grande  comète  de  1862.  Il  calcula  en  même  temps  les 
éléments  des  Léonides. 

L'averse  extraordinaire  du  i3  au  i4  novembre  1866  confirma, 
pour  cet  essaim,  la  périodicité  de  33  ans|.  Peters,  d'Altona,  recon- 
nut l'identité  des  éléments  de  Schiaparelli  avec  ceux  de  la  co- 
mète I,  1866.  Peu  après,  Weiss  et  Galle  remarquèrent  que  l'essaim 
des  Lyrides  du  20  avril  se  trouve  à  un  point  où  l'orbite  de  la  Terre 
est  coupée  par  l'orbite  de  la  comète  186  il,  et  Weiss  et  d'Arrest 
constatèrent  que  celui  des  Andromédides  suit  l'orbite  de  la  co- 
mète de  Biéla[que  l'on  n'avait  pas  revue  depuis  i852,  et  que  l'on 
attendait  en  1872.  La  comète  ne  fut  pas  retrouvée,   mais  Taverse 
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extraordinaire  d'étoiles  filantes  du  28  novembre  de  cette  année 
confirma  d'une  manière  éclatante  les  idées  de  Schiaparelli. 

163.  Détermination  de  Torbite  parabolique  d'un  essaim.  — 
Nous  admettrons  que  les  corpuscules  qui  composent  un  essaim 
d'étoiles  filantes  décrivent,  autour  du  Soleil,  des  orbites  parabo- 
liques. Ces  corpuscules  ne  sont  visibles  pour  nous  qu'après  leur 
entrée  dans  l'atmosphère,  où  ils  pénètrent  avec  une  vitesse  relative 
très  grande,  résultant  de  leur  vitesse  par  rapport  au  Soleil  et  de  la 
vitesse  de  la  Terre  par  rapport  à  cet  astre.  Nous  verrons  au  Cha- 
pitre XI  que  la  vitesse  ç  dans  une  orbite  parabolique  est  donnée 
par  la  relation 

(a)  i;i  =  k^fj\, 

et  la  vitesse  V  de  la  Terre  par 

r  et  R  étant  les  distances  de  l'étoile  filante  et  de  la  Terre  au  Soleil 
et  a  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  terrestre.  Or,  au  moment  d'une 
observation  d'étoile  filante,  r  est  sensiblement  égal  à  R  et,  avec 
une  précision  suffisante,  à  a.  On  a  donc  très  approximativement 

V  est  environ  23"""  et  ç,  82^™;  si  les  deux  vitesses  s'ajoutent,  la 
vitesse  relative  peut  atteindre  SS*"".  On  explique  aisément  qu'un 
corps  n'ayant  que  quelques  décimètres  cubes  de  volume  pénétrant 
avec  une  telle  vitesse  dans  un  milieu  extrêmement  raréfié,  au  delà 
même  de  la  hauteur  à  laquelle  la  pression  de  l'atmosphère  est  sen- 
sible, devienne  rapidement  incandescent  et  se  volatilise.  Il  faut 
que  ce  corps  ait  un  volume  notable  pour  qu'il  puisse  tomber  à 
Tétat  solide  à  la  surface  de  la  Terre. 

Tous  ces  corpuscules  qui  composent  un  essaim  ont,  au  moment 
où  ils  pénètrent  dans  l'atmosphère,  des  vitesses  sensiblement  pa- 
rallèles. Les  directions  de  ces  vitesses  ne  sont  que  très  peu  mo- 
difiées par  la  résistance  de  l'atmosphère.  Les  vitesses  relatives  par 
rapport  à  un  observateur  sont  aussi  parallèles.  La  parallèle  à  ces 
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vitesses  relatives,  menée  par  l'œil  de  l'observateur,  perce,  comme 
il  a  été  dit,  la  sphère  en  deux  points.  Celui  de  ces  points  d'où 
paraissent  venir  les  étoiles  se  nomme  le  radiant,  l'autre  V anti- 
radiant. L'observation  fait  aisément  connaître  le  radiant.  On  y 
parvient  le  plus  simplement  en  reportant  sur  une  carte  céleste  les 
trajectoires  observées  et  déterminant  le  point  où  elles  paraissent 
se  couper  plus  ou  moins  exactement.  La  direction  ainsi  trouvée 
est  celle  de  la  vitesse  relative  des  corpuscules. 
Soient 

/  la  longitude  observée  du  radiant; 
b  sa  latitude; 

Y  la  vitesse  relative. 

Les  composantes  de  cette  vitesse  suivant  trois  axes  de  coor- 
données rectangulaires  ayant  pour  plan  fondamental  l'éclîptique, 
l'axe  des  x  passant  par  le  point  vernal,  sont 

—  -^  cosb  co%l,     — Ycos6sin/,     — •^ûxab. 

Si  ~j~y  -^>  o  sont  les  composantes  de  la  vitesse  V  de  la  Terre 

et  que  l'on  néglige  le  mouvement  de  l'observateur  résultant  de  la 
rotation  diurne,  les  composantes  de  la  vitesse  absolue  du  météore 
sont 

et,  par  la  formule  (a),  on  a 

(d\  ,        A2      /dY  .    .    A'        ,   .  ,^       ,,2 

(  --,-  —  Y  ^^^^  ^®s^  )   -H  (  -j    —  -^  cosb  sin/  I  -+-  Y*  sin*6  =  A:*  -  » 

ou,  en  tenant  compte  de  la  formule  (P), 

,/       ,dX        .    ,dY\       k* 

Y  étant  essentiellement  positif,  cette  équation  en  détermine  entiè- 
rement la  valeur. 

La  vitesse  y  une  fois  connue,  les  composantes  77-»  ^»  ;j-  cle  la 
vitesse  absolue  s'en  déduisent. 

Si  Ton  désigne  par  8  et  i  la  longilude  du  nœud  et  l'inclinaison 
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de  l'orbite,  le  double  de  Taire  décrite  dans  l'unité  de  temps  par  le 
rayon  vecteur  mené  du  Soleil  à  l'étoile  filante  étant  k\/p  {k  dési- 
gnant la  constante  de  Gauss),  on  a 

.    /-        .  dy  dx 

k  yjp  C05iî  %\ui  —  X  -T-  —  z  -rj, 
kyjp  sinii  %\T\i=y—  —^  ~^y 

Dans  le  calcul  des  seconds  membres  on  prend  pour  x^  jk,  z  les 
coordonnées  héliocentriques  du  centre  de  la  Terre. 

Les  seconds  membres  étant  connus,  ces  équations  donnent  Q, 
f,  p.  Il  est  d'ailleurs  visible  que  l'astéroïde  étant  dans  l'écliptiqut; 
au  moment  de  l'observation  est  au  nœud  ascendant  si  la  latitude 
du  radiant  est  négative,  au  nœud  descendant  si  elle  est  positive, 
de  sorte  que  la  longitude  du  nœud  Q  est  égale  à  celle  du  Soleil 
ou  la  surpasse  de  iSo**,  suivant  que  la  latitude  du  radiant  est  po- 
sitive ou  négative. 

Pour  déterminer  l'anomalie,  la  relation 

cos*- 
1 

où  q  désigne  —  t  ne  peut  suffire  à  cause  de  l'indétermination  du 

signe  de  -  qui  en  résulterait,  mais  on  a,  en  la  diflférentiant, 

dr       "        ^1  dv       kJp  V 

ces'- 

d'où 

dr  dx  dy 

r  -,  -        X—, — \-  y  -7- 
V  dt  dt       -^   dt 

^^^        ksjp  kyjp 

et  l'angle  -  étant  compris  entre  -j-  90°  et  —  90*^  est  entièrement 

déterminé  par  cette  formule. 

L'argument  de  la  latitude  est  zéro  si  b  est  négatif,  iSo**  si  b  est 
positif.  Donc,  l'argument  de  la  latitude  du  périhélie  est  —  v  dans 
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le  premier  cas,  180"  —  v  dans  le  second.  Tous  les  éléments  sont 
ainsi  déterminés. 

Nous  n'avons  tenu  aucun  compte  de  la  vitesse  de  rotation  de  la 
Terre,  ni  de  l'influence  que  cette  rotation  a  sur  la  vitesse  relative 
apparente.  Schiaparelli  a  montré  que  ces  quantités  ne  sont  cepen- 
dant pas  entièrement  négligeables. 

164.  Travaux  de  M.  Brédichin.  —  Dans  ces  dernières  années, 
le  nombre  des  points  radiants  catalogués  s'est  considérablement 
augmenté,  et  la  question  de  l'origine  première  des  étoiles  filantes 
a  été  reprise,  notamment  par  M.  Brédichin,  à  la  suite  de  ses  re- 
cherches sur  les  queues  des  comètes.  M.  Brédichin  pense  que 
l'attraction  solaire,  en  môme  temps  qu'elle  sépare  du  noyau  d'une 
comète  très  voisine  du  Soleil  les  matériaux  impalpables  qui,  soumis 
à  la  force  répulsive,  produisent  la  queue  de  la  comète,  entraîne 
avec  ces  masses  gazeuses  une  infinité  de  petites  masses  solides, 
lesquelles  échappent  par  leur  densité  à  l'action  de  la  force  répul- 
sive. Ces  masses  solides  ont  fourni,  dans  quelques  cas,  des  queues 
anomales  dirigées  vers  le  Soleil.  Leurs  particules,  sous  Tinfluence 
de  Tattraction  solaire,  poursuivent  leur  chemin  dans  des  orbites 
plus  ou  moins  voisines  de  celles  du  noj^au,  pouvant  s'en  écarter 
notablement  suivant  la  direction  et  l'intensité  de  l'impulsion  qui 
a  fait  sortir  du  noyau  les  corpuscules.  Ces  considérations,  sur 
lesquelles  il  ne  nous  est  pas  possible  d'insister  davantage,  per- 
mettent de  rendre  compte  du  grand  nombre  des  radiants  et  de  la 
largeur  de  certains  essaims,  assez  grande  pour  que  la  Terre  mette 
plusieurs  semaines  à  les  traverser. 
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CHAPITRE  XI. 


LOI   DE  NEWTON.  —   EQUATIONS   DES  MOUVEMENTS  DES   PLANETES  AUTOUR 
DU   SOLEIL.  —    INTÉGRATION   DANS  LE   CAS  d'uNE  SEULE  PLANÈTE. 


165.  Détermination  de  la  force  qui  sollicite  une  planète  vers 
le  Soleil.  —  D'après  les  lois  de  Kepler,  une  planète,  que  nous 
regarderons  ici  comme  un  point  matériel,  décrit  une  ellipse  autour 
du  Soleil  supposé  fixe.  II  s'ensuit,  d'après  les  principes  fonda- 
mentaux de  la  Mécanique,  que  cette  planète  est  soumise  à  l'action 
d'une  force.  Le  plan  de  l'ellipse  passant  par  le  Soleil,  la  direction 
de  cette  force  est  constamment  dans  ce  plan. 

Soient,  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires  passant  par  le 
Soleil,  Xjy  les  coordonnées  de  la  planète,  X,  Y  les  composantes 
de  la  force  qui  la  sollicite,  m  la  masse  de  la  planète.  On  a  les 
équations 

d'où  l'on  déduit 

En  vertu  de  la  loi  des  aires,  x  dy  —  y  dx  étant  le  double  de 
l'aire  décrite  dans  le  temps  infiniment  petit  dt^ 

dy  dx 

Ci)  ^-i--^rf,  ='^' 

c  désignant  une  constante.  La  difTérentiation  des  deux  membres 
de  cette  équation  donnant 

d^y         d*x 
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il  résulte  de  Téquation  (2) 

(4)  xY  —  jrX  =  o. 

Or,  les  composantes  X,  Y  de  la  force  cherchée  sont  proportion- 
nelles aux  cosinus  des  angles  que  la  direction  de  cette  force  fait 
avec  les  axes.  Les  coordonnées  ^,  y  de  la  planète  sont  propor- 
tionnelles aux  cosinus  des  angles  que  fait  avec  les  axes  le  rayon 
vecteur  mené  du  Soleil  à  la  planète.  La  direction  de  ce  rayon 
vecteur  coïncide  donc  avec  celle  de  la  force  cherchée.  Ainsi  : 

La  force  qui  sollicite  la  planète  est  dirigée  suivant  ta  droite 
qui  joint  cette  planète  au  Soleil, 

D'autre  part,  la  courbe  que  décrit  la  planète  tourne  sa  concavité 
vers  le  Soleil.  Il  s'ensuit  que  la  force  cherchée  est  dirigée  vers 
le  Soleil  :  cest  une  force  attractive. 

Soit  F  rintensité  de  cette  force.  Multiplions  les  équations  (1) 
respectivement  par  a  dx^  2  dy  et  additionnons-les  membre  à 
membre  :  nous  trouvons 


-[(S)'-* 

■my 

'i{\dx-^ 

■^dy). 

Les  relatic 

)ns  évidentes 

X  =  - 

FÎ,         Y 
r 

=  -F^, 
r 

donnant 
on  a 


dx  =  -  dr  -^  r  dl-\  dy  =  ^  dr -^  r  d('-j, 

î.î.i.Z  =  !.[(î)V(f  )■]  =  «; 

Xdx-^Ydy^  —  Fdr, 

équation  qui,  si  l'on  remplace  a:  et  y  par  les  coordonnées  po- 
laires r,  6  au  moyen  des  relations 

a?=rcos6,        y  =  rsin6, 
devient 

,dr^-^r*dQi  -,   . 

(5*)  md ^- =_çtFrfr. 
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L'équation  (3),  qui  exprime  la  loi  des  aires,  devient  par  la  même 
substitution 

<3*)  r^d^^-cdt. 

Si  Ton  élimine  dt  entre  les  équations  (3*)  et  (5*),  on  trouve 

m 


2C' 

i  "^ 

(. 

rf/ï 

0- 

,.3 

dr 

r  ^  ^ifO" 

c 

omme  on  a 

/     i"^  î 

'^     l\ 

1 

1  d-  \ 

y 

d- 

\ 

d 

[r^d^^J 

d 

''  1 

d 

r 

) 

d? 

~  dr 

\^e-; 

^^ 

^e^ 

CM'y 

/ 

l'équation  précédente  devient 
^       me' 


(6) 


ne'  I    I  ri 

7^  \7''^7?P"/' 


Il  convient,  avant  d'aller  plus  loin,  de  remarquer  que  les 
équations  (4)  et  (6)  s'appliquent  non  seulement  au  mouvement 
des  planètes  autour  du  Soleil,  mais  au  mouvement  de  tout  point 
matériel  décrivant  autour  d'un  point  fixe  une  ligne  plane  suivant 
la  loi  des  aires.  Elles  constituent  des  équations  fondamentales 
pour  l'étude  du  mouvement  d'un  tel  point. 

La  planète  décrit  autour  du  Soleil  une  ellipse  dont  le  Soleil 
occupe  un  foyer.  Si  a  désigne  le  demi  grand  axe,  e  l'excentricité 
de  cette  ellipse,  ts  l'angle  que  fait  avec  O^  la  direction  du  péri- 
hélie, Téquation  de  cette  ellipse  est 

I  _  i-hecos(6 — m) 

Si  l'on  introduit  cette  valeur  de  -  dans  la  relation  (6),  on  trouve 
immédiatement 
(8)  F=       '"'''        • 


a(i —  e*)  r* 

La  force  qui  sollicite  la  planète  vers  le  Soleil  est  donc  en 
raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de  la  planète  au  Soleil, 

On  peut  remarquer  que  si,  dans  l'équation  (6),  on  suppose 
(9)  F=îi, 
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F«  étant  une  constante  donnée,  l'équation  (7)  sera  l'intégrale  géné- 
rale de  cette  équation  (6)  pourvu  que  Ton  ait 


(•»)  --~^-.   «. 


me* 

a('i  — e») 


En  effet,  la  fonction  r  de  0  définie  par  l'équation  (7)  satisfait 
à  l'équation  (6);  comme  elle  renferme  deux  constantes  arbitraires, 
elle  en  est  l'intégrale  générale  :  il  y  a  bien  deux  constantes  arbi- 
traires, puisque  entre  les  trois  constantes  arbitraires  a,  e,  w  il 
n'existe  que  la  relation  (10). 

Nous  remarquerons  encore  que,  si  l'on  désigne  par  ^^  la  vitesse 
de  la  planète,  on  a 


-y-m 


d'où 

D'autre  part 

a(i  — e»)=  -p-   ; 

le  second  membre  étant  positif,  il  est  manifeste  que  si  l'orbite  est 
elliptique,  e  étant  moindre  que  un,  a  est  positif;  si  elle  est  hyper- 
bolique, a  est  négatif;  si  elle  est  parabolique,  a  est  infini. 

Si  r©  est  la  valeur  initiale  du  rayon  vecteur,  Çq  'a  vitesse  corres- 
pondante, on  a 

/n   \ro        a/ 

Donc,  quelle  que  soit  la  direction  de  la  vitesse  initiale,  l'orbite 
est  elliptique,   parabolique  ou  hyperbolique  suivant  que  i^J  est 

moindre  que  — ->  égal  ou  supérieur  à  cette  quantité. 

166.  Comparaison  des  forces  qui  sollicitent  les  diverses  planètes 
vers  le  Soleil.  — La  constante  c  désigne  le  double  de  l'aire  décrite 

dans  l'unité  de  temps.  L'aire  de  l'ellipse  est7ca-y/i  —  e-.  La  durée  T 
de  la  révolution  de  la  planète  est  donc 

~  c 


LOI    DE    NEWTON.  225 

d'où,  par  la  relation  (lo), 

D'après  la  dernière  loi  de  Kepler,  sî  a'  et  T'  désignent  les 
quantités  analogues  à  a  et  T  pour  une  autre  planète, 

Si  donc  m'  désigne  la  masse  de  cette  planète,  F',  la  force  qui  la 

sollicite  vers  le  Soleil, 

m'  ^  m 

Fi  ""  Ft* 

Les  forces  qui  sollicitent  les  diverses  planètes  vers  le  Soleil 
sont  donc  proportionnelles  à  leurs  masses.  Elles  sont  repré- 
sentées par  une  expression  de  la  forme  ^--^7  \k  étant  une  con- 
stante. 

L'équalion  (7)  s'applique  aux  orbites  paraboliques  des  comètes, 
pourvu  que  l'on  y  remplace  e  par  un  et  a{i  —  e^)  par  le  para- 
mètre/?, double  de  la  distance  périhélie.  La  formule  (8)  donne 
alors 

F  =  ^^'  J_ . 

Or,  on  constate  que  pour  les  nombreuses  comètes  paraboliques 
observées,  —  est  un  nombre  constant  égal,  d'ailleurs,  à  la  valeur  de 
— ^_^-—  relative  aux  planètes. 

Les  forces  qui  sollicitent  vers  le  Soleil  les  planètes  ou  les 
comètes  sont  donc  proportionnelles  aux  masses  de  ces  corps. 

167.  Cas  des  satellites  des  planètes.  —  Les  mouvements  des 
satellites  autour  des  planètes  correspondantes  obéissent  sensi- 
blement aux  lois  de  Kepler.  Quand  une  planète  a  plusieurs  sa- 
tellites, la  troisième  loi  de  Kepler  elle-même  se  vérifie.  L'action 
d'une  planète  sur  un  quelconque  de  ses  satellites  est  donc  repré- 

sentée  par  une  expression  telle  que  -  ,-»  m  étant  la  masse  du  sa- 

B. -II.  i5 
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tellîte,  r  sa  distance  à  la  planète,  jjl'  un  nombre  constant  pour  les 
divers  satellites  de  la  même  planète. 

La  Terre,  n'ayant  qu'un  satellite  ne  se  prête  pas  à  cette  vérifi- 
cation ;  mais  si  Ton  calcule  la  valeur  de  la  constante  [jl'  d'après  le 
mouvement  de  la  Lune  et  que  l'on  regarde  un  point  placé  près  de 
la  surface  de  la  Terre  comme  soumis  à  la  même  loi  d'attraction, 
on  trouve  pour  l'intensité  de  la  force  qui  sollicite  ce  point  la  va- 
leur de  l'intensité  de  la  pesanteur  mesurée  par  les  physiciens. 

On  a  en  effet,  pour  la  Lune 

de  sorte  que  l'accélération  due  à  cette  force,  si  la  Lune  était 
rigoureusement  à  la  distance  a,  serait 

Or  le  demi  grand  axe  a  est  environ  soixante  rayons  terrestres, 
de  sorte  que  si  l'on  prend  pour  unité  de  longueur  le  mètre  et  pour 
unité  de  temps  la  seconde  de  temps  moyen,  ce  qui  donne 

T  =  27i7"43"=  39343", 

on  trouve  pour  Taccélération  à  la  distance  a 

4  ir*  40000000.60 


■2  ir  3934*2*  60^ 


—  o™, 002 706. 


Si  la  même  force  s'exerçait,  modifiée  en  raison  inverse  du  carré 
de  la  distance,  à  la  surface  de  la  Terre,  elle  produirait  une  accé- 
lération 60^  ou  36oo  fois  plus  grande,  égale  par  suite  à  9™,  74»  Un 
calcul  plus  rigoureux  donne  une  valeur  qui  coïncide  avec  9*^,82, 
accélération  due  à  la  pesanteur  à  la  surface  de  la  Terre.  De  sorte 
que  la  force  qui  fait  mouvoir  la  Lune  autour  de  la  Terre  est  la  pe- 
santeur diminuée  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance. 

168.  Loi  de  la  gravitation  universelle.  —  Il  y  a  lieu  d'observer 
que  les  planètes  attirent  le  Soleil,  comme  elles  attirent  leurs  sa- 
tellites, et  l'action  du  Soleil  sur  une  planète  égale  celle  de  la 
planète  sur  le  Soleil.  Soit  M  la  masse  du  Soleil,  m  celle  de  la 
planète.  L'attraction  du  Soleil  sur  la  planète  est  représentée  par 
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^^-;  celle  de  la  planète  sur  le  Soleil  par  ^^-«  Donc 

ou 

if:  =  li. 
M        m 

Si  donc  k^  est  un  nombre  constant  dans  le  système  solaire,  on  a 
et  l'action  mutuelle  du  Soleil  sur  la  planète  est  représentée  par 

Si  l'on  considère  que  la  pesanteur  terrestre  s'exerce  sur  toutes 
les  parties  des  corps  si  petites  qu'elles  soient,  le  poids  d'un  corps 
étant  la  somme  des  poids  de  ses  parties,  et  tous  les  fragments  d'un 
même  corps  tombant  dans  le  vide  avec  la  même  vitesse,  on  est 
conduit  à  admettre  que  deux  particules  quelconques,  prises 
dans  le  système  solaire,  s'attirent  proportionnellement  à  leurs 
masses  et  en  raison  inverse  du  carré  de  leur  distance.  Cette  loi 
est  la  loi  de  la  gravitation  universelle,  nommée  aussi  loi  de 
Newton, 

Cette  loi  n'a  pu  être  étendue  en  toute  rigueur  aux  astres 
étrangers  au  système  solaire.  L'orbite  relative  apparente  du  sa- 
tellite dans  un  système  stellaire  double  est  bien  une  ellipse  à 
laquelle  s'applique  la  loi  des  aires  ;  mais  les  observations  ne  per- 
mettent pas  de  démontrer  que  l'orbite  réelle,  qui  est  aussi  une 
ellipse  si  on  la  suppose  plane,  a  l'astre  j)rincipal  pour  foyer.  Le 
lecteur  désireux  d'étudier  la  question  la  trouvera  traitée  au  §  5 
du  tome  I  du  Traité  de  Mécanique  céleste  de  M.  Tisserand. 
Un  astre  peut  décrire  autour  d'un  autre  regardé  comme  fixe,  sui- 
vant la  loi  des  aires,  une  ellipse,  quelles  que  soient  à  l'époque 
initiale  la  position  et  la  vitesse  du  premier  astre,  sous  l'action 
d'une  force  qui  dépendrait  non  seulement  de  la  distance,  mais 
aussi  de  la  direction  du  rayon  vecteur  joignant  les  deux  astres. 
Si  l'on  suppose  que  la  force  ne  dépende  que  de  la  distance,  on 
trouve  qu'elle  doit  être  représentée  par  la  loi  de  Newton,  ou  être 
proportionnelle  à  la  distance.  Dans  ce  dernier  cas,  l'ellipse  aurait 
pour  centre  l'astre  principal,  et  il  en  serait  de  même  de  l'orbite 
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apparente.  Cela  n'a  pas  lieu,  en  général,  pour  les  orbites  connue» 
d'étoiles  doubles. 

169.  Réduction  des  corps  célestes,  pour  l'étude  des  mouvements 
de  translation,  à  leurs  centres  de  gravité.  —  La  loi  de  Newton 
admise,  la  Mécanique  permet  de  tenter  l'étude  complète  des  mou- 
vements des  corps  célestes.  Les  dimensions  de  ces  corps  sont  très 
petites  par  rapport  à  leurs  distances  mutuelles,  de  sorte  que  leurs 
mouvements  de  translation  nous  sont  beaucoup  plus  sensibles 
(sauf  dans  le  cas  de  la  Terre)  que  les  mouvements  de  rotation 
dont  ils  peuvent  être  animés.  Pour  l'étude  de  ces  mouvements 
de  translation,  les  seuls  dont  nous  nous  occuperons  dans  ce 
Chapitre,  on  peut,  dans  le  cas  du  système  planétaire,  rem- 
placer, sans  erreur  sensible,  le  Soleil  et  chaque  système  formé 
d'une  planète  et  de  ses  satellites  par  un  point  matériel  de 
même  masse  placé  en  son  centre  de  gravité.  Cette  proposition 
résulte,  d'une  part,  de  ce  que  les  dislances  de  ces  corps  sont  très 
grandes  par  rapport  à  leurs  dimensions,  d*autre  part,  de  ce  que 
chacun  d'eux  est  à  peu  près  sphérique  et  formé  de  couches  con- 
centriques homogènes,  de  sorte  que  l'on  peut  leur  appliquer  les 
deux  propositions  suivantes  qui  sont  de  la  plus  haute  importance 
dans  l'étude  des  mouvements  célestes  : 

(a)  Si  deux  corps  célestes  étaient  formés  chacun  de  couches 
sphériques  concentriques  homogènes,  leurs  actions  mutuelles 
seraient  rigoureusement  les  mêmes  que  si  la  masse  de  chacun 
d'eux  était  réunie  en  son  centre  de  gravité. 

Soient  en  effet  ^,JK,  z  les  coordonnées  d'un  point  d'un  élément 
infiniment  petit,  de  masse  rfm,  d'un  corps  solide  C  ;  a,  p,  y  les  coor- 
données d'un  point  extérieur  à  l'élément,  r  sa  distance  à  cet  élé- 
ment. Supposons  que  l'élément  attire  le  point  a^y  et  que  l'inten- 
sité de  l'attraction  soit  une  fonction  f{r)  de  r.  Les  composantes 
de  l'attraction  seront 
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les  intégrales  étant  étendues  à  toute  la  masse  du  corps  attirant  C. 
Désignons  par  F(r)  une  fonction  ayant /(r)  pour  dérivée,  ne  de- 
venant pas  infinie  entre  les  limites  des  intégrations,  et  par  V  la 

fonction 

V  =  -///F(r)rfm, 

rintégrale  s^étendant  aussi  à  toute  la  masse  du  corps  C.  De  la 

relation 

r«=(:r-a)«-+-(^-P)«-+-(-5-Y)*» 
on  a  déduit 

et  de  même 

et  ces  formules  fondées  sur  la  règle  de  difTérentiation  sous  le 
signe  /  ne  peuvent  prêter  ici  à  aucune  objection,  puisque  les 
limites  des  intégrations  sont  indépendantes  de  a,  ^,  y  et  que 
Télément  différentiel  ne  devient  pas  infini  entre  ces  limites. 

Il  est  aisé  de  voir  que  cette  dernière  condition  est  satisfaite 
si/(r)  est  la  loi  de  Newton  et  que  le  point  apy  ne  fasse  pas  partie 
de  la  masse  du  corps.  On  a  alors,  en  désignant  par/une  constante 
positive, 

f(r)=l,         F(r)=-/, 


-/// 


/dm 


r 


Divisons  la  sphère  en  couches  sphériques  homogènes  infiniment 
minces.  Soient  R  le  rayon  de  Tune  d'elles,  e  son  épaisseur,  p  sa  den- 
sité. Décomposons-la  en  zones  dont  Tune  quelconque  soit  limitée 
par  deux  cercles  de  rayons  sphériques  9  etOn-rfO,  ayant  un  même 
pôle  situé  sur  la  droite  qui  joint  le  centre  de  la  sphère  au  point 

aPy.  On  a 

dm  =  2icRRsin6  rfÔep, 
d'où 


La  relation 
donne 


9.7tR*sinerfe 


r'  =  a*-f-  R»—  aaR  cos6 
rdr  =  aRsin6û^6, 
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et 

A-f-R 


Le  numérateur  est  la  masse  de  la  couche  sphérique,  de  sorte 
que  V  est  égal  au  potentiel  qui  proviendrait  de  l'action  de  la 
masse  de  la  couche  sphérique  sur  le  point  a^y  si  cette  masse  était 
concentrée  en  son  centre.  Le  potentiel  étant  le  même  dans  les 
deux  cas,  il  en  est  de  même  des  composantes  X,  Y,  Z  de  l'attrac- 
tion exercée  sur  le  point  a^y. 

Le  théorème  s'étend  de  lui-même  au  cas  d'un  corps  formé  d'une 
infinité  de  couches  sphériques  concentriques  homogènes  attirant 
un  point  extérieur,  et  à  celui  où  l'on  envisage  l'action  mutuelle 
de  deux  corps  ainsi  constitués. 

(b)  Quelle  que  soit  la  distribution  de  la  densité  dans  une 
masse  attractive,  V action  de  cette  masse  sur  un  point  très 
éloigné  a^Y  est  à  peu  près  la  même  que  si  toute  la  masse  attrac- 
tive était  concentrée  en  son  centre  de  gravité. 

On  a  en  effet,  pour  l'attraction  suivant  la  loi  de  Newton, 


avec 


•IIS 


f  dm. 


_l 

_   I   /  aa: -T- py-h  Y^       x'^ -\- y^ -\- z^\    * 

~  a  \  a*  a^  I      ' 

Le  second  terme  de  la  parenthèse  est  du  premier  ordre  par  rap- 
port à  ~j  le  troisième  du  second  ordre,  r  désignant  la  distance  du 

point  ^j^^  à  l'origine  des  coordonnées  que  nous  supposerons  placée 
au  centre  de  gravité  des  corps.  On  en  conclut,  par  la  série  du  binôme, 

i_2/        aa:-+- Py -h  Y-*        ix^~\-y^-^z^  \ 
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Donc 

Les  trois  intégrales  qui  suivent  la  première  sont  nulles,  l'ori- 
gine des  coordonnées  étant  au  centre  de  gravité.  Donc,  aui  termes 
près  du  second  ordre, 

■///■ 


V:-     /     i      l'/^^ 


C'est  bien  la  valeur  qu'aurait  V  si  toute  la  masse  attirante  était 
réunie  au  centre  de  gravité. 

170.  Équations  différentielles  du  mouvement  d'un  système  de 
points  matériels  libres,  s'attirant  suivant  la  loi  de  Newton.  — 
Soient  //Zq,  mi,  ma,  ••.,  rrin  les  masses  de  ces  points.  Soient 
aussi,  par  rapport  à  des  axes  rectangulaires  fixes  dans  l'espace,  Ç|, 
Tji,  Ç|  les  coordonnées  du  point  dont  la  masse  est  /w/,  et  A/y  la  dis- 
tance de  ce  point  à  celui  dont  la  masse  est  /ny.  Soit  enfin /l'action 
de  l'unité  de  masse  sur  une  masse  égale  placée  à  une  distance  de 
la  première  égale  à  l'unité  de  distance. 

L'action  mutuelle  des  deux  masses  m/,  mj  est 

Sa  composante  suivant  l'axe  des  Ç  est 
fmimj  y 

s'il  s'agit  de  l'action  de  mj  sur  mi  :  il  faudrait  en  changer  le  signe 
pour  l'action  de  mi  sur  rrij. 

D'après  cela,  les  équations  fondamentales  de  la  Mécanique 
donnent  pour  les  composantes  de  l'accélération  du  point  mi  l'é- 
quation 

et  deux  équations  semblables  se  déduisant  de  la  première  par  le 
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remplacement  des  lettres  Ç  par  yi  ou  Ç.  Le  symbole  Dy  indique  une 
sommation  qui  s'étend  à  toutes  les  valeurs  dey,  la  valeur  i  exceptée. 
Si  Ton  pose  avec  Lagrange 

(I3)  U:=/2-'^'-- 


--> 


la  sommation  s'étendantà  tous  les  groupes  de  valeurs  inégales  des 
nombres  ielj\  l'équation  (i  a)  et  les  équations  analogues  deviennent 

,   ,,  d^tii       d\}  d^rii       dV  d^l^i       dV 

^  dt^        d^i  dt^         dr^i  dt^        d^t 

la  relation 

('5)  A?,  =  ($/~5y)«-(7)/-71y)«-f.(C/-Çy)« 

montrant  sans  peine  que  le  second  membre  de  l'équation  (12)  est 
la  dérivée  partielle  de  U  par  rapport  à  Ç/. 
La  fonction  U  s'appell e/o/ic^/on  des  forces. 

171.  Équation  du  mouvement  relatif  des  points  m],  mj,  .,.,  m„ 
par  rapport  au  point  mo.  —  Rapportons  les  points  mx^m^^  .,  ,,mn 
à  trois  axes  de  coordonnées  parallèles  aux  premiers,  menés  par  le 
point  niQ.  Soient  Xi^  yi^  Zi  les  coordonnées  du  point  m/  par  rap- 
port à  ces  axes.  Elles  sont  liées  aux  anciennes  par  les  relations 

(»6)  ?/=$o-f-a?^,         ïî/=TQo-+-r/i         0=îo-»--2/, 

d'où  il  résulte 

(17)  'àù-dx^ 


dt^   ~  dt^         dV^ 
L'équation  (12)  relative  à  la  valeur  o  de  i  devient 

ri  désignant  la  distance  Aqi.  La  première  équation  (16)  devient,  par 
l'introduction  de  ces  diverses  valeurs, 

k  ayant  toutes  les  valeurs  i,  2,  3,  .  . . ,  w. 
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Si  l'on  désigne  par  Cj'  la  partie  de  U  indépendante  de  m©,  on  a 


la  valeur  de  U'  est  d'ailleurs 


U  =  U'-^/mo2- 


u'=/2 


les  indices  i  et  y  ayant  toutes  les  valeurs  inégales  de  i  à  ^. 
On  en  conclut 

dxi  ~~  dxi      ''     ®     r] 
et  Téquation  (i8)  devient 


d^xi       ^_  Xi       ^^  mieXk  __    I    à\}' 


Cette  équation  (18*),  les  deux  qui  s'en  déduisent  par  la  permu- 
tation de  X  en  y,  de  y  en  z,  donnent  pour  toutes  les  valeurs  i, 
a,  . . . ,  n  de  f  un  système  de  3  n  équations  différentielles  du  second 
ordre  entre  les  coordonnées  Xi^yi,  zi  des  corps  m«,  /W2,  .  >  >-,  m„ 
par  rapport  à  des  axes  ayant  pour  origine  l'astre  m^. 

On  a  coutume  de  modifier  la  forme  de  cette  équation  comme 
il  suit  :  on  réunit  au  premier  membre  les  deux  termes  qui  ont 
pour  dénominateur  r';  on  supprime  au  second  membre  les 
termes  de  U'  indépendants  de  Xt,  et  l'on  groupe  chacun  des  termes 
restant  au  second  membre  avec  le  terme  correspondant  du  premier. 
L^équation  relative  au  cas  de  {  =  i  devient  ainsi 

jr        /    à        X  Xt\  r        l    ^         ï  ^n\ 

=-^'"'te  AT.  "  'PU  ^•••^•^'"'•te  -^^  -  71)' 

On  observe  ensuite  que 


^î 

= 

d 

dxx 

Xx 

xi-^yxYt 

-^ZfZi 

ri 

r\ 

^n 

à 

^1 

^n-^yxYn-^Z^Zn 

àxi 
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de  sorte  que,  posant 

-^'^'H^n H — y 

fonctions  symétriques  par  rapport  aux  lettres  x,  y^  z,  les  équa- 
tions (i  8*)  deviennent 

d^Xi        ..  ^x^        <^R|  d^x^        .  .a?!        c^Rj 

J  ^^y\      rf  V  >"i     <^Ri         d^  y^     j-f  s  J^t     «^Rî 


Dans  Tétude  du  mouvement  des  planètes,  on  prend  pour  /tIq  le 
Soleil;  ^1,  ^1,  ^1,  x^^yi^  Zi^  ...  sont  alors  les  coordonnées  des 
planètes  par  rapporta  des  axes  passant  par  le  centre  du  Soleil. 

172.  Transformation  en  coordonnées  polaires  des  équations  du 
mouvement  relatif  des  planètes  autour  du  Soleil.  —  Désignant 
par  m  la  masse  de  Tune  des  planètes,  par  exemple  de  la  planète  mi, 
par  x^jj  z  ses  coordonnées,  et  posant 

les  équations 

^'^^  dt*   "  dx'  dt^  ~  dy'         'di>  ~  àz 

sont  dites  équations  différentielles  du  mouvement  de  cette  planète 
m{x^y^  z),  bien  que  les  seconds  membres  dépendent  des  coor- 
données des  autres  planètes  et  qu'au  point  de  vue  analytique  il 
soit  nécessaire  de  considérer  ensemble  les  3n  équations  (A). 
Le  plus  souvent  il  est  utile  de  remplacer  les  coordonnées  reclan- 
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gulaires  x^  y^  z  par  des  coordonnées  polaires  r,  9,  \?  liées  aux  pre- 
mières par  les  relations 

(20)  a:  =  rcosO  cost',        j' =  rcosO  sint^,        ^=rsin6. 

r  est  le  rayon  vecteur;  nous  appellerons  6  la  latitude,  \?  la  longi- 
tude, bien  que  nous  ne  supposions  en  aucune  manière  que  le  plan 
des  xy  soit  l'écliptique,  ni  O  j?  la  ligne  des  équinoxes. 

Q  est  fonction  de  r,  6,  p,  étant  fonction  de  x^  y^  z  qui  sont 
fonctions  de  r,  0,  i^.  L'application  dii  théorème  relatif  à  la  diffé- 
rentiation  des  fonctions  composées  donne 


c^Q 

_dq^dx       dq  dy  ^  dQ  âz 
dx  dr        dy  dr    '    dz  dr 

dr 

et  des  valeurs  analogues  pour  -^s  et  ■^• 

La  substitution  dans  ces  valeurs  de  celles  de  t-  >  ^tt  »  ^r- >  -^  >  •  •  •  ? 

or     (78     ov     dr 

dont  le  calcul  est  immédiat,  donne  ensuite 

dQ_£^Q^       dq^  y       dQ  z 
dr  ~  dx   r        dy    r        dz   r 

dv  dx  •^        dy 

Si  l'on  remplace  aux  seconds  membres  -p>   ;r^'  7P  P^'*  ■77^' 

-^Tj-  9  -Tp£  suivant  les  équations  (  1 9  ) ,  on  trouve 

dÇl  _x  d^x        y  d*y       z  d^z 

Ir  ~~  r  'dt*  "*"  "r    5^  "^  r  Ht^^ 

dQ  ./    d^x  d^y\  ^d^z 

dQ  _     d^y  d>x 

dF  ^^l[F~'^~dt^' 


(21) 


Les  seconds  membres  de  ces  équations  s'expriment  en  coor- 
données polaires  comme  il  suit.  Posant 

rcos6  =  p, 
d'où 

a7  =  pcos(^,        y=^smv, 
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on  a 

dx^  -f-  dy^  =  <ip*  ~h  p*  dv^, 
ou 

dx^  -+-  dy^-+-  dz^  —  rfp*  -+■  dz'^  -+-  r*  cos*ô  dv^ 

=  c?r*  +  r*rfe*  -h  r»  cos»  6  fl?p«. 
On  a  aussi 

ajî  ^-  y t -+-  a»  :r=  /•', 

ou 

ar  fl?a:  -h  ^  cÇ^  -f-  z  rf<5  =  r  rfr 
et 

xd'^x-h  y  d^y  -+■  z  d^z  =  rd^r-^-  dr^ — (ûte'-+-  dy'^-^  dz*) 

=  r  d* r  —  r*  d%^—  r^  cos*^  dv*. 
De  la  relation 

^  =  tangi;, 

on  déduit 

X  dy  —y  dx  r=  r^ cos* 8  dv 
et 

Enfin  on  trouve  directement 

--J—  =sinO  --r—  -f-2cos6-T-  -.-  —r  sine -y-  -\- r  cos^ -y-^  * 
dt^  dt*  dt  dt  dt^  dt^ 

La  substitution  de  ces  valeurs  dans  les  équations  (21)  donne  les 
équations  cherchées 

dÇi       d^r         rfe*  ,.rft;« 


V    (^t'        dt\  dt  J 


173.  Autre  transformation  des  mômes  équations.  —  Posons 
rcos6  =  — ,         tangO  =  «, 

~  étant  la  projection  du  rayon  vecteur  r  sur  le  plan  des  xy^  s  la 

tangente  de  la  latitude. 

Multiplions  par  2r*cos^8  ^  les  deux  membres  de  la  troisième 

équation  B,  et  supprimons  le  dénominateur  dt^  nous  aurons,  par 
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rintroduction  de  la  variable  i/, 


i    dv  ,/  i    dv\  _  -^<   -    , 
'û^  TryH:^  'di)~^  -'^''*'' 


d'où,  en  intégrant  et  désignant  par  c  une  constante  arbitraire, 

Wdi)  ='-^J  û^^"^' 


et 

(22)  dt=.  ^" 


"V^-/^^ 


On  utilisera  cette  relation  pour  éliminer  dt  des  deux  premières 
équations  (B)  et,  le  faisant,  on  prendra  i^  pour  variable  indépen- 
dante. 

A  cet  effet,  en  désignant  par  y  le  radical  qui  figure  au  dénomi- 
nateur de  dt  dans  Téquation  (2a)  et  observant  que 

d^dQ 
dt~  dç' 


on  a 


dr  _^         s         ds  /i -h  5*  du  _^      y  us      ds  , — — -du 

dt  "~  u^i-^s^  ^'  "*       ^'  ~  /r+7«  ^^  ÏV^    -T-      ^^y 

Y u        ds^           / d^ul  X  dr  dO 

-f-  *  )                                                              J 


H 

(23)      /  0 


rf«e_       r  Y"*  du 

dt*  ~^"  Li-+-**  ^^'* 


i  lyu    du  ds         2  Y  M* 5    </5*  1  M*      rf*  dQ 

i-hs*  i/p   rfp        (l-t-5*)*  c^t'îj        n- s*  5p  ^ * 

D'autre  part  on  a,  les  variables  m,  5  se  substituant  à  r  et  8, 

dq       dO  du       dq  ds  dQ      ,         ,,<^Q 

de        du  db  ^  as   de  du      ^       ^  ds' 

^^^^  ^  dQ  _dQdu u^_  dQ 

dr  "  du  dr  ^       ^,  _|_  gi  du 

Si  l'on  porte  les  valeurs  (28)  et  (24)  dans  les  deux  premières 
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équations  (B),  la  seconde  donne  d'abord 


(25) 


-+-S 


Y*  u-y      du       ^  ^  ds        dv  dv  J 


La  première  équation  (B)  devient 


-"=?î^[ 


(!  +  *») 


du 
dv 


et  si  l'on  élimine  -r^  au  moyen  de  l'équation  (25) 
(26) 


^1  dQ  _  2.  ^ 
dv  J  dv        y'  ^^  ' 


d^u 
dv^ 


i    <^Q 
Y*  àa 


s    dq 

Y*w   ds 


En  réunissant  les  équations  (22),  (26),  (26),  on  obtient  le  système 
suivant 


dt  = 


dv 


W'-'f^^ 


à(l 


dv 


(G) 


d^u 
dv^ 


H-a: 


âv 

dQ       dudQ 

dv    dv 


W*  ^  —  -v-  -r^ 


du 


"■H/à§*) 


.^Q 


(^Q      ds  dq 


d*s 
ds^ 


('^'')i7^''''Âr.--Âr. 


ds 


du        dv  dv 


"•(--/^s-*) 


qui  a  été  utilisé  par  Laplace  dans  la  Théorie  de  la  Lune,  Il  con- 
vient de  remarquer  que  Q  est  une  fonction  non  seulement  de  «, 
V,  s,  mais  aussi  des  coordonnées  des  autres  planètes,  que  Ton 
devra  regarder  ces  dernières  comme  des  fonctions  connues  du 
temps  et  les  exprimer  en  fonction  de  i^  avant  d'effectuer  la 
quadrature 


/ 


M*    dv 


La  constante  c  dépend  de  la  limite  inférieure  adoptée  pour  cette 
intégrale. 

174.  Composantes  de  la  force  accélératrice  suivant  la  projection 
du  rayon  vecteur,  la  perpendiculaire  à  cette  projection  dans  le 
plan  des  tcy  et  l'axe  des  z.  —  Si  l'on  désigne  par  P,  T,  S  les  com- 
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posantes  de  la  force  accélératrice  suivant  la  projection  du  rayon 
vecteur,  sur  le  plan  desxy^  suivant  la  perpendiculaire  à  cette  pro- 
jection et  suivant  l'axe  des  ^,  on  a 

P=      cosi;-T hsinp-— =      cos  p —7  -  4- sin  p  — ~  , 

dx  dy  dt^  dt^ 

^  .      du  du  ,       d^x  d^y 

T  =  —  sm  (^  ^ — h  cos  v-^-  =  —  sin  1;  -j—  -h  ces  v  ~~-  > 
dx  dz  dt^  dt^ 

'_  (^Û  _  d^z 

^-d^-^dii' 

Si  l'on  prend  pour  variables  au  lieu  de  x  et  ^  la  longitude  p  et  la 
projection  p  du  rayon  vecteur  sur  le  plan  des  x^  y,  ce  qui  donne 


on  a  d'une  part 
d'où 

d'autre  part 

d'où 


a7  =  pcosp,        y  =  psinv, 
x^-^y^=  pV 
dx         .      dy        dp 


~  =  tangi;, 


dy        .      dx         dv 


puis  en  différentiant  ces  deux  dernières  formules 


^      rf«p         dv^ 
^-df^  "^dt^' 


/r%x  ]  fï^        dp  di^        d  \    dv'\        I    d  r   .rfpl 


175.  Intégration  des  équations  différentielles  dans  le  cas  où  l'on 
ne  considère  qu'une  seule  planète.  —  Dans  le  cas  où  l'on  suppose 
qu'une  planète  soit  seule  en  présence  du  Soleil,  les  équations  du 
mouvement  relatif  se  déduisent  des  équations  (A)  en  y  faisant 
R  =  o,  ce  qui  donne 
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Désignons,  pour  abréger,  par  [x  la  somme  /no+  m^  des  masses 
du  Soleil  et  de  la  planète. 

Les  équations  du  mouvement  sont 

(A')     -j,r^Uy,=o,         rf^+/'^^-*>'        ^-^/'^H=°- 
On  déduit  d'abord  de  ces  équations  les  suivantes 

d'^z  d^Y  d'^x  d^z  d^y  d^x 

dont  l'intégration  immédiate  donne 

(27)  y  dz — zdy  —  cdt,     zdx  —  xdz  =  c'dt,     xdy  —  y  dx  =  c'  dt, 
d'où 

(28)  ex  -\-c'y  -^  c''z=^o. 

L'équation  (28)  montre  que  Torbite  de  la  planète  est  située 
dans  un  plan  passant  par  le  centre  du  Soleil. 

Les  équations  (27)  montrent  que  les  projections  sur  les  trois 
plans  de  coordonnées  des  aires  décrites  dans  le  temps  dt  par  le 
raj'on  vecteur  mené  du  Soleil  à  la  planète  sont  proportionnelles  à 
ce  temps  infiniment  petit  âf^  ;  et,  par  suite,  la  même  propriété  a  lieu 
pour  des  intervalles  de  temps  quelconques.  Il  s'ensuit  que  l'aire 
même  décrite  par  le  rayon  vecteur  est  proportionnelle  au  temps, 
et  si  0-  désigne  Taire  décrite  dans  le  temps  t 

(29)  2<r  =  Tv/c*-+- c'*-hc'*=  At. 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  des  équations  (A')  respecti- 
vement par  2  dx^  2  dy^  2  dz  et  qu'on  les  additionne  membre  à 
membre,  elles  donnent 

,[dx^       dy^       dz^\         -     .1 

d'où,  en  désignant  par  i^  la  vitesse  de  la  planète,  et  par  a  une  con- 
stante arbitraire, 

(30)  ..  =  /^(?-i). 

Or,  si  l'on  pose, 

ar=rcos6,        ^=rsin9, 
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on  a 


d'où,  en  difieren liant  les  deux  valeurs  de  v^, 

d^l  . 

ou 


•fcr-ej]. 


L'intégrale  générale  de  celle  équation  différentielle  est 
-r-A7  =  {T-cos(6-^), 

e  et  CT  désignant  deux  nouvelles  constantes  arbitraires.  Cette  équa- 
tion qui  s'écrit  encore 


(3i) 


•  ecos(0  —  tu) 


est  celle  d'une  section  conique  dont  le  Soleil  occupe  un  fojer. 
L'excentricité  est  e,  le  paramètre  -r-- 
On  posera 

Trois  cas  sont  à  distinguer  : 

I.  Si  e  est  moindre  que   i,  Torbite  est   une   ellipse,   et  Ton 
achève  l'intégration  en  intégrant  l'équation  des  aires 

idrs  =.  h  dt 
ou 

(32)  r^d^  —  hdt, 

A  cet  effet,  on  change  de  variables  en  posant 

9  —  73       ^    /i  -f-  e  M 

tang-^  =  ^/^— jtang-, 
B.  —  II.  i6 
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ce  qui  donne 

I  H-  e  -h  (i  —  e)  tang-  — ; 

On  a  aussi 


0— TU  , 

OU,  en  exprimant  cos au  moyen  de  «, 


i  —  e  cos  u  r 

Enfin  on  trouve 

r'^  d^  =  a>/i  —  e-r  du=z  a*/i  —  e-(i  —  e  cosu)  du. 

La  substitution  de  cette  valeur  dans  l'équation  (32)  donne 

h 

(33)  w  — ôsinw= {t  —  (q), 

a2  /i  —  e* 

/o  étant  la  valeur  de  t  à  l'époque  où  a  est  nulle. 

L'intégration  a  introduit  les  constantes  arbitrair.es  c,  c\  d'y  e,  w,  ^0, 
au  nombre  de  six.  Les  équations  (27),  (3o),  (3i),  (33)  donnentbien 
l'intégration  complète  des  équations  (A'),  la  constante  a  qui  entre 
dans  l'équation  (3o)  étant  fonction  de  c,  (/,  c",  et  e." 

IL  Si  e  =  I,  l'orbite  est  parabolique;  l'équation  (3i),  si  Ton  y 
remplace  y-  par  2q,  s'écrit 

cos* 

2 

L'équation  (32)  donne 

/  .^  -  ^\  -7         ^  —  ^         h    ^ 
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son   intégration   est    immédiate;    elle   conduit   à    Téquation    du 
troisième  degré 

(34)  ^ang— ^-^3^ang'— 7— =  ^(^"''°)' 

/o  étant  l'époque  à  laquelle  Tangle  9  —  ut  est  nul. 

III.  Si  <?  >  I  l'orbite  est  hyperbolique.  Pour  intégrer  l'équa- 
tion (82)  des  aires,  on  fait  un  changement  de  variable  en  posant 


6  — Tn           /e  H-  I   E"— 1 
tang =  1/ r: 3 


où  E  désigne  la  base  des  logarithmes  népériens. 
On  trouve  successivement 


(33) 


/    E"  -4-  E-»        \ 


(  r  d^  =  —  a  y/e*  —  i  du; 

d'où  par  substitution  dans  l'équation  (3â)  des  aires 

/    E"  -+-  E"         \    .  h 

(  e I  ]  du=  ,  dt, 

V  ^  /  aVe«— i 

et  en  intégrant 

(36)  e u=  _(t-^to)=^^-^it-to), 

2  aWe^-i  (__a)ï 

^0  étant  l'époque  à  laquelle  u  est  nulle  et  6  égale  à  gj.  C'est  l'époque 
du  passage  au  périhélie. 

On  peut  transformer  utilement  ces  formules  en  introduisant  à 
la  place  de  u  une  variable  F  définie  par  la  relation 

..  ^  E«  — I  F 

(37)  n =  tang-. 

V   //  E"-hi  ^  2 

Si  l'on  pose 

(38)  /i=    ^-^^ 


comme  ou  a 


(39) 


(-«)* 

0  — w       ^  /e-hi  F 

tang-— =  ^^— ^  tang-, 
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la  relation  entre  u  et  le  temps  devient 

elangF  — logtangf^  H-  -j  =n(<  — /o). 
La  variable  F  est  analogue  à  l'anomalie  excentrique. 

176.  Seconde  méthode  d'intégration  des  équations  du  problème 
des  deux  corps;  intégrales  de  Laplace.  —  On  a  d^abord  les  inté- 
grales des  aires 

,     ^^  dz  dy  ,         dx  dz  _         dv  dx 

On  déduit  aussi  des  équations  (A')  Téquation 
(40)  0^-0-^+/^--^:^— =o, 

puis  des  intégrales  des  aires  la  suivante 

ff  /  /    ,        •x^^  /    dy  dz\ 

/    •         •        o  X  ^-^  /    dx  dy  dz\ 

.  dx  dr 

Cette  valeur  étant  introduite  dans  Téquation  (4o),  celte  équation 
devient 

""   dt^  dt^        dt\     r    )-''' 

L'intégration  est  immédiate  ;  elle  donne  la  première  des  équa- 
tions suivantes  dont  les  deux  autres  se  déduisent  par  des  permuta- 
tions circulaires 

dt  dl  r 

dt  dt  r 

Si  l'on  remplace  dans  les  premiers  membres  de  ces  équa- 
tions (40  c,  </,  c"  par  les  valeurs  que  donnent  les  intégrales  des 
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aires,  on  obtient  les  trois  intégrales  suivantes  dues  à  Laplace 

Ie       .    X       dx  l    dx  dy  dz\  f  dx^       dy^       dz^\ 

„      r    y       dv  l    dx  dy  dz\  l dx^        dy^       dz*\ 

I  _       .    3        dz  (    dx  dy  dz\  /dx*       dy*       ds*\ 

\^=-^^7^dt\'-df-^^dT^  =  di)-'[dï^^-à^dF)' 

En  joignant  aux  trois  intégrales  des  aires  et  aux  trois  intégrales 
de  Laplace  celle  des  forces  vives 

.  _    . .  dx^        dy^        dz^        j-    /  ^        i  \ 

('<»>  ■dï^^iF^dïi=-^^[-r-â)' 

on  a  sept  intégrales  premières  du  système  A'.  Ces  sept  intégrales  ne 
sont  pas  distinctes,  puisqu'un  système  de  trois  équations  différen- 
tielles du  second  ordre  ne  peut  en  avoir  que  six  ;  et  même,  le  temps 
n'entrant  dans  ces  sept  intégrales  que  par  sa  différentielle,  elles  se 
réduisent  non  pas  à  six  intégrales  distinctes,  mais  seulement  à  cinq, 
l'intégration  qui  donnera  t  devant  introduire  une  nouvelle  con- 
stante arbitraire.  On  peut  donc  affirmer  qu'entre  les  sept  con- 
stantes c,  c',  c'^,  f,  f,  f,  a  il  y  a  deux  relations. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  membres  des  équations  (42)  respecti- 
vement par  c,  c',  (/\  on  obtient  immédiatement,  en  tenant  compte 
de  l'équation  (28),  la  relation 

(43)  cf-t-c'f-f-cT=o. 

D'autre  part,  en  posant 

/î=  fi-h  f«-i-  r*, 

on  déduit  des  équations  (42) 

7,       /••    •        .Z^^*       ^r*       dz^\    [dx^       dy^       dz^       ifiil 
/    dx  dy  dzyrdx^       dy^       dz^       2fiil 

d'où 

-^   ^  "       \_dt^        dt^     '    dt^        dt^  J  L  ^^'         dt^        ^<'  ^    J 
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Comme  les  intégrales  des  aires  donnent 

(44)  ,,,=  e«^c'«+c'^=r«[—  -.^-^^-j^J, 

l'identité  précédente  devient 

(45)  /._/.^.  =  _^. 

Les  relations  (43)  et  (45)  sont  les  deux  conditions  cherchées. 

Les  intégrales  précédentes  donnent  comme  il  suit  la  trajectoire 

et  la  position  de  la  planète  dans  son  orbite. 

L^équation 

cx-^c'y-\'c''z  =  o 

déduite  des  intégrales  des  aires  indique  que  l'orbite  est  plane  et 

j:>  j^  Y  sont  les  cosinus  des  angles  que  la  normale  à  son  plan  fait 

avec  les  axes  de  coordonnées. 

Les  équations  (4i)  donnent  immédiatement 

ÏX  -i-  f>  -h  VZ  =  f  {JL/-  —  A*, 

équation  qui  exprime  que  Torbite  est  une  section  conique  ayant 
l'origine  pour  foyer. 

Si  X,  Y,  Z  sont  les  coordonnées  du  périhélie,  point  pour  lequel 

dr 

—  =z  o  et  r  =  a{i  —  e),  les  intégrales  de  Laplace  donnent 


_f  _  r  _  r  _  yv 

X  "  Y  ""  z  ~"    r 


\a        r  I  r 


X,  Y,  Z  étant  les  projections  sur  les  trois  axes  de  la  distance 
périhélie  r,  f,  f,  f  sont  les  projections  sur  les  mêmes  axes 
d'une  longueur  f^e  portée  sur  l'axe  focal  en  sens  inverse  de  la 
distance  périhélie,  c'est-à-dire  vers  le  centre. 

Si  R  désigne  le  rayon  vecteur  du  périhélie  (ou  de  l'aphélie), 
l'équation  (44)  donne,  en  tenant  compte  de  l'intégrale  des  forces 
vives  (3o), 

A.  =  /.R«(|-i) 

OU 
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La  demi-somme  des  rayons  vecteurs  extrêmes  ou  le  demi-axe 
focal  est  donc  a  et  l'excentricité  e  est  donnée  par  la  formule 


d'où,  en  tenant  compte  de  la  condition  (43), 

Enfin  on  exprime  r  en  fonction  du  temps  en  combinant  l'équa- 
tion (44)  avec  l'intégrale  des  forces  vives;  on  trouve 

,  r  dr 

dt  — 


équation  que  l'on  intègre  en  exprimant  r  au  moyen  de  l'anomalie 
excentrique  ou  de  l'angle  analogue  dans  le  cas  de  l'hyperbole,  et 
qui  s'intègre  immédiatement  dans  le  cas  de  la  parabole. 

177.  Lois  de  Kepler.  —  On  trouvera  dans  le  premier  Volume 
de  la  Mécanique  céleste  de  Laplace  et  dans  l'Ouvrage  de  M.  Tisse- 
rand d'autres  procédés  fort  élégants  d'intégration.  Nous  nous 
bornerons  ici  à  déduire  des  méthodes  précédentes  l'énoncé  exact 
de  la  troisième  loi  de  Kepler. 

La  constante  des  aires  h  est  le  double  de  l'aire  décrite  dans 
l'unité  de  temps.  Si  g  est  le  double  de  l'aire  décrite  dans  le  temps  t^ 

l.n. 

Or  on  a  vu  que,  si/?  désigne  le  paramètre  a{\  —  e-)^ 
Donc 

ce  qui  est  l'énoncé  de  Gauss. 

Si  l'on  prend  pour  t  la  durée  T  de  la  révolution  en  supposant 
le  mouvement  elliptique,  ce  qui  a  lieu  pour  toutes  les  planètes,  g 
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est  égal  à  iiza^sf  i  —  e^.  L'équation  (46)  donne 
— Tï~  =f\^  =f{rn^-^  m). 

178.  Détermination  de  la  masse  d'une  planète  ayant  un  satel- 
lite,  —  La  loi  de  Newton  permet,  par  l'application  delà  troisième 
loi  de  Kepler,  de  déterminer  la  masse  d'une  planète  dont  le  mou- 
vement et  la  distance  au  Soleil  sont  connus,  quand  on  connaît  la 
durée  de  la  révolution  d'un  satellite  autour  d'elle  et  la  distance 
de  ce  satellite  à  la  planète. 

Soient  en  effet  m©  la  masse  du  Soleil,  m  celle  de  la  planèle, 
m^  celle  du  satellite,  a,  T  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  de  la  pla- 
nète autour  du  Soleil  et  la  durée  de  sa  révolution  sidérale,  a!  le 
demi  grand  axe  de  l'orbite  du  satellite  autour  de  la  planète  et  la 
durée  de  sa  révolution  sidérale.  On  a  les  relations 

d'où 


T2  •  T's        m 


Si  Ton  néglige  la  masse  du  satellite  par  rapport  à  celle  de  la 
planète,  ou  si,  par  d'autres  considérations,  on  connaît  le  rapport 


m 


de  ces  deux  masses,  cette  relation  donnera  le  rapport  —  de  la 
masse  de  la  planète  à  celle  du  Soleil. 

179.  Hodographe  de  Hamilton.  —  Si  Von  mène  par  le  centre  S 

du  Soleil  un  vecteur  égal  et  parallèle  à  la  vitesse  de  la  plu- 

ne  te  y  le  lieu  de  l^  extrémité  de  ce  vecteur,  nommé  hodographe, 

he 
est  un  cercle  dont  le  rayon  ^est  — ,  et  dont  le  centre,  situé  sur 

la  perpendiculaire  à  V  axe  focal  menée  par  le  centre  du  Soleil, 

a  pour  ordonnée  —  (A  désigne  comme  ci-dessus  la  constante  des 

aires,  p  le  paramètre,  e  l'excentricité). 

Cette  propriété  est  presque  évidente  si,  au  lieu  de  mener  le 
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vecteur  parallèle  à  la  vitesse,  on  le  mène  perpendiculairement  à 
cette  vitesse. 

Soient,  en  effet  {^fig^  34),  S  le  centre  du  Soleil,  S'  Tautre  foyer 

Fig.  34. 


—- T''  P' 


de  l'orbite,  O  son  centre,  P  la  planète,  PP'  sa  vitesse,  T,  T'ies  pro- 
jections de  S  et  S'  sur  la  tangente  PP'.  Menons  le  vecteur  SH  égal 
et  parallèle  à  PP'  et  portons  sur  ST  une  longueur  SA  égale  à  PP'. 
La  loi  des  aires  exprime  que  le  double  du  triangle  infiniment 
petit  compris  entre  le  rayon  vecteur  SP  et  un  rayon  vecteur  voisin 
est  égal  à  hdt.  Donc 

ST.d/5  =  A^//, 
d'où 

ST.SA  =  /i. 
On  a  aussi 

ST.S'T'=a/?, 
d'où 

SA   _   A 
ST'  ~  ap' 

Menons  par  le  point  A  une  parallèle  AB  à  SP  jusqu'à  sa  ren- 
contre avec  l'axe  focal.  La  similitude  des  triangles  SAB,  S'T'O 
donne 

AB  _  _yL  _  j^ 
or  ~  S'O  ~  ap' 
Donc 

AB^  ^  =  -4^  =l/^>  SB=  ^  =ei/S. 

p         h         \     p  p  \     p      , 

Le  lieu  du  point  A  est  donc  un  cercle  du  rayon  —  ayant  pour 

centre  le  point  fixe  B.  Il  s'ensuit  que  le  lieu  du  point  H  est  un 
cercle  de  même  rayon  dont  le  centre  est  situé  sur  la  perpendicu- 
laire menée  en  S  à  l'axe  focal  à  une  distance  du  point  S  égale 
à  SB. 
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M.  Darboux  a  remarqué  que  la  construction  du  point  B  conduit 
immédiatement  aux  intégrales  de  Laplace.  A  cet  effet  il  énonce  le 
théorème  en  ces  termes  : 

Si  Ton  mène  un  vecteur  SA.  perpendiculaire  à  la  vitesse  de  la 
planète  et  égal  à  celte  vitesse,  puis  par  le  point  A  un  vecteur 

parallèle  à  SP  et  égal  à  -.-,  /  étant  le  coefficient  de  Tattraclion, 

[A  la  somme  des  masses  du  Soleil  et  de  la  planète,  le  vecteur  ré- 
sultant SB  est  constant. 

Soient  x^  y^  z  les  coordonnées  du  point  P  par  rapport  à  trois 
axes  rectangulaires  ayant  pour  origine  le  centre  S  du  Soleil. 

Les  composantes  du  vecteur  AB  sont 

h    r  h     r  ii     r 

Pour  avoir  celles  du  vecteur  SA,  observons  qu'il  est  perpendi- 
culaire à  la  normale  au  plan  de  Torbite,  laquelle  fait  avec  les  axes 

des  angles  dont  les  cosinus  sont  y»  t-j  j  {c^  c'^  c"  étant  les  trois 

composantes  de  A),  et  à  la  vitesse  du  point  P,  et  qu'il  est  égal  à 
cette  vitesse. 

Les  cosinus  des  angles  que  fait  SA  avec  les  axes  sont  donc 


c"  dv       c'  dz 

c  dz 

c"  dx 

c'  dx 

c  dy 

h    ds        h  ds  ' 

h  d~s 

h   ds' 

h   ds 

"  A  ^' 

et  les  composantes  de  ce  vecteur  sont 

c"  dy        c'  dz       c  dz        c"  dx       c'  dx        c   dy 
Ti  ~di  ^  h   d}'      h~dï  ~  Il  ~di'      Ti   IH  ~  Ji~dt' 

Les  équations  qui  expriment  que  les  deux  vecteurs  ont  une  ré- 
sultante constante  sont  donc 

^    X        -dy        ,  dz  . 

^  '  r  dt  dt  ' 

^     y  dz         „  dx  „ 

-^  ^    r  dt  dt 

^    z         ,  dx  dy  ' 
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f  f  f  . 

les   nombres  — t»    — ~r>    — t  désignant  les    coordonnées   du 

h  h  h  ^ 

point  B. 

Nous  retrouvons  les  équations  (4»)  équivalentes  aux  intégrales 
de  Laplace. 

M.  Darboux  montre  d*ailleurs  que  la  propriété  qu'a  le  point  A 
de  décrire  un  cercle  est  intuitive  si  l'on  part,  non  pas  de  ce  que 
l'orbite  est  une  section  conique,  mais  immédiatement  de  la  loi  de 
Newton. 

En  effet,  la  vitesse  du  point  H  est  visiblement  égale  et  parallèle 

à  l'accélération  ^^  du  point  P.  Celle  du  point  A  est  donc  perpen- 


diculaire à  SP  et  égale  à  ~p^- 

D'autre  part,  prenons  sur  SP  un  vecteur  SC  égal  à  -i-  •  Le  point  C 

décrira  un  cercle  et  sa  vitesse  sera  ^  -7- ,  ou,  à  cause  de  la  loi 

h    ai         ' 

des  aires,  ^^-« 

Le  point  A  et  le  point  C  ont  constamment  des  vitesses  égales 
et  parallèles.  On  peut  donc  passer  de  la  trajectoire  de  l'une  à 
celle  de  l'aulre  par  une  simple  translation.  Si  donc  on  mène  AB 
égale  et  parallèle  à  CS.  le  point  Best  fixe  et  le  lieu  du  point  A  est 
un  cercle  ajant  pour  centre  le  point  B. 

180.  Éléments  des  orbites  elliptiques  des  planètes  principales. 
—  Nous  donnons  ici,  d'après  V Annuaire  du  Bureau  des  Longi- 
tudes, les  éléments  des  orbites  des  planètes  principales  et  d'autres 
éléments  concernant  les  dimensions  de  ces  planètes,  du  Soleil  et 
de  la  Lune,  et  leur  mouvement  de  rotation. 

Dans  la  première  colonne,  on  a  représenté  ces  astres  par  les 
symboles  suivants  constamment  employés  par  les  astronomes  : 

Mercure "Ç  Jupiter ^ 

Vénus Ç  Saturne \) 

La  Terre 5  Uranus ^ 

Mars (5"  Neptune ^ 

Soleil O  Lune C 
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Noms, 

V 
9 
ô 
â 


Révolutions  sidérales 

Moyens 

en 
années  juliennes 

nouvements 

et                 Distances  moyennes 

diurnes. 

jours  moyens. 

au  Soleil. 

Excentricités 

14732,4194 

87,969258 

0,3870987 

0,20 56048 

5767,6698 

ans  ^-24,700787 

0,7233322 

0,0068433 

3548,1927 

I  4-     0,006374 

I , 0000000 

0,0167701 

1886, 5i84 

I  -i-32 1,729646 

1,5236913 

0,0932611 

299,1284 

II  -4-3i4,838i7i 

5,202800 

0,0482519 

120,4547 

29  -M 66, 986360 

9, 538861 

0,056071 3 

42,23lO 

84  -h     7, 39036 

19,18329 

o,o4634o2 

2i,535o 

164  H-28o,ii3i6 

3o,o55o8 

0,0089646 

Longitudes  moyennes  Longitudes 

Longitudes  au  i"  janvier  i85o  des 

Noms,    des  périhélies,   à  midi  moyen  de  Paris,     nœuds  ascendants.     Inclinaisons. 


UUI9 

V. 

.     uc»  pcniiciics.    d 
..         75'     7.14' 

ujiui  uiuycii  ue 
327.15.20' 

9- 

.       129.27.15 

245.33.15 

ô. 

100.21.22 

100.46.44 

c?- 

.       333.17.54 

83.4o.3i 

T- 

.       11.54.58 

160.    I.IO 

ï>- 

.       90.  6.38 

14.52.28 

*• 

.     170.50.  7 

29.17.51 

«. 

.       45.59. Î3 

334,33.29 

46.33.  9 

7.  0.  8 

75.19.52 

3.23.35 



0.  0.  0 

48.23.53 

1.5.2 

98.56.17 

i. 18.41 

112.20.53 

2 . 29 . 40 

73.13.54 

0 . 46 . 20 

i3o.  6.25 

1.47-  ^ 

Les  longitudes  sont  rapportées  à  Téquinoxe  du  1°' janvier  i85o. 


Inverses 

des   masses 

Densité, 

Durée 

Diamètres 

rapportées 

celle  de  Feau 

Pesanteur 

delà 

oms. 

équatoriaux 

Volumes. 

à  celle  du  Soleil. 

étant  I. 

à  l'équateur. 

rotation. 

î?... 

0,373 

o,o52 

5310000 

6,45 

0,439 

28^     ^   "^ 

9... 

0,999 

0,975 

4 I 2 I 5o 

4,44 

0,802 

225         ? 

ô-.. 

I 

1 

324439 

5,5o 

1 

22.56.      î 

d--- 

0,528 

0,147 

3093500 

3,91 

0,376 

24.37.23 

T... 

11,061 

1279,412 

1047,2 

1,33 

2,261 

9-55.37 

b-.- 

9,299 

718,883 

3529,6 

0,70 

0,892 

10.14-7Î 

«... 

4,234 

69,237 

24000 

1,07 

0,754 

u 

«... 

3,798 

54,955 

19700 

c,65 

1,142 

» 

0... 

108, 558 

1283,720 

ï 

1,39 

27,625 

25.  4.-^9 

c... 

0,273 

0,020 

25858000 

3,38 

0,174 

27.  7.43.ii 

A. 

0.. 
/.. 


i  -  . 
e .  . 
a. . 
T. 
//t . 
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La  durée  de  la  rotation  de  Mercure  est  encore  incertaine;  celle 
de  Vénus  est  très  incertaine.  Les  nombres  donnés  ici  pour  ces 
deux  planètes  sont  ceux  de  Schiaparelli. 

181.  Éléments  des  satellites.  —  Dans  les  Tableaux  ci-dessous, 
établis  pour  des  époques  diverses,  d'après  les  travaux  les  plus 
précis  concernant  ces  satellites,  A  désigne  l'auteur  et  9  la  date  de 
la  découverte,  en  temps  moyen  de  Paris,  t  Tépoque,  L  la  longitude 
moyenne  du  satellite  à  celte  date,  Q  et  i  la  longitude  du  nœud 
ascendant  et  l'inclinaison,  (o  ete  l'argument  de  la  latitude  du  péri- 
planète  et  l'excentricité,  a  le  demi  grand  axe  de  l'orbite,  rapporté 
au  demi-diamètre  équatorial  de  la  planète,  T  la  durée  de  la  révo- 
lution sidérale  en  secondes  de  temps  moyen,  m  la  masse  du  satel- 
lite rapportée  à  celle  de  la  planète.  (Les  masses  des  satellites  de 
Saturne  sont  très  incertaines.) 

Satellites  de  Mars, 
(Écliptique  et  équinoxe  moyen  de  1878,0). 

Phobos.  Deimos. 

A Asaph  Hall  Asaph  Hall 

6 17  août  1877  II  août  1877 

t 1877  août  28,0  1877  août  28,0 

L 31941.6'  38'.  18.7' 

ii 82.57.6  85.34.4 

w 4.13.9  357.58.4 

i 26.17.2  25.47.2 

e o,o32o8  0,00574 

a a, 771  6,921 

T 7'*39'"  i5%  I  1^6''  i7"54%o 

Satellites  de  Jupiter, 
(ÉquÏDOxe  moyen  de  l'époque). 

I.                              II.  III.  IV.  V. 

Galilée                S.  Marius  Galilée  Galilée  Barnard 

7  janv.  1610  8  janv.  1610  7  janv.  1610  7  janv.  1610  9  sept.  i89>. 

i85ojany.  o  i85ojanv.  o  i85ojanv.  o  i85o  janv.  o  » 

i46'.43'.54'  14'ao'.  6'  37*.  7.33''  164'.  12.59'  » 

335.45.  o  336.55. 16  34i.3o.23  344.56.46  » 

D  »  235. 18.32  266.40.56  » 

2.  8.  3  1.38.57  1.59.53  1.57.  o  » 

o  o  o,ooi3i6  0,007243  » 

5,933  9,439  '  i5,o57  26,486  2,5o 

ih8»*27"33s5i  4h3'»i3'»42",o5  7^3M2"33%39  i6Ji5''32"ii%20  ii^49'»38- 

0,000016877  0,000023227  0,000088437  0,000042475  » 
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Anneau  de  Saturne, 

Pour  l'équinoxe  de  1880, o 

iï  =  i67o55'6%        1  =  28^10' 17". 

Le  demi-diamètre  équatorîal  de  Saturne  étant  i, 

Le  demi-diamètre  extérieur  de  l'anneau  extérieur  est 2,229 

»                 intérieur  de  l'anneau  extérieur  est i  ,9(12 

»                 extérieur  de  l'anneau  intérieur  est 1,916 

1)                 intérieur  de  l'anneau  intérieur  est i  ,4^*?^ 

La  durée  de  la  rotation  d'après  W.  Herschel  Jo'*32™I^^ 
La  masse,  d'après  M.  F.  Tisserand,  -^  de  celle  de  Saturne. 

Satellites  de  Saturne. 
(Équinoxe  moyen  de  l'époque). 


Mimas. 

Encelade. 

Téthys. 

Dioné. 

A... 

.      W.  Herschel 

W.  Herschel 

J.-D.  Cassini 

J.-D.  Cassini 

e.... 

.     16  juillet  1789 

20  août  1789 

21  mars  i68{ 

21  mars  168  { 

t 

1889  mars  3 1,0 

1889  mars  23,0 

1889  mars  17,0 

1889  sept.  1,0 

L... 

84*.  56' 

256* 17.24* 

138*.  4.48" 

56.45.8   ■ 

a... 

i65.  0 

167.06.30 

166.   7.24 

167.40.0 

a>  .  .  . 

3oo 

122.28 

» 

270.50 

/*.... 

27.36 

28.  7.  0 

28.40.12 

27.58.36 

e .  .  . 

0,016 

0,0047 

)> 

0,00396 

a,.. 

3,10 

3,98 

4,93 

6,31 

T..* 

.       o^22»'37"5*,  I 

i^8'»53"7%o 

lJ2l''l8"'26*,  l 

2h7'»4i"9'.4 

m  .  . 

0,00000009 

0,00000025 

0 , 00000 i 3o 

0,00000189 

Khéa. 

Titan. 

Hypérion. 

Japhet. 

A... 

J.-D.  Cassini 

Huygens 

G.-P.  Bond 

J.-D.  Cassini 

e.... 

.       23  déc.  1672 

25  mars  i655 

16  sept.  1848 

25  oct.  1671 

t.... 

1881  nov.  0,0 

1881  nov.  0,0 

1875  oct.  28,0 

1874  sept.  3,0 

L... 

I98'2i'.39' 

234'.  10.34* 

174' 30.4' 

333*  14.9' 

rô... 

168.29.51 

168.  9.35 

168.  9.9 

i42-4o.i 

(0.  .  . 

61.22.53 

102.3l.ll 

3.42.6 

205.20.O 

i.. .  . 

27. 54.^7 

27.38.49 

27.  4.8 

18.31.5 

e  . , . 

o,oo364 

0,029869 

o,ii885 

0,02957 

a. . . 

8,86 

20,48 

25,07 

59,58 

T... 

.        4M2»'25"I2',6 

l5^22''4l"23%2 

2iJ6'»39'»27' 

79^7'54-i7* 

m.  . 

M 

» 

» 

0,0001000 
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11  est  nécessaire,  pour  se  faire  une  idée  de  la  précision  que  com- 
portent ces  nombres,  d'observer  que  dans  les  positions  où  les  mou- 
vements de  ces  satellites  se  projettent  sur  le  ciel  en  vraie  grandeur, 
un  déplacement  apparent  de  une  seconde  correspond  aux  dépla- 
cements angulaires  suivants  autour  de  Saturne  : 


Mimas .    2 

Encelade .......  c.6 

Téthys 1.3 

Dioné 1 .0 


Phéa 0.7 

Titan o.3 

Hypérion 0.2 

Japhet 0.1 


Satellites  d'Uranus, 
(Équinoxe  moyen  de  i85o,o). 


Ariel. 

Umbriel. 

Tilania. 

Obéron. 

A.    . 

Lassell 

Lassell 

W.  Herschel 

W.  Herschel 

6.... 

24  cet.  i85i 

24  cet.  i85i 

Il janv. 1787 

Il janv. 1787 

/ 

.      i87idéc.  3i,o 

1871  déc.  3î,o 

1871  déc.  3i,o 

1871  déc.  3i,o 

L.... 

i53*.i  ' 

275'.  9  ' 

20°.  26 

3o8!2r 

a... 

167.20 

164.6 

165.32 

165.17 

a>  .  .  . 

196.26 

158.33 

93.33 

149.46 

i .  .  .  . 

97.58 

98.21 

97.47 

97.54 

e..  .  , 

0 ,  020 

0,010 

0,00106 

o,oo383 

a . .  .  . 

7.72 

10,76 

17,65 

23,60 

T.  .. 

.       2JI2*'29"'21*.  I 

4J3''27™3-%2 

8h6''56'»29%5 

i3Jii''7™6%4 

Satellite  de  Neptune, 
(Équinoxe  moyen  de  1874,0). 

A Lassell 

e 10  ocr.  1846 

t 1874  janv.  0,0 

L 272!! 

To 184.30 

eo 184 

i 145   . 

e  0,0088 

et 14,54 

T 5^21'' 2"  44*.  2 

Les  satellites  d'Uranus  et  de  Neptune  ont  des  mouvements 
rétrogrades. 

182.  Formules  de  Brédichin,  relatives  à  la  théorie  des  queues 
des  comètes.  —  Supposons  que  le  noyau  d'une  comète  décrivant 
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autour  du  Soleil  une  orbite  elliptique,  une  particule  de  matière 
soit,  à  une  date  ti ,  projetée  hors  du  noyau  avec  une  vitesse  rela- 
tive g  et,  en  raison  de  la  faiblesse  de  la  masse  du  noyau,  ne  soit  plus 
soumise  de  la  part  de  ce  noyau  à  aucune  action  sensible.  Cette  par- 
ticule de  matière  continuera  à  se  mouvoir  en  vertu  de  sa  vitesse  ini- 
tiale et  de  l'action  que  peut  exercer  sur  elle  le  Soleil.  Admettons 
que  cette  action  soit  dirigée*  suivant  la  droite  de  longueur  R  qui 

joint  la  particule  au  Soleil  et  que  son  intensité  soit  égale  à  —, 

|JL  étant  un  nombre  positif  ou  négatif  selon  que  l'action  du  Soleil 
sur  la  particule  est  une  attraction  ou  une  répulsion. 

M.  Brédichin  admet  que  g  est  un  nombre  constant  pour  cha- 
cune des  trois  classes  de  comètes  (voirW  161).  Ce  nombre  est  pe- 
tit par  rapport  à  la  vitesse  du  noyau.  La  direction  de  cette  vitesse 


relative  g  peut  être  quelconque  ;  nous  la  supposerons  dans  le  plan 
de  l'orbite  du  noyau.  Si  l'on  regarde  cette  direction  comme  con- 
nue et  que  l'on  ait  déterminé,  au  moment  tt  où  la  particule  a  été 
projetée,  le  rayon  vecteur  ri  et  l'anomalie  vraie  ç^  du  noyau,  et 
aussi  sa  vitesse  H  et  l'angle  P  que  fait  cette  vitesse  avec  le  rayon 
vecteur  /i  prolongé,  on  peut  déterminer  la  grandeur  H,  et  la  di- 
rection de  la  vitesse  de  la  particule,  vitesse  qui  est  la  résultante 
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de  H  et  de  g.  ConDaissant  à  Pinstant  t^^  en  grandeur  et  en  direc- 
tion, la  vitesse  N|  A,  de  la  particule,  on  peut  déterminer  son  or- 
bite par  les  formules  données  au  présent  Chapitre  et  calculer  pour 
une  autre  date  t  la  position  de  la  particule  considérée. 

Soient  {fig-  35)  a,  e,  q  le  demi  grand  axe,  l'excentricité  et  la 
distance  périhélie  de  l'orbite  du  nojau,  r^  le  rayon  vecteur  et  v^ 
l'anomalie  du  nojau  à  la  date  t^.  On  calcule  d'abord,  comme  il 
suit,  l'angle  ^  que  fait  la  vitesse  H  de  ce  noyau  avec  le  rayon  vec- 
teur à  la  date  ^i  ;  on  a 

tang?.  =  -^ 

et 


'•1  = 


i-t-  e  cosTi 
d'où 

o       iH-  e  ces Pi  '       ®    2 

^^  e  smci  V* 

ie  tang— 

On  en  conclut 
Si  l'on  pose 


on  a 


^  T—  C  Vi 

tango  =^-p^  tang-, 

tang(p+^)=-tang(j-j), 
et,  par  suite,  ^  est  donné  par  l'une  des  formules 

p  +  î:i  =  8-?. 

^       2  1 


ou 


^  2 


2 

Si  Ton  suppose  que  ô  s'annule  avec  «^4,  ^  étant  égal  à  - 
quand  i'i  est  nul,  la  seconde  valeur  de  ^  est  seule  acceptable  : 


7: 
2 


•^2  2 


On  calcule  H  par  l'équation 


B.  —  FI.  17 
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Si    Ton   prend    pour  unité   de   temps   le   quotient  —  égal   à 
58J,  i3244}  on  a  simplement 


V    ri        a 


On  obtient  ensuite  Hj  et  l'angle  P«  que  fait  H|  avec  le  rayon  r, 
prolongé.  Soit,  à  cet  effet,  y  l'angle  AiN,  A.  Le  triangle  A,,  Ni, 
A  donne 

=  H«-h^«  — 2^Hcos(p-G), 

G  désignant  Tangle  SN,Aa  qui  fait  N|  S  avec  la  parallèle  NiAj 
à  g.  Nous  supposerons,  en  outre,  N|  A2  =  g* 
On  a  aussi,  dans  le  même  triangle, 


,n,=    j_ , 

H  — /rros(3  — G) 


sinY=  i,^ 


COSY  : 


H, 


^sin(P-G) 
formules  qui  donnent  y  sans  ambiguïté  ;  après  quoi  l'on  a 

On  obtient  enfin,  de  la  manière  suivante,  le  double  c  de  l'aire 
décrite  par  le  noyau  dans  l'unité  de  temps  et  le  double  C  de  Taire 
décrite  dans  Tunité  de  temps  par  la  particule.  On  a 


c  =  \/p  =  ^a^i  —  e^)  =  ^cj{i-^  e). 

Or  c  est  aussi  le  produit  de  H  par  la  distance  du  Soleil  à  la 
tangente  N<  A  à  l'orbite 

c  =  llri  sin^. 

On  a,  de  même, 

G  =  HiTi  sinPi, 

formule  qui  donne  successivement 

G  =  TiHi  sinp  cosY^-  ^iHi  cos^  siny, 

=  ri5inP[H  — ^cos(?  — G)]4-/',  cosp^sin(jâ— G), 
=  c  —  gri  sinG. 
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Celle  valeur  dei  G  s'obtient  d'ailleurs  immédiatement  par  la 
remarque  que  les  trois  triangles  SNi  A2,  SNi  A,  SN<  A<  ont  pour 
base  commune  SN|  et  que  la  distance  de  A^  à  cette  base  est  égale 
à  celle  de  A,  moins  celle  de  A^ . 

183.  Orbite  d'une  particule  de  la  queue  d'une  comète.  —  Si 
nous  désignons  le  rajon  vecteur  de  la  particule  à  une  date  quel- 
conque t  par  R,  à  la  date  /<  par  R^  =  r^  et  Taclion  du  Soleil  sur 

celle  particule  à  la  distance  R  par^>  les  équations  relatives  au 

mouvement  de  cette  particule  seronl  celles  du  n**  173  où  nous  rem- 
placerons/[x  par  |JL,  h  parC.  L'équation  de  la  trajectoire  est  donc 

G» 

izïzh  cos  V 

où  V  désigne  l'anomalie  de  la  particule  comptée  à  partir  de  la  di- 
rection de  son  périhélie,  et  l'on  a 


"î  =  KF;^i>     ±A(i-E^)  = 


91 


A  étant,  au  signe  près,  le  demi  grand  aT:e.  Ces  formules  donnent 

I         2        H* 
■"A       Ui         ix  ' 

G», 


E«  = 


d'où 


==*-y"'--îîï-ë- 


On  prendra  le  signe  supérieur  si  a  est  positif,  c'est-à-dire  si 
l'action  du  Soleil  est  attractive,  le  signe  —  si  elle  est  répulsive. 

G* 
Le  paramètre  P,  essentiellement  positif,  est  égal  k  ±  — ,  avec  les 

mêmes  conventions. 

Si  la  force  est  attractive,  'jjl>o,  Torbite  est  une  ellipse,  une 
hyperbole  ou  une  parabole  suivant  que  E^  est  <  i,  =  1  ou  >  i, 
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OU,  si  Ton  pose 

afjL 
1^1  =  - 


suivant  que  [x,  sera  >  i ,  =  i  ou  <  i . 

On  calculera  les  autres  éléments  de  Torbite  par  les  formules  ci- 
dessus  auxquelles  on  peut  adjoindre  Téqualion 

•    V  P 

sin  Vi  = TT  ) 

qui  détermine  la  direction  de  Taxe  de  l'orbite  de  la  particule,  et 
Péquation 

.  P 

d'où  le  signe  ±:  a  disparu.  A  ainsi  défini  est  toujours  positif  quand 
l'orbite  est  elliptique,  négatif  si  elle  est  hyperbolique.  A  une  date 
quelconque,  on  a 

R_  ±P 

I  -jz  L  cos  V 

et  cette  équation  montre  que  si  u.  est  négatif,  cas  où  il  faut 
prendre  les  signes  inférieurs,  l'orbite  est  une  branche  d'hyperbole 
convexe  vers  le  Soleil. 

184.  Détermination  de  la  constante  fx.  —  Si,  à  une  date  ^,  on  a 
déterminé  les  coordonnées  angulaires  géocentriques  d'une  parti- 
cule de  la  queue  d'une  comète,  et  si  Ton  admet  que  cette  particule 
est  exactement  dans  le  plan  de  l'orbite  du  noyau,  on  peut  aisé- 
ment calculer  ses  coordonnées  dans  ce  plan.  Nous  admettrons  que 
Ton  ait  obtenu  ainsi  le  rayon  vecteur  R  mené  du  Soleil  à  la  par- 
ticule, l'angle  w  que  fait  ce  rayon  vecteur  avec  Taxe  de  l'orbite 
du  noyau.  Nous  supposerons  aussi  connue  la  vitesse  relative  ini- 
tiale g  de  la  particule,  cette  vitesse  ayant,  ainsi  qu'il  a  été  dit,  une 
valeur  fixe  pour  chacune  des  trois  classes  de  queues  de  comètes. 
Nous  nous  proposons  de  calculer  l'instant  ti  auquel  la  particule  a 
quitté  le  noyau  et  le  coefficient  }jl  de  l'action  exercée  par  le  Soleil. 
Nous  supposerons  l'orbite  de  la  particule  hyperbolique. 

On  a  visiblement,  en  conservant  les  notations  des  deux  nu- 
méros précédents 

(o  =  P,  -  V,  -h  V. 
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L^orbite  ëlant  hyperbolique,  la  position  de  la  particule  à  une 
date  t  est  donnée  par  les  équations  (*) 


V    ,/Êr^,u 

R  =  ô(Echttzîii), 

EshM=pM=  ^-^(/  — ^o), 

formules  dans  lesiquelles  to  désigne  Tinstant  du  passage  au  pé- 
rihélie, et  où  —  6  a  été  mis  à  la  place  de  A,  A  étant  négatif  da-ns 
une  orbite  hyperbolique. 
A  la  date  /|,  on  a  de  même 

EshMjzpw,  =  ^-if(f,-./o); 
b^ 
d'où,  par  soustraction, 

aE  en  Ml  ch sh - 

2  -2 

Or,  par  les  formules  ci-dessus, 

b  {Xi 

et 


s 


3 


1     --  R,|i, 


Posant 

Il  —  Ux 


(')  On  a  posé 

shu=  j     chM=  >     shK  =  chuthi/, 

a  -À 

e  désignant  la  base  des  logarithmes  népériens.  M.  Houël  a  donné  {Recueil  de  for- 
mules  et  de  Tables  numériques)  des  Tables  de  ces  fonctions. 
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l'équation  entre  w  et  ^  devient 


.H,(i-îit)«" 


(I)     (2—  |Xi)shacha-4-2COs3,  v^i  — |xish»a  — of|Jii  =     '^         ^^  '   (/  — /|). 

Nous  la  regardons  comme  une  équation  entre  a  et  [X|,  les  quan- 
tités R<,  H,,  Pi  qui  y  figurent  aussi  devant  êlre  remplacées  par 
des  valeurs  hypothétiques. 

On  obtient  une  seconde  équation  entre  les  mêmes  quantités 
comme  il  suit. 

Des  relations 

RcosV  =  b(Ezç:chu\ 

R  =  ô(EchMqp  i), 
on  déduit 

V  u 

2Rcos«-  =6(Eq=  T)(chM-4-i)=2i>(Ezpi)ch«-, 

2R  sin«-  =  b{E  dz  i){chu  —  1)  =  2b{E  ±  1)  sh«-. 
On  en  conclut,  en  observant  que  — ^- — -  =  ^"~^'> 

i'  /Rsin^^Xi  =  /R  sin  îî^i^  =  ^^slnp.sha, 
2  2  ^i_j^j 

/R  cos^î!-=:^»  = /R  CCS  î:^^::^*  = /r;  (^^ 
/R  sin  (  pi  —  î!i^5!!  ^  = /r;  sin  pi  ch  a  ; 
d'où  • 


(")  tha  =  /r^^i 


.     (0  —  t'i 

sin 


c'est  la  seconde  équation  cherchée. 

On  tire  aussi  des  équations  (a)  extrêmes,  en  retranchant  les 
deux  membres  de  la  première  de  ceux  de  la  troisième  après  les 
avoir  élevés  au  carré  et  avoir  chassé  le  dénominateur  i  —  jjl,, 

(III)  R=- RijiniPj , 


i„.(p,_î^)^(i_^.)sin«^ 
Les  équations  (I),  (II),  (III)  se  résolvent  par  tâtonnements.  On 
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y  donne  à  /<  une  valeur  hypothétique  au  moyen  de  laquelle  on  cal- 
cule R|,  Pi ,  t^i,  H|  ;  on  détermine  jjl  et  a  par  les  équations  II  el  III 
et  l'on  porte  les  résultats  dans  Téquation  I.  On  modifie  tt  jusqu'à 
ce  que  les  valeurs  de  u.  et  de  a  trouvées  satisfassent  à  cette  équa- 
tion I. 

L'exposé  plus  détaillé  des  recherches  de  M.  Brédichin  sortirait 
du  cadre  de  cet  Ouvrage.  Ce  qui  précède  suffira  pour  donner  une 
idée  de  la  méthode;  les  notations  employées  ici  sont  celles  de 
M.  Brédichin  lui-même.  On  pourra  trouver  dans  un  Mémoire  de 
M.  Socoloff  (Formules  exactes  de  la  théorie  des  queues  corné- 
taires)  la  solution  des  autres  problèmes  qu'offre  cette  théorie 
{Annales  de  V Observatoire  de  Moscou,  2"  série,  t.  II). 
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CHAPITRE  XII. 


MOUVEMENT  TROUBLE  :  INTEGRALES  DU  PROBLEME  DES  Tl  +  I  CORPS.  —  METHODE 
d'approximation  DE  LAGRANGB,  DITE  DE  LA  VARIATION  DBS  CONSTANTES 
ARBITRAIRES  :  APPLICATION  AUX  INÉGALITÉS  SÉCULAIRES  DES  PLANETES  PRIN- 
CIPALES. 


185.  Intégrales  du  problème  des  /i  +  i  corps.  —  Nous  avons 
trouvé,  au  n®  170,  les  équations  différentielles  du  mouvement  de 
n  -\-  I  corps  libres  s^attirant  mutuellement  suivant  la  loi  de  New- 
ton. En  posant 


u=/2- 


1  miTTij 

et 

^h  =  (?/- 1;)'+  (^/-  '!y)'+  (Çf-  0)'. 


la  sommation  s'étendant  à  toutes  les  combinaisons  de  valeurs  des 
nombres  t  et  y,  ces  nombres  n'étant  jamais  égaux,  et  variant  de  o 
an,  on  a  trouvé  les  équations 


Or,  on  a 


^u  _  z"^.  v^vii^^il*} 


et,  par  suite, 


Aux  seconds  membres  de  ces  formules  les  sommations  s'é- 
tendent à  toutes  les  valeurs  de  j  autres  que  k.  Si  l'on  additionne 
membre  à  membre  toutes  les  équations  analogues   qui  corres- 
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pondent  aux  valeurs  o,  i,  2,  . . . ,  /i  de  Ar,  on  trouve 

k  k      j 

Or,  dans  les  seconds  membres,  à  un  terme  d'indices  A",  y  corres- 
pond toujours  un  terme  d'indices  y ,  k  et  ces  termes  sont  égaux  et 
de  signes  contraires.  Les  seconds  membres  sont  donc  nuls. 

En  tenant  compte  de  ces  résultats,  les  équations  (i)  donnent 


et 


21'"*(' 


Ces  six  équations  s'intègrent  immédiatement.  Les  équations  (3) 
donnent 

(5)       2m;tî;t=a'-*-a',         I,mkr^k=^t -^^\         I.mktk=^t -^  i, 

a,  p,  Y,  a',  P',  y'  désignant  des  constantes  arbitraires.  Les  équa- 
tions (4)  donnent 

Les  équations  (6)  sont  trois  intégrales  du  système  (i).  Elles 
sont  connues  sous  le  nom  d'intégrales  des  aires.  Elles  expri- 
ment que,  si  l'on  multiplie  la  masse  de  chaque  corps  par  Vaire 
que  décrit  sur  Vun  des  plans  de  coordonnées  la  projection  du 
rayon  vecteur  mené  de  l'origine  à  ce  corps,  la  somme  des  pro- 
duits obtenus  est  proportionnelle  au  temps. 


a 

a' =  2m*$*  —  «2m*-J^ 

P 

P'  =  2'"*^'*~"  '2'"*'^ 

ir 

T'=2'«*':*-'i;'»*§ 
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Les  équations  (5)  expriment  que  le  centre  de  gravité  du  système 
a  un  mouvement  recliligne  uniforme.  Elles  équivalent  aux  six  in- 
tégrales suivantes  : 


(7) 


Enfin,  si  Ton  multiplie  les  deux  membres  des  équations  (i)  res- 
pectivement par  2  d\kj  2  dr^k,  2  dZ,k  et  que  Ton  observe  que  U  ne 
renferme  pas  le  temps  explicitement,  on  obtient,  en  additionnant 
membre  à  membre  toutes  les  équations  ainsi  obtenues, 

i""[(t)"-(tr-(t)']-»s. 

d'où 

<•)    2-4(t)'*  (*')'*  (§')']-—■ 

Cette  intégrale  est  connue  sous  le  nom  S  intégrale  des  forces 
vices. 

Si  Ton  envisage  le  mouvement  relatif  des  n  corps /n<,  m^y .-.,  /w^ 
par  rapport  au  premier  mo,  les  dix  intégrales  que  nous  venons 
d'obtenir  se  réduisent  à  quatre.  La  disparition  de  six  intégrales 
correspond  à  la  suppression  des  trois  équations  différentielles  du 
second  ordre  relatives  à  mo*  Pour  obtenir  les  quatre  intégrales 
restantes,  on  tire  des  intégrales  (7)  relatives  au  mouvement  du 

centre  de  gravité  les  valeurs  Ço?  ^^loj  So?  -Jr?  -^>  -^  après  avoir 

remplacé  dans  ces  intégrales  Ç/  par  \q-{-  .t/,  r^i  par  Tjo+y/,  Ç/  par 
^o-+-'5/;  puis  on  porte  les  valeurs  ainsi  trouvées  dans  les  inté- 
grales (6)  et  (8)  des  aires  et  des  forces  vives.  Nous  nous  borne- 
rons à  cette  indication,  le  calcul  n'offrant  aucune  difficulté. 

186.  Méthode  d'approximation  de  Lagranse.  —  Le  problème 
des  n  +  i  corps  ne  pouvant  être  résolu  complètement,  même  dans 
le  cas  de  trois  corps,  on  procède  pour  l'intégration  par  approxima- 
tions successives.  Nous  exposerons  dans  le  présent  Chapitre  el 
dans  les  deux  suivants,  aussi  brièvement,  aussi  simplement  qa*il 
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nous  sera  possible  de  le  faire,  les  principes  de  la  méthode  de  la 
variation  des  constantes  arbitraires  due  à  Lagrange,  méthode  que 
Le  Verrier  a  appliquée  aux  planètes  principales,  ceux  de  la  mé- 
thode que  Laplace  a  appliquée  à  la  théorie  de  la  Lune,  et  les  pro^ 
cédés  dits  de  quadratures  mécaniques,  qui  sont  presque  seuls 
utilisés  dans  la  détermination  des  orbites  des  petites  planètes. 

Nous  reprendrons  les  équations  (A)  du  mouvement  relatif,  en 
prenant  pour  origine  le  centre  du  Soleil.  Nous  n'écrirons  pour  le 
moment  qu'un  seul  groupe  de  trois  équations,  relatif  à  l'accéléra- 
tion d'une  planète  de  masse  m,  dont  nous  représenterons  par  â?, 
y^  z  les  coordonnées,  et  nous  poserons  mo-\-  m  =  [x.  Ces  équa- 
tions deviennent 

d^x       fiix      ôK 


(9) 


Posant 


dt^  "^     /•* 

■ôi=°' 

dt^     '       r» 

d^z        f^z 
\   dt^           r' 

dR 

dx                  dy 

dz 
dt 

a^  *         r 


dx       aQ 

dt        du  "^' 

du       ^Q 

dt          àv    ~     ' 

dç     dq 

dz     dq 

dt       dw  "■  ®' 

dw        dO 

dt^à.=''^ 

les  équations  du  mouvement  elliptique,  obtenues  en  faisant  K 
nulle,  sont  remplacées  par  les  six  équations 


(«) 


et  les  équations  (A)  par 

du      ôQ 

dï'^^-^^=''' 

^  +  .^+2  =  0. 
dt        àz 


dx 

di' 

dq 

du 

-  u 

=  0, 

du 

dt  ' 

ôQ 

-  V 

=  0, 

dz 

di 

àq 

-W 

=  0, 
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OÙ  l'on  a  posé 

X,  Y,  Z  sont  des  fonctions  de  x,  y^  z  et  des  coordonnées  des 
autres  planètes;  les  quantités  U,  V,  W  ont  été  introduites  pour 
la  symétrie  du  système  P;  elles  devront  être  remplacées  ulté- 
rieurement par  zéro;  nous  les  regarderons  pour  l'instant  comme 
étant  des  fonctions  quelconques  des  mêmes  coordonnées  dont  dé- 
pendent X,  Y,  Z. 

La  méthode  de  la  variation  des  constantes  arbitraires  consiste 
en  ce  qui  suit  : 

On  suppose  que  l'on  ait  intégré  les  équations  (a).  Elles  ont 
donné  poura:,  j^j  ^?  w,  v^  fv  certaines  fonctions  (pi,  y2>?sj  ^'i?  ^iî  ^s 
du  temps  et  de  six  constantes  arbitraires  distinctes  a,  6,  c,  d^  e,  /. 
On  peut  chercher  à  satisfaire  aux  équations  ^  par  les  mêmes 
fonctions  de  a,  è,  c,  rf,  e.  /et  du  temps;  la  chose  sera  possible  si 
l'on  regarde  a,  è,  c,  rf,  e,  /,  non  plus  comme  des  constantes, 
mais  comme  des  fonctions  convenablement  choisies  du  temps.  En 
d'autres  termes,  regardant  rz,  6,  c,  rf,  e,  /  comme  des  fonctions 
inconnues  du  temps,  on  substitue  aux  inconnues  x^  y,  z^  w,  c,  w 
les  inconnues  a,  6,  c,  rf,  e,  /,  ce  qui  est  permis,  puisque  les  pre- 
mières s'expriment  au  moyen  des  dernières  et  qu'inversement  a, 
6,  c,  rf,  e, /s'expriment  en  fonction  de  x,y^  z,  a,  i',  w.  Cela,  en 
effet,  a  toujours  lieu  si  a,  b,  c,  rf,  e,  /  sont  les  constantes  de  six 
intégrales  distinctes  du  système  (a). 

Proposons-nous  d'introduire  dans  les  équations  (^)  les  in- 
connues a,  6,  c,  rf,  e,  /  au  lieu  des  inconnues  x,  y,  5,  w,  c»,  tv. 
Observons,  à  cet  effet,  que  x  étant  une  fonction  connue  yi  de  a, 
t,  c,  rf,  e,  /,  t  et  a,bj  c,  . .,  des  fonctions  inconnues  du  temps, 
on  a 

(îo) 

et  des  valeurs  semblables  pour  -^  >  ^»  ^'  » 

La  dérivée  partielle  -^  est  la  dérivée  de  x  par  rapport  à  / 
quand  on  regarde  a,  è,  c,  . . .  comme  des  constantes.  On  a  donc, 


dx       d<fi       <)<pt  da       d(fi  dh 
dt  ~  àt  '^  da   dt  "^  db  dt  '^' 

^  à<ii  df 
■^  df  dt' 
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d'après  la  première  équation  (a),  / 

-P-  =  3-^»         et  de  même 
dt        du 


(11)  {  ()cp,  _  dQ 


En  portant  dans  les  équations  (P)  les  valeurs  (lo)  de-r^»  —^  •••? 

tenant  compte  des  conditions  (i  i)  et  remettant  les  lettres  x^y^  z^ 
Uj  V,  iv  au  lieu  de  Çi ,  ^ 2?  •  •  -^  on  obtient  les  équations  cherchées 

âx  df      _, 
du  df        -. 

(la)  '\ày^^^àj_db  ^       ^^^_V=i 


àx 

da 

dx  db 

da 

dt 

-T- 

db  dt 

du  da 

du  db 

dâ 

di 

-h 

db 

Tt 

ày 

da 

da 
dt 

H- 

dy 
db 

db 
dt 

dw  da 
5a   "di 

-f- 

dw  db 
db  dt 

df  dt 


dw  df       _ 

Il  reste  à  résoudre  ces  équations  par  rapport  à  -rp  -j-^ 

Pour  y  parvenir,  additionnons-les  membre  à  membre  après  avoir 
multiplié  les  deux  membres  de  la  première,  de  la  troisième,  de  la 

du  ds^  dw    ^        .  vil 

Cinquième  par  —  —  >  —  -r-y  —  y-;  les  deux  membres  de  la  se- 
conde, delà  quatrième, .de  la  sixième  par  — ;  ^>  ^' 

Le  coefficient  de  -j:  sera  nul;  nous  désignerons  avec  Lagrange 
par  \ah\  celui  de  -r- 

,  «s     r    .  1  dx  du 

(.3)    \-b\^-TbTa 

Ce  coefficient  est  connu,  puisqu'il  est  formé  au  moyen  des  dé- 
rivées partielles  des  fonctions  «<,  cpa,  03,  4*1?  ^2»  '^a-  Le  coefficient 

de 
de  -j-  s'en  déduit  en  remplaçant  la  lettre  h  par  la  lettre  c,  et  ainsi 

des  autres.  Nous  poserons 

da  da  da  da  da  da 


^ 


Ox  du 

dy  dv     _    dy  di> 

dz  dw        ôz  Ow 

da  ôb 

db  da        da  db 

db  da         da  db 
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Nous  aurons  ainsi  Téqualion 
(Y)  [a6]^^+[ao]g+...+  [a/]^  +  R<.  =  o. 

En  prenant  pour  multiplicateurs  les  dérivées  partielles  de  —  u, 
—  ^,  —  w,  X,  y-y  z  par  rapport  à  6,  on  trouvera  de  même  l'équa- 
tion 

(Y)  [ba]§+[bc]^^^...^[bn%^K=o, 

et  ainsi  de  suite.  On  a  ainsi  un  système  de  six  équations  (y)  qui  ne 
sont  pas  encore  résolues,  mais  dont  les  coefficients  ont  des  pro- 
priétés remarquables  qui  servent  à  les  former. 
Les  identités 

sont  évidentes,  d'après  la  définition  même  du  symbole  {ab). 

De  plus,  si  Von  exprime  \cih\  en  fonction  de  a,  é,  c,  r/,  e^  f 
et  t^  le  temps  t  n^y  figure  pas  explicitement. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  il  suffit  de  prouver  que,  si 
l'on  regarde  a,  6,  c,  . . .,  /  comme  des  constantes,  et  par  suite  x, 
y^  z,  e/,  v^  w  comme  satisfaisant  aux  équations  (a),  [a6]  est 
aussi  une  constante,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  sa  dérivée 
par  rapport  à  t  est  nulle.  Or  on  a 

d\^ah\  _        d^u    dx         d^x   du         ô^x    du        d^u    d.r 
di      ~~  dadt  àb  "^  dadt  db  "~  db  ât  àà  "^  dbTt  5â  ~" 

Les  termes  que  l'on  n'a  pas  écrits  au  second  membre  se  dé- 
duisent des  premiers  en  remplaçant  ^  et  w  d'abord  par  j^  et  b,  puis 
par  z  et  (v. 

On  vérifie  immédiatement  que  celte  formule  s'écrit 


d[ab]  _    à  r      ôx  du       àx  àu^         d    V dx  du        dx  du' 
"  dt      "^  dâx       db  di  "^  'di  db  \'^  db  \  dâ  H  ^  lï  dâ 


d  V      dx  du       dx  du^         d    Vt 
""  ô^ldbdi  "^Tt  db\'^  dbll 

ou  en  tenant  compte  des  équations  (a) 

d[ab]  _   d^  VdÇl  dj^       dQ^  ^1  _   d^  f^  d^       dQ  du^ 
dt      '~  da  ydx   db        du  db \        db  \_dx  da       du   da\ 

Le  second  membre  de  cette  relation  a  six  termes.  Le  premier, 


MOUVEMENT    TROUBLE.  271 

le  troisième  elle  cinquième  forment  la  dérivée  partielle  par  rapport 
k  a  de  -^;  les  autres,  abstraction  faite  du  signe  —  qui  les  précède, 
forment  la  dérivée  partielle  par  rapport  à  6  de  -p  •  On  a  donc 


dt      "  da\db  /       Ob  \da  )  "^  ^' 


Si  l'on  résout  les  six  équations  (y),  on  obtient  un  svstème  de  la 
forme 

^  =  (aa)R«-h(a^»)R6-f-...  +  (a/)R/, 


Les  coefficients  (ab),  ...  étant  des  combinaisons  des  coeffi- 
cients [ab]^  ...  ne  renferment  pas  le  temps  explicitement. 

Si  dans  les  relations  (y)  on  remplace  -^7^  ~t,'  '"  P^^  ^^s  valeurs  (8), 

les  premiers  membres  devront  être  nuls  quels  que  soient  Ra,  R^,  — 
Nous  ferons  la  substitution,  non  pas  dans  les  équations  (y),  mais 
dans  la  suivante  : 

-.    da        ^   db  r^    df 

qui  s'en  déduit  immédiatement  en  tenant  compte  des  relations  (i  3). 
Nous  obtenons  ainsi  l'identité 

(aa)RJ+(i.6)R|-h...-h(//)R> 

-4-[(aô)H-(^»a)]RaR6  +  ...-^l(c/)  +  (/0]ReR/=o. 

Cette  identité  ayant  lieu  quels  que  soient  R^,  R*,  . . .,  on  a  pour 
toutes  les  combinaisons  de  deux  lettres  a,  b,  . . .,  / 

(i5)  (aa)  =  o,        {ab)-^{ba)  =  o. 

Les  parenthèses  {ab)  ont  donc  les  mêmes  propriétés  que  les 
crochets  [ai]  de  Lagrange. 

187.  Expression  donnée  par  Poisson  des  coefficients  {ab).  — 
Les  crochets  [«è]  de  Lagrange  s'expriment  (form.  i3)  au  moyen 
des  dérivées  partielles  de  x^  w,  j',  . . .  par  rapport  à  a,  6,  . . .,  /: 
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Poisson  a  exprimé  sous  une  forme  analogue  les  parenthèses  (ab) 
au  mojen  des  dérivées  partielles  de  a,  è,  . . .,  /par  rapport  à  Xj 
II,  y,  ....  iv. 

Rappelons  que  l'on  a  déduit  des  équations  (a)  du  mouvement 
elliptique  six  intégrales 

I  a  =  F,(a?,  a, 7,  i>,  z,  w,  t), 
(i6)  \  b  =  Fî(a?,  w,  y,  p,  z,  w,  t\ 


que  ces  intégrales  résolues  par  rapport  k  x^  ii,  y,  . ,,  ^  w  ont 
donné  un  système  équivalent 

I  a7  =  (pi(a,  b,  ...,/,  Oi  w  =  4^i(a,  6,  ...,/,  0» 

et  que  les  relations  (16)  ou  (17)  satisfont  aux  équations  (p)  du 
mouvement  troublé  aussi  bien  qu'aux  équations  (a)  du  mouve- 
ment elliptique.  Seulement,  dans  le  premier  cas,  a,  6,  . . .  sont  des 
fonctions  du  temps,  dans  le  second  des  constantes.  Dans  ce  dernier 
cas,  on  déduit  de  la  première  équation  (16) 

_àFx  dx^       à^\  du 

"^  dx    dt         du    dt       " 

OU,  en  tenant  compte  des  équations  (a), 

^     ^  ~  àx  du        du  àx        ày  âv 

et  si,  dans  cette  relation,  on  remplace  ar,  j^,  5,  ...,  par  a,b,  ,,  .^  t 
au  moyen  des  équations  (17),  elle  devient  une  identité.  Les  autres 
équations  (16)  conduisent  à  des  identités  analogues. 

Dans  le  cas  du  mouvement  troublé,  les  équations  (16)  donnent 

da  _  ôF^  dx       âFj  du  ()F,  dw       dP, 

dt  ~   àx  dt         du    dt       "  '       dw    dt  dt 

ou,  en  tenant  compte  des  équations  (p)  et  de  l'identité  (18), 

.V  da       da ..       da  _.       da ,,  da  „ 

^  ^'  dt        dx  du  dy  dw 

Si  l'on  différentie  par  rapport  à  x  les  équations  (17)  après  y 


dw 

dw 
Tt 

■+■ 

dFi 

dt 

) 

da 
dw 

d(l 

dz 

-+- 

da 
dt 

__  dx  da        dx  db 

"  da  dx        db  dx 

du  da        du  db 

~~  "dâdi        db  dx 

o  — 

dxdf 
'      '  df  dx' 

àf  dx' 

dw  da       dw  db 
~"  da  dx        db  dx 

dw  àf 
•'^'àf  dx' 
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avoir  remplacé  a,  6,  ...,  /par  x^  y,  ...  au  moyen  des  équa- 
tions (i6),  ce  qui  en  fait  des  identités,  on  trouve  identiquement 


(20) 


Si  Ton  additionne  membre  à  membre  ces  identités  (20)  après 
avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la  première  par  X,  ceux  de 
la  seconde  par  U,  . . .,  on  obtient 

('■)  ^=t'''^-Tx^^---fx^f 

On  trouve  de  même 

da^        db  ^  df^ 

du  du  du    ^ 

et  ainsi  de  suite. 

En  portant  ces  valeurs  dans  l'identité  (19),  on  trouve 

da  ^       Ida  da  da  da  da  da  da   da\^ 

di  "^       \dx  du  Ou  dx  djr  dv  '  "      dw  dz  )    ^ 

/da  db  da  db  da  db  da   àb\j^ 

\  dx  du  du  ox  dy  dv  '  '  '       dw  dz  / 


La  comparaison  de  cette  valeur  de  -^  avec  la  première  équa- 
tion (S)  donne 

.    .         da  db       da  db       da  db  da  db 

^      '  ^  ~~  dx  du       du  dx       dy  dv       '  "      dw  dz 

Telle  est  l'expression  de  {ab)  donnée  par  Poisson. 

188.  Formation  des  équations  de  Lagrange.  —  La  formation 
effective  des  équations  de  Lagrange  comprend  la  détermination 
des  coefficients  [db]  et  celle  des  termes  connus  R^. 

A  l'égard  de  ces  termes  connus,  si  Ton  se  rappelle  que 

U=V= W=o 
B.  -  II.  18 


274 

DEUXIÈME    PARTIE.  —   CHAPITRE    XII. 

et  que 

V               ^R               V               ^^ 

7              ^^ 

^=-57' 

on  a  immédi 

atement 

(23) 

oa          oa          oa 

Nous  irouverons  la  plupart  des  crochets  [«è]  en  écrivant  qu'une 
intégrale  du  mouvement  elliptique  convient  au  mouvement 
troublé. 

Rapportons  le  plan  de  l'orbite  aux  axes  Ox^  y^  z.  Soit  8  la  lon- 
gitude du  nœud,  c'est-à-dire  l'angle  compté  de  Oa;  vers  O^,  que 
fait  avec  Ox  la  direction  du  nœud  ascendant  du  plan  de  l'orbite 
sur  le  plan  0:0^;  soient  (f  Tinclinaison  de  ce  plan  sur  le  plan  xOy, 
Tjs  la  longitude  du  périhélie,  c'est-à-dire  la  somme  de  la  longitude 
du  nœud  et  de  l'angle  que  fait  la  direction  du  périhélie  avec  celle 
du  nœud.  Soient  a  et  e  le  demi  grand  axe  et  l'excentricité  de 
l'orbite,  e  la  longitude  moyenne  à  une  date  donnée,  c'est-à-dire  la 
somme  de  la  longitude  du  périhélie  et  de  l'anomalie  moyenne  à 
cette  date.  Soit  n  le  moyen  mouvement  lié  à  a  par  la  relation 

(  24  )  n^a^=  f\x. 

On  voit  que  dans  l'alinéa  précédent  nous  employons,  comme 
déjà  plus  haut,  le  mot  longitude,  exactement  dans  le  sens  qu'il 
aurait  si  le  plan  xOy  était  l'écliptique  et  Ox  l'équinoxe;  mais 
nous  ne  faisons  nullement  cette  hypothèse.  Nous  supposons  seule- 
ment que  l'origine  est  au  centre  du  Soleil. 

J.  L'intégrale  des  forces  vives 

dx^  -+■  dy^  -H  dz^        y.    /  2         i  \ 
é =H-r-a) 

convient  au  mouvement  troublé. 

Ëxprimons-la  au  moyen  des  éléments.  A  cet  effet,  différentions 

les  deux  membres  et  remplaçons  -^j  -^^  ^— -  par  les  valeurs 

que  donnent  les  équations  (9).  Nous  trouvons 

dx  r_  f^  ^  ^1  ^  f^  r_  ÙI.  ■  ^R]  ■  dzV     f^z      dR] 

dty        r^  àx\        dt\_         r^     '^  dy\       dty        r^  àz\ 

___  /ji.  dr       f^da 
■"        r^    dt        a^   dt' 
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OU 

dR  dx       àH  dy       dR  dz  _  /fx  da 
^^^^  àx  di  '^  dy  dt'^  dz   dt^li^dt' 

R  est  une  fonction  de  x^  y,  z  et  des  coordonnées  des  autres 
planètes.  Le  premier  membre  de  la  dernière  équation  est  la  dé- 
rivée de  R  par  rapport  au  temps  prise  comme  si  ces  dernières  coor- 
données ne  dépendaient  pas  du  temps.  Or  x,  y,  z  ne  dépendent 
du  temps  que  sous  la  forme  suivante  :  ce  sont  des  fonctions  de 
Tanomalie  excentrique  u  qui  dépend  du  temps  par  Téquation  de 

Kepler 

u  —  e  sin  u  =^  nt  -^z  —  tït, 
d'après  laquelle 

du         du 

dt=^''-di' 

De  plus,  X,  y,  z  ne  dépendent  de  e  que  comme  fonctions  de  w,  etles 
coordonnées  des  autres  planètes  ne  dépendent  pas  de  e.  Donc 

dx  dt        ày    dt        dz  dt  ""      dt 

L'équation  (aS)  devient  ainsi,  en  tenant  compte  de  la  rela- 
tion (a4), 

na  da  __dR 
^^  ^  T'di  "  Te' 

Cette  équation  donne  donc 

[ea]=^,  [se]  =  o,  [e6]  =  o,  [£o]  =  o,         [em]  =  o. 

IL  Les  intégrales  des  aires  donnent  tous  les  autres  coefficients 
sauf  [ae]. 

Désignant,  comme  au  Chapitre  précédent,  par  h  la  constante  des 
aires,  par  c,  c',  c"  ses  projections  sur  les  trois  axes,  on  a 

(26)  c  = /isinO  sin<p,         c'  =  -— /i  cosO  sin'f,         c*=/fcos<p 

et  

h  =  na^yi  —  e^ . 

DifTérentiant  les  intégrales  des  aires,  on  a 
de  d^z  d^y         de'  ___     d^x  d^z  de'  __     d'^y  d^x 

dt'-'^dF'~'''dtr'      dt-''''dt^''^'dt^'      'dt-^'lU^^^'Wfl' 
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OU,  en  remplaçant  les  dérivées  secondes  par  les  valeurs  que  donnent 
les  équations  (9)  du  mouvement  troublé 

de  _     dR  <?R        de'  _     dR         dR        de'  _     àR  dR 

^'^^^     Tt-^'d^'"'d^'     Tt^^'di^''^'     'dt'-'''dP~'^dx' 

Les  coordonnées  x^  y^  z  s'expriment  d'ailleurs  en  fonction  du 
temps  par  les  relations 

X  =  rcosOcos(p  —  6)  —  r  sin6  sin(p  —  6)cos(p, 
y  =  r  sin6  cos(p —  0)  -h  /•  cos6  sin(p  —  0)  costp, 
z  =  rsin{v—  6)  sincp, 
r  =  a(i  —  ccosa), 


tang 

V  —  w 

= 

v/t^ 

tang 

u 

2 

9 
2 

u  — 

e  s'inu 

= 

n^-f-e  — 

m. 

où  ç  désigne  la  longitude  vraie. 

X.  Ces  préliminaires  posés,  on  a,  en  remarquant  que  R  ne  dépend 
des  divers  éléments  que  parce  qu'il  dépend  de  x,  y,  2, 

^-^^^      o|R^      àR^ 
dcp  ~"  dx  d^       ày  d<f        dz  d^ 

dx  dy  dz  ^"^  ^ 

,    ^f    dR  dR\  ^f    dR  dR\ 


Donc 


=  sinô  -y-  -4-  cos6  -r-  ^  h  sin©  -7-  • 
dt  ai  '  af 

,  / r  cTO       ôR 

*  dt        a«p 


de  sorte  que 

[(pa]  =  o,        [«pc]  =  o,        [tpO]  = /ia*/i  — c*sintp, 

[jL.  On  a  aussi,  en  remarquant  que  j?,  j^,  z  et,  par  suite,  R  dé- 
pendent de  8  sous  deux  formes  :  par  l'argument  /  —  0  et  par  Tar- 
gument  6, 


le  dernier  terme  indiquant  la  dérivée  prise  comme  si  p  —  B  ne 
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dépeudait  pas  de  0.  Ce  terme  est  égal  à 


Donc 


âx^'^  dy"^' 


c^e  ""      ^((;— 6)  "^  dt' 
D'autre  part 

dR  dR.  '   u   '      ^ 

-H  -— (arcoscp  —  z  sinO  sino)  -h  — sin<p(a?  cosO  -^y  sinO). 

Les  relations  (27)  s'introduisent  d'elles-mêmes,  et  l'on  obtient 
dR       _  \  (   de        ,d£^        ''^\^^ 

d(P~e)  "  hydt  '^^  dt'^^  dt)"  dt' 

On  a  donc 

àR  ___dh       de' 
d^  ^^  dt"^  dt* 

Les  dérivées  qui  figurent  au  second  membre  résultent  immédiate- 
ment des  relations  (26)  et  l'on  a 

, ,  ^m  da        1  na^ e    .  ^o  de  ,    > .       do       dR 

^  '^  dt        Ji ^1         1  dt  ^  ^  dt        d^ 

Donc 
[ôal  =— /la/i—  e*  sin^-i-j  [Qe]  =  sin^î^  [0731=0, 

V.  Pour  calculer  -r-  on  observe  que  R  ne  dépend  de  tîj  que  parce 

que  i^  en  est  fonction,  mais  que  v  en  est  fonction  pour  deux  motifs, 
puisque  v  est  égal  à 


m  -f-  2  arc 


r.   /i  H-  e  al 


et  que  u  est  fonction  de  xs  d'après  l'équation  de  Kepler. 
On  a  donc 

dra  ~~  dç        du  dm  '~  dv        dt  ' 
puisque  t—  est  égale  à  —  "T"  ^^  q"®  R  ^^^  dépend  de  e  que  comme 
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fonctîoD  de  u.  Or  on  vient  de  trouver  que 


d{. 

dR            dR            dh 

et  plus  haut  que 
On  a  donc 

dK       na  da 
de  ""    2    57" 

na^/i  —  e»)       na  da  _ 
dt                    1    dt  ^ 

55' 

ou 

na  /         , j-\  da         na'^  e     de  _  dR 

Donc 

IIJ.  Il  ne  reste  plus  à  trouver  que  le  coefficient  \ae\  Nous  le 

calculerons  directement. 

0  1  ^  dx    dy    dz 

n  a,  en  remplaçant  «,  v^  w  par  ■57'  dr>  ^' 

.  dx  .  dx 

-,       àx     dt        dx      dt 
^      ^       da    de         de    da 

où  J7,  ^,  ^  sont  liées  aux  éléments  par  les  équations  du  mouve- 
ment elliptique. 

Changeons  d'axes  de  coordonnées  :  prenons  pour  axe  des  \  la 
direction  du  périhélie,  pour  axe  des  r\  une  perpendiculaire  à  G? 
menée  dans  le  plan  de  Torbite. 

Les  formules  du  changement  de  coordonnées  seront 

37  =  AÇ  -h  A' 7), 

^  =  B5-f-B'Y), 
^  =  Cî-4-C'73, 
OÙ 

A«-t-  B«-+-  G»  =  I, 

A'ï-H-  B'»-H-  G'«  =  1, 
AA'4-BB'+GG'=o. 

On  en  conclut,  en  observant  que  A,  A',  B,  B',  C,  C  ne  dépendent 
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ni  de  a,  ni  de  e, 

A^  A^  A^  A^ 

*~   da    de        da    de         de    da        de     da 

Or,  des  relations 

5=:acosa  — ae,        ir)  =  a/i  —  e^sinu,         a  —  c  sinw  =  n^4- e  —  tb, 

on  déduit 

rfç  .  .    du  d-Tï  I du  ,  du 

-r  =  —  asm  M -7-,        -7r  =  ^vi  —  e'cosa--j-j        (c  — ccosm) -r- =  n. 
dt  dt  dt  ^  dt  ^  '  dt 

Le  coefficient  [ae]  ne  renfermant  pas  /  explicitement,  on  peut, 
pour  le  calculer,  donner  à  t  une  valeur  particulière.  On  fera 


d'où 


BT  —  E 


M  =  G,  T^  =  O,  ^-  =  0, 


et  la  valeur  particulière  donnée  ne  contenant  pas  e,  ^-  et  -r— 
sont  aussi  nuls  pour  cette  valeur  de  i. 
On  a  aussi,  pour  cette  valeur  de  ^, 

dT\        na^v  —  e^  . 

di=       i-e      '  «  =  «(—«'). 

dt  na  d\ 


de        (,_e)/|_e2  de 

-r^  =  /i  —  c*  sin  M  -f-  a  J\  —  e 
da       ^ 


dn  , .  1 du  I du 

-r-^  =  /i  —  c*  siiiM-f-a/i  —  c*  COSM3-  =  a  v^ï  — ^*T-' 
da  da  da 


dt  du  du  \    dt  )  an    du 

-r —  =  —  a  ces  u  —, — r sin  a  — ^-^j — —  = -r-  • 

da  dt  da  da  i  —  e  da 
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La  valeur  (28)  de  [ae]  se  réduit  aux  deux  termes  du  milieu  et 
l'on  trouve 

[ae]  =  o, 

Nous  avons  ainsi  tous  les  coefficients  distincts  des  équations  de 
Lagrange.  La  résolution  de  ces  équations  par  rapport  aux  dérivées 
des  éléments  est  immédiate  et  donne 


(5) 


da             0.    dR 
de  "~       na   dz^ 

de  _       y/\  —  e^dK        ^ y —e^^x  —  ^ i  — e^ 
dt  ~~         na^e     dm                     nà^e 

)  dR 

,      =  -4-            -              ^       -f-                ^ -:: — 1   -      y 

dt             na^e     oe        na^^i  —  e^  ^? 

/dR       dR\ 
\dm        d&  J 

^""«I       àR 

^^             na'^^x — e'sincp   ^^        na^>j\  —  e' 

dz  _        2    dR        /,_e*-(i  — /f-««)dR 

di            na  da                      na^e                 de 

/l/TÎt/l   —  gî     00 

équations  dans  lesquelles  il  reste  à  exprimer  R  en  fonction  des 
éléments  et  du  temps  par  les  formules  du  mouvement  elliptique. 

189.  Remarques  générales  sur  la  fonction  perturbatrice  et  ses 
dérivées  partielles.  —  On  a  vu  que  les  intégrales  premières  des 
équations  du  mouvement  elliptique  conviennent  aux  équations  (^) 
du  mouvement  troublé.  Il  s'ensuit  que  x,  y^  z  et  leurs  dérivées 

ffjK     d')^      dz 

premières  jt  '  "^  »  57  sont  les  mêmes  fonctions  des  éléments  a, 

e,  6,  ^y  xsy  e  et  du  temps  t  dans  le  mouvement  elliptique  que  dans 
le  mouvement  troublé.  Seulement,  dans  le  premier  cas,  les 
éléments  sont  constants  et  dans  le  second  ce  sont  des  fonctions  du 
temps  t, 

A  une  date  quelconque  ^©j  ces  fonctions  ont  des  valeurs  a©,  ^0, 
^ùi  ?oj  ^o>  So  \  la  planète  a  des  coordonnées  ^oj  ^oj  ^oj  et  sa  vitesse 

a  des  composantes  (^)'(^)'(^)*  Toutes  ces  quantités  sont 
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reliées  par  les  formules  du  mouvement  elliptique.  Si  donc,  à  cette 
date,  la  planète  n'était  plus  attirée  par  les  autres,  mais  seulement 
par  le  Soleil,  elle  décrirait  autour  de  cet  astre  une  ellipse  dont  les 
éléments  seraient  précisément  ao,  ^o,  607  ?0)  ^0?  ^o*  Les  valeurs 
des  éléments  variables  a,  e,  0,  ^,  gj,  e  à  une  date  quelconque  ^o 
sont  donc  les  éléments  de  Tellipse  que  la  planète  décrirait  ensuite, 
si,  à  partir  de  cette  date,  les  autres  planètes  cessaient  d'exister  et 
qu'elle  restât  seule  en  présence  du  Soleil.  On  les  appelle  éléments 
osculateurs  à  cette  date. 

De  cette  date  à  une  autre  date  t^  ces  éléments  osculateurs 
reçoivent  des  variations  5a,  Se,  ....  Ces  variations  s'appellent 
perturbations  des  éléments.  Ces  variations  étant  dues  à  l'existence 
de  la  fonction  R,  cette  fonction  a  reçu  le  nom  de  fonction  per- 
turbatrice. 

Pour  former  les  équations  (8),  il  faut  exprimer  R  en  fonction 
des  éléments  a,  e,  . . .,  s  et  du  temps,  après  quoi  on  pourra  en 
calculer  les  dérivées  partielles  par  rapport  aux  éléments.  En  vérité 
il  est  impossible  d'écrire  explicitement,  sous  forme  finie,  cette 
expression  de  R,  à  cause  de  l'impossibilité  où  l'on  est  de  résoudre 
l'équation  de  Kepler.  On  peut  bien,  en  effet,  exprimer  j:,  j^,  2 
sous  forme  finie  en  fonction  des  éléments  et  de  l'anomalie  excen- 
trique; mais  on  ne  peut  ensuite  remplacer  l'anomalie  excentrique 
par  l'anomalie  moyenne  qui,  elle,  varie  proportionnellement  au 
temps. 

Il  faut  remarquer  en  outre,  au  point  de  vue  de  l'intégration 
ultérieure,  que  R  ne  dépend  pas  seulement  du  temps  parce  que  a:, 
y^  z  en  dépendent,  mais  aussi  comme  fonction  des  coordonnées 
des  autres  planètes.  Les  coordonnées  a:',  y\  z'  de  l'une  d'elles 
doivent  naturellement  être  remplacées  par  leurs  valeurs  en  fonc- 
tion des  éléments  a',  e',  6',  ...  de  l'orbite  de  cette  planète  et  du 
temps. 

La  fonction  R  est  d'ailleurs  formée  d'autant  de  parties  distinctes 
qu'il  y  a  de  planètes  autres  que  la  planète  m  :  on  a 

R  =/V^T- ' rx'-^yy^zz'^ 

Il  s'ensuit  que  dans  le  calcul  de  la  fonction  R  et  de  ses  dérivées 
partielles,  on  peut  s'occuper  séparément  des  parties  relatives  aux 


St8'2  DEUXIÈME    PARTIE.  —   CHAPITRE    XII. 

diverses  planètes  perturbatrices.  Pour  ce  motif,  nous  n'écrirons 
désormais,  à  moins  qu4I  ne  soit  utile  de  faire  autrement,  que  la 
partie  de  R  qui  correspond  à  la  planète  m'. 

Cette  partie  s'exprime,  sous  forme  finie,  en  fonction  des  sinus 
et  cosinus  de  multiples  des  anomalies  excentriques  des  deux  pla- 
nètes. Elle  est  donc  aussi  une  fonction  périodique  des  anomalies 
moyennes  M,  M',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  des  longitudes 
moyennes  /,  l',  (Il  s'agit  pour  chaque  planète  de  la  longitude 
moyenne  égale  à  la  longitude  du  périhélie  augmentée  de  l'ano- 
malie  moyenne.) 

Une  telle  fonction,  pourvu  qu'elle  soit  finie,  peut  être  déve- 
loppée en  une  série  de  termes  de  la  forme 

Acos(i7-+-i7'-hB), 

i  et  V  désignant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs  quelcon- 
ques. 

Nous  donnerons  au  n**  191  quelques  explications  sur  ce  déve- 
loppement dont  l'étude  complète  sortirait  des  limites  que  nous 
nous  sommes  imposées,  nous  bornant  pour  ce  moment  à  dire  que 
le  terme  général  est,  en  vérité,  de  la  forme 

CcosD, 
où 

(s)  D  =  il  -^  i'  V -»r  km  ■+-  k'îB' -^  j^  -^  j'^\ 

f ,  i'j  Âr,  A^,  y,  j'  étant  des  nombres  positifs  ou  négatifs  quelconques, 
C  une  fonction  de  a,  a',  ^,  e',  «p ,  ©'. 

Les  dérivées  partielles  de  R  par  rapport  aux  éléments  ^,  0,  cp, 
nj,  e  seront  exprimées  par  des  termes  de  la  même  forme  que  ceux 
de  R;  seulement  dans  les  dérivées  par  rapport  à  e,  6,  gt  les  cosinus 
seront  remplacés  par  des  sinus. 

Mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  -r-  qui  entre  dans  la  sixième 

équation  (8).  En  effet,  R  dépend  de  a,  d'une  part  parce  que  les 
coefficients  C  en  dépendent,  mais  aussi  parce  que  la  longitude 

moyenne  /  égale  knt-{-t  est  fonction  de  n  qui  est  égal  à  \Jf^a  '  • 

^  j  la  dérivée  partielle  de  R  par  rapport  à  a, 
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prise  comme  si  a  n'entrait  que  dans  les  coefKîcients  C,  on  a 


~  \da 


da        \da  )        dl     da 

Visiblement  -tt  est  égale  à  -7->  puisque  R  ne  dépend  de  e  que  comme 

fonction  de  /  et  que  ^  =  i . 

Donc 

^__/dR\       dK    dn 
da  ~'  \da  /        dz     da 

j-  j  n'aura  que  des  termes  analogues  aux 
termes  (e),  mais  la  seconde  renfermera  des  termes  de  la  forme 

^cos(^i-ha), 

qui  grandiraient  indéfiniment  avec  t. 

On  évite  cet  inconvénient  comme  il  suit  : 

On  observe  que  -p  n'entre  que  dans  la  sixième  équation  (8),  qui 
devient 


dt  "^      na\da)       na  dz     da      '**' 


()R 


les  termes  représentés  par  des  points  ne  dépendant  pas  de  ^ 
et,  par  suite,  n'offrant  pas  l'inconvénient  signalé. 
Or  la  première  équation  (8)  donne 


da ^  ^ 

dt  ~~  na  dz 

L'équation  (29)  devient  donc 

dz  __        a    (à^\         dn  da 
dt  ~       na  \da)         da  cU 
ou 

,^  .  dz-htdn  2    /<)R\ 

On  est  naturellement  conduit  à  remplacer  l'élément  e  par  un 

autre  (e)  tel  que 

dz-h  tdn  =  d{z)y 
ce  qui  donne 

(s)  =  e-h/^û?n  =  z-i-nt—fndt 
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OU  encore 

z -\-  nt  =  (z) -{-  fn  dt, 

fiM  second  membre  la  constante  d'intégration  est  quelconque; 

en  la  changeant,  on  modifie  d'une  constante  l'élément  nouveau  (e). 

Par  l'introduction  de  cette  nouvelle  inconnue,  l'équation  (3o) 

devient 

d{t)  ^_2^(àK\ 
dt    *~"       na\daj 

Elle  est  de  même  forme  que  l'équation  initiale 

dt 2^  ^R 

dt  na  ôa 

-T-]  on 
ne  tient  pas  compte  de  ce  que  /  dépend  de  a. 

Les  autres  équations  (S)  ne  sont  pas  changées,  puisque 

d{z)  ""   Ot  ' 

On  fait  couramment  la  substitution  en  conservant  les  notations 

primitives.  Il  est  bien  entendu  que  ->-  signifie  la  dérivée  prise 

comme  si  les  coefficients  G  seuls  dépendaient  de  a  et  que  /  ne  fût 
pas  fonction  de  a,  et  que  l'élément  e  a  la  signification  nouvelle  de 
sorte  que  la  longitude  moyenne  /  n'est  pas  égale  à  e  +  nt,  mais 
que 

(3i)  l  =  z-hfndt. 

190.  Méthodes  d'intégration  par  approximations  successives. 
—  Le  système  d'équations  (8)  comprend  six  fois  autant  d'équa- 
tions qu'il  y  a  de  planètes.  Ces  équations  n'ont  pu  être  intégrées 
rigoureusement.  On  procède  par  approximations  successives. 

Pour  plus  de  clarté,  supposons  que  l'on  n'envisage  que  deux  pla- 
nètes m,  m'.  On  a,  pour  chacune  d'elles,  un  système  de  six  équa- 
tions (8),  en  tout  douze  équations.  Les  premiers  membres  sont, 
dans  les  six  premières,  les  dérivées  des  éléments  de  l'orbite  ellip- 
tique de  la  planète  m,  dans  les  six  dernières,  les  dérivées  des  élé- 
ments de  l'orbite  de  la  planète  m'.  Les  seconds  membres  sont  des 
fonctions  de  tous  ces  éléments  et  du  temps.  On  cherche  des  va- 
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leurs  des  éléments  de  la  forme 


(32) 


où  «0,  ^o>  •  •  •  î  «iî  ^ij  •  •  •  sont  des  constantes,  et  généralement 
3|«o?  S/^o,  . . . ,  3/aJ,,  . . .  des  quantités  d'ordre  i  par  rapport  aux 
masses  m,  m'.  Ces  développements  conduiront  d'ailleurs  à  des 
expressions  analogues  pour  le  moyen  mouvement  et  la  longitude 
moyenne.  A  cet  effet,  on  posera 


c 

= 

ao-+-  ûiao-l-ûjao  -1-..., 

V 

= 

eo  -+-8i«o  H-Oi^o 

-+-. . ., 

\' 

= 

«'o-4-8i«'o-^Sî«'o 

-h..., 

\e' 

= 

ei+8ie'o-i-8,ei 

-4-..., 

(33) 


71  =  /lo  -f-  Ûi  Tlo  -4-  Ôj  /lo  -f- 


et  l'on  déterminera  la  constante  Hq  par  la  relation 


(34) 

Comme  on  a  aussi 


/io  = 


^^  v//(mo-h/n)^ 


la  comparaison  de  la  première  équation  (Sa)  et  de  la  formule  (33) 
donne 

/lo -H  Si  Tlo  4-  8j /lo -+- •  •  • 

/t; ' — ^    -î/         3  S,ao       3  8,ao        i5  ôia»        \ 

\        -2    «0         a    a©  8     aj  / 

On  est  naturellement  conduit  à  faire 

s  «  3      Si  a© 

a        ao 


6,710=  ^o\  —  -  —; H  -5-  — -1 —  h 

L      a    ao  8        «0     J 


On  posera  ensuite 

(35)  po=no/,        8,po=/8i«oû?/,        8ipo  =  /8,/io  rf/, 
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et  si 

on  aura,  en  remplaçant  n  par  la  valeur  (33), 

(36)  p  =  po-+-  5ipo-H  8ïpo-+-. ... 

valeur  dont  les  termes  après  le  premier  sont  successivement  du 
premier  ordre,  du  second,  etc. 

En  accentuant  les  lettres  on  aura  des  formules  toutes  semblables 
se  rapportant  à  la  planète  m'.  Les  termes  a©,  e©,  . . . ,  aj^,  e^,  . . . , 
po,  po  sont  les  mêmes  que  si  chaque  planète  était  seule  en  pré- 
sence du  Soleil.  Les  termes  8|,  82,  ...  s'appellent  les  perturba- 
tions du  premier  ordre,  du  second  ordre,  etc.  Pour  trouver  ces 
inégalités,  on  substitue  dans  les  équations  (8)  les  valeurs  (Sa), 
(33),  (36)  et  Ton  égale  les  termes  de  même  ordre  dans  les  deux 
membres  de  chacune  d'elles. 

Si  l'on  s'en  tient  aux  perturbations  du  premier  ordre,  en  obser- 
vant que  les  seconds  membres  des  équations  (8)  sont  du  premier 
ordre  par  rapport  aux  masses,  on  voit  immédiatement  qu'il  suffit  de 
remplacer  dans  ces  seconds  membres  les  éléments  a,  c,  . . . ,  a\ 
é ^  ...  par  les  constantes  ao,  ^o?  •  •  •  ?  ^o?  ^o)  -  *  -  ^^  P  P^^  po  ^" 
Ho^;  aux  premiers  membres  on  remplacera  les  éléments  a,  e,  ... 
par  leurs  perturbations  du  premier  ordre  8a,  8e,  ....  Les  seconds 
membres  ne  sont  des  fonctions  du  temps  que  parce  que  les  longi- 
tudes moyennes  /,  /'  en  dépendent.  Ces  fonctions  sont  malheu- 
reusement très  compliquées.  Les  premiers  membres  sont  les 
dérivées  des  éléments  par  rapport  au  temps.  On  est  donc  immé- 
diatement ramené  à  des  quadratures,  qui  sont  d'ailleurs  immé- 
diates si  la  fonction  perturbatrice  a  été  développée  en  série  de 
termes  de  la  forme  (e),  de  la  forme  Cq  cosDo,  où 

Do  =  i{n^t'\-  so)  -+-  i\ri'^  t  -h  a'^)  -h  kra^-^-k'jB^  H-y  6o-f-y'6i, 

puisque  les  éléments  e,  e'^  w,  gj',  . . . ,  a,  a',  . . .  ont  été  remplacés 
dans  les  seconds  membres  des  équations  8  par  des  constantes  eo) 
ejj,  ....  Il  est  manifeste  en  effet  que  le  calcul  des  dérivées  par- 
tielles de  R  par  rapport  aux  éléments  n'en  modifie  pas  la  forme 
générale,  et  que  l'on  n'aura  finalement  à  calculer  que  les  quadra- 
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tures 

/sinDoc?/,        fcosDo  dt. 

Chaque  terme  Go  cosDq  de  R  donnera  pour  chaque  élément  une 
inégalité  de  la  forme 

H/sinDocf^         H/cosDorff. 

Au  sujet  de  ces  quadratures  nous  avons  à  faire  quelques 
remarques  qui  nous  conduiront  à  classer  les  inégalités  du  premier 
ordre  en  trois  sortes  : 

a.  Inégalités  périodiques,  —  A  l'ordinaire  mo4-  i'n'^  n'est 
pas  nul  et  l'on  a 

ti  r  •    Tx   j.  H  cas  Do  „^       r^    j.         HsinDo 

H /sinDot/^  =—  ^ ry— TJ  II/cos  Douter 


de  sorte  que  le  terme  CcosD  de  la  fonction  perturbatrice  con- 
duit à  des  inégalités  périodiques  qui  ont  le  même  argument. 

b.  Inégalités  à  longue  période,  —  Dans  certains  cas  in-\-i'n' 

est   très   petit.  Cela  arrive  si  la   valeur  absolue   du  nombre  t-, 

est  une  des  premières  réduites  de  la  fraction  continue  à  laquelle 

conduit  le  développement  de  —  •  Dans  ce  cas  on  obtient  comme 

à  l'ordinaire  une  inégalité  périodique;  seulement  elle  est  à  très 
longue  période  et  son  coefficient  est  très  grand,  ajanten  dénomi- 
nateur in-\-  V  n\ 

Il  y  a  lieu  surtout,  en  ce  cas,  de  s'arrêter  à  la  longitude  moyenne 
donnée  par. la  formule 

/  =  SQ-4-//1  dt. 

Si  n  a  le  terme 

-. — '■ — n-  -T  ces  Do  dt, 
l  aura  le  terme 

—-. V— TTï  sin  Do  dty 

dont  le  coefficient  devient  extrêmement  grand  si  ino-\-i'nQ  est 
très  petit. 

Les  exemples  les  plus  célèbres  d'inégalités  à  longue  période  se 
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rapportent  aux  perturbations  de  Saturne  et  de  Pallas  par  Jupiter; 


on  a 


On 


Pour  Jupiter n  =  299',  1284  ^  =  — 

»      Saturne ni  =  120',  4547  ex=  — 

»      Pallas /lî  =  770',  4846  ^«=7         ?~â 


an  —  >/ii  =  —  4'',oi67  = 


Soooo 

18/1  — 7ni  =  —    9', 081=—     -• 
'  ^  22000 

La  période  de  l'inégalité  de  Saturne  est,  en  jours,  2tz  : , 

ou  approximativement  goo  ans; 

Celle  de  Tinégalité  de  Pallas  3oo  ans. 

La  première  est  du  troisième  ordre  par  rapport  aux  excentri- 
cités, la  seconde  du  onzième;  la  longitude  héliocentrique  de 
Saturne  peut  être  altérée  de  5o';  celle  de  Pallas,  d'après  Le  Ver- 
rier, de  i5'. 

c.  Inégalités  séculaires,  —  Si  i  et  i'  sont  nuls,  in-{-  i'n'  est 
identiquement  nul.  Le  terme  CcosD  ne  dépend  pas  du  temps  et 
l'intégration  donne,  en  première  approximation,  un  terme  propor- 
tionnel au  temps,  susceptible  de  grandir  indéfiniment.  Il  est  im- 
portant de  remarquer  que  les  grands  axes  des  orbites,  en  première 
approximation,  n'ont  pas  d'inégalités  séculaires.  On  a  en  efiet 

da  _    ^    dR 

dt  ~~  na   dz 

Si  l'on  remplace  R  par  un  terme  indépendant  de  /,  ce  terme  est 

aussi  indépendant  dee,  et,  pour  ce  terme,  -j-  est  nulle. 

Le  moyen  mouvement  n'en  a  pas  non  plus,  car  la  relation 

n*a'  =  /(/no-4-  m) 

donne 

^8in    .   o5i«  _  ^ 

a h  i =  o, 

n  a 

de  sorte  que,  S|a  étant  nul,  8|  n  l'est  aussi. 
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C'est  l'absence  d'inégalités  séculaires  pour  les  grands  axes  et 
les  moyens  mouvements,  en  première  approximation,  qui  constitue 
le  théorème  relatif  à  V invariabilité  des  grands  axes  et  des 
moyens  mouvements/Voisson  a  montré  que  ce  théorème  est  encore 
vrai  en  seconde  approximation. 

191.  Développement  de  la  fonction  pertorbatrice.  —  Nous  nous 
bornerons  aux  indications  les  plus  indispensables  au  sujet  de  ce 
développement. 

Nous  avons  donné  au  n®  90  les  développements  de  r  et  de  ç'  —  M 
en  séries  dont  les  termes  sont  des  sinus  ou  des  cosinus  de  multiples 
de  l'anomalie  moyenne  M,  désignée  ici  par  /  —  ïïj  et  nous  avons 
fait  des  remarques  importantes  à  l'égard  des  coefficients  de  ces 
termes.  Le  lecteur  verra  au  Chapitre  XIII  du  Traité  de  Méca- 
nique céleste  de  M.  Tisserand  comment  on  utilise  avec  grand 
profit,  dans  ces  développements,  les  fonctions  de  Bessel. 

Envisageons  maintenant  la  partie  de  la  fonction  perturbatrice 
relative  à  l'action  de  la  planète  m' 

On  a 

p«=  r^^  r'*  —  2{xx' -^yy  -^  zz'). 

D'autre  part  x,  y,  z  s'expriment  en  fonction  de  la  longitude 
vraie  v  dans  l'orbite  et  des  éléments  par  les  formules 

X  =  rcosô  cos(i'  —  6)  —  r  sin6  sin(t'  —  6)cos<p, 
j^  =  r  sin6  cos(c  —  0)4-  rcosô  sin(p  —  6)  cos«p, 
z^  r  sm{sf  —  0)  siii<p, 

qu'il  convient,  y  étant  un  petit  angle,  d'écrire 

X  =  rcost^-h  2rsin'^  sin6  sin(i'  —  6), 

y  =  r  sinv  —  ir  sin'^  cosô  sin(i'  —  6), 
z  =  r  sin  <p  sin  (  (^  —  6  )  ; 
x'^  y ^  z*  ont  des  expressions  analogues,  et  l'on  a 

xx' -ir yf -^  zz'  =^  rr'co3(p  — p')-h  -  Q, 
B.  -  II.  19 
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Q  étant  une  fonction  entière  de  sint',  cos(^,  sinB,  cosO,  sin(p  —  8), 
cos((^  —  6)  et  des  mêmes  quantités  accentuées.  On  en  conclut 

pi  =  r«-4-  r'^—irr'  cos(p  —  (;')—  Q  =  P  —  Q, 
d'où 

i=p     i-+-ip    ÏQ+IjLip    «Qï-i-.... 

P  '2  2.4 

P  ne  dépend  pas  des  inclinaisons;  au  contraire  Q  est  du  second 
ordre  par  rapport  à  elles. 

Dans  ce  développement,  on  néglige  d'abord  les  excentricités , 
ce  qui  revient  à  remplacer  /•  par  a,  ç  par  /,  r^  par  a\  ^'  par  f, 
P  et  Q  sont  remplacées  par  des  fonctions  M  et  N  plus  simples. 
N  est  une  somme  limitée  de  termes  périodiques  ayant  pour  argu- 
ments des  sommes  de  multiples  de  /,  /',  B,  B';  il  en  est  de  même 
de  N*.  M  est  égal  à 

a^-ha'*  — 2aa'cos(/ — /'); 
on  aura 

M       »     =  — ^^j-pY  (i  — 2acosX-f- a«)       *     , 


a 


t 


OÙ  a''  désigne  le  plus  grand  des  deux  axes  a,  a'  et  a  le  rapport 
du  plus  petit  au  plus  grand.  En  décomposant  i  —  aa  cosX  -h  a^  en 
deux  facteurs  du  premier  degré  sous  la  forme 

on  trouve  immédiatement 

(1  —  aa  cosX  -h  oL*)-*r=  - b^/^^-h  6^*'  cosX  +  6i«^  cosaX  -h. . ., 


ou 


.,,„j,^(:)-...[eii±i>]-.,...|. 

*  Li  i.a       I  r.2.3  1.9.  '"y 

En  examinant  les  valeurs  de  x,  y,  z^  on  voit  qu'un  argument  0 
amène  toujours  un  facteur  ^  et  que  les  exposants  de  <p  s'ajoutent 
toujours,  tandis  que  deux  arguments  0  peuvent,  en  se  retranchant, 
se  détruire.  Donc  l'exposant  de  (p  dans  un  terme  est  au  moins  égal 
au  multiple  de  8,  et  s'il  en  diffère  c'est  d'un  nombre  pair.  On  voit 
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aussi  que  la  somme  des  multiplicateurs  de  8  et  6'  étant,  dans  un 
même  terme,  toujours  paire,  il  en  est  de  même  de  la  somme  des 
exposants  de  q  et  o^. 

Pour  rétablir  les  excentricités  on  aura 

r  =  a(i  +  X),        V  =  /-+-¥,         /•'=  a'(£  4- X'),         V'=/'h-Y', 

et  Ton  appliquera  la  formule  de  Taylor.  Les  termes  que  Ton 
obtiendra  auront  visiblement  la  forme 

A        {il  -h  i'I'-^jw  -h /'nj'-+.  Are  +  k'^'). 
cos^  -f         -f  ^ 

D'après  ce  qui  a  été  dit,  k-^-k'  est  un  nombre  pair;  Texposant 
de  cp  dans  A  sera  au  moins  égal  à  la  valeur  absolue  de  k  et  la  sur- 
passera d'un  nombre  pair. 

ïïj  et  xs!  sont  introduits  par  X,  Y,  X',  Y';  en  se  reportant  aux 
valeurs  de  ces  quantités,  on  voit  que,  chaque  fois  que  l'on  intro- 
duit xs  dans  un  argument,  on  introduit  dans  le  coefficient  un 
facteur  e,  de  sorte  que,  si  l'argument  d'un  terme  contient  y  w,  le 
coefficient  aura  le  facteur  e  affecté  d'un  exposant  égal  à  la  valeur 
absolue  de  j  augmentée  d'un  nombre  pair. 

On  a 

i'^i'->rj-^f-\-k-\-k'=z  o. 

Cette  propriété  résulte  de  ce  que  la  fonction  R  est  indépen- 
dante des  axes  de  coordonnées  choisis.  Or,  si  l'on  fait  tourner  O^' 
et  Oy  d'un  angle  a  autour  de  Oz  ;  6,  xs^  /,  6',  xs!^  l' augmentent  de  x 
et  l'argument  du  terme  considéré  augmente  de 

(^-^-  V -^  j  -{- f -{- k ->r  k')i, 

La  fonction  ne  devant  pas  changer,  et  cela  quel  que  soit  a,  la 
somme  i -h  i' -+-7+7'+ A" -h  A"'  est  nulle. 

On  voit  aussi  que  le  développement  ne  peut  contenir  que  des 
cosinus,  car,  si  l'on  change  les  signes  de  6,  iîj,  /,  6',  tîî',  /',  les  coor- 
données Xy  y,  -5,  x^y  y,  z'  changent  de  signe  ;  donc  xx' '-\- yy -k- zz' ^ 
r^,  H^  ne  changent  pas  :  le  développement  ne  doit  donc  pas  chan- 
ger; il  ne  peut  contenir  que  des  cosinus. 

Enfin  l'ordre  d'un  terme  est  au  moins  égal  à  la  valeur  absolue 
de  £4-  V  et  s'il  en  diffère  c'est  d'un  nombre  pair.  En  effet,  l'ordre 
étant  la  somme  des  exposants  de  ^,  <p,  e',  o'  surpasse  d'un  nombre 
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pair  (qui  peut  être  zéro)  la  somme  des  valeurs  absolues  dey,  y', 
A",  Z/,  et  par  suite  la  valeur  absolue  de  j  -{-f-i-k  +  A*',  qui  est  la 
même  que  celle  de  i-{-  i', 

192.  Expressions  générales  des  inégalités  séculaires.  —  Le  pro- 
cédé d'intégration  indiqué  au  paragraphe  précédent  n'est  qu'une 
approximation  grossière  et  l'obtention  d'inégalités  proportion- 
nelles au  temps  tient  peut-être  au  procédé  lui-même.  Une  des 
questions  les  plus  importantes  au  point  de  vue  théorique  qui  aient 
été  résolues  est  l'intégration  des  équations  8,  en  supposant  les 
fonctions  R|,  R2,  .  •  •  réduites  à  leurs  termes  non  périodiques. 
Encore  a-t-il  fallu  négliger  ceux  de  ces  termes  qui  sont  du  quatrième 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons,  ou  d'un 
ordre  supérieur. 

En  posant 

(a'-h  a'*—  2aa' cosX)"*  =  A© -h  A|  cosX  -4- Aj  cos^X. . ., 
(a*-i-  a'«—  2aa' cosX)    '  =  Bo-4-  Bi  cosX  -h  BsCos^X. . ., 

on  trouve 

R  =  S/m'  1^  Ao-H  i  aa' Bi [e« -4-  c'«-  cp«—  <p'J-H  a(pç'cos(e  —  6')] 

—  -aa'Bitfc'cos(m  —  m')f. 

Si  l'on  néglige  dans  les  équations  ^^  ^  ^^-j:  J^s  quantités  dont 

l'ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons  dépasse 
le  troisième,  les  équations  (8)  correspondantes  donnent 


de        —idR 

dx3           I       dR 

dt  "  na*  e  Ois  ' 

dt  ""  /ia*e  de' 

OU 

dt  ^na*  ina^       e        ^  ^ 

les  points  placés  après  les  seconds  membres  indiquant  des  termes 
semblables  obtenus  en  remplaçant  dans  les  premiers  e',Ts'  par  les 
éléments  e",c5",  e"^w"\  . .  . ,  relatifs  aux  n  —  2  autres  planètes. 
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Si  l'on  pose,  pour  abréger, 

on  a 

Ide 
-r-  =  — [oi]«'sin(TïT  —  tït')  —  [02]e'sin(nj  — ni'). . ., 
dm 
—  =(oi) — [01]—  ces  (tu  —  tu') -h  (02)  — [02J—  cos(tït  —  ro').. ., 

et  des  équations  analogues  pour  e'  e   td',  . . . . 

Il  est  avantageux  de  remplacer  e  et  tïj,  e',  tsj',  .  • . ,  par  des  in- 
connues A,  /,  A',  /',  . . . ,  définies  par  les  relations 

(39)  csinTïT  =  A,        ccosnT=/,        c'sinnj'=A',         ..., 

qui  donnent 

dh  de  dw 

dl  de  dw 

— -  =  cosnj  -y-  —  ^  sinTïT  -7-  » 
ai  at  ai 


Le  système  (38)  donne  de  suite  pour  déterminer  h^  l^  h\  (^  ... 
les  équations 

g=        [(0l)  +  (02)--...]/-[0l]/'-[02]/'-..., 

~  =  —  [(oi)-4- (02) -+-...]  A -t-[oi]A'-4-[o2]/<'-h..., 

-^=        [(l0)+(l2)-f-...]/'-[l0];--[l2]r-..., 
J'=-[(l0)  +  (l2)-f-...]/l'-4-[lo]A+[l2]/t'-.... 

Pour  intégrer  ces  équations  on  cherche  une  solution  de  la  forme 

A  =  M  sin(^f-i-P),         /  =  M  cos(^f-i-P), 
A'=M'sin(^;-+.p),        /'=M'cos(^<  +  P), 

où  g^  p.  M,  M',  . . .  désignent  des  constantes.  Si  Ton  introduit  ces 
valeurs  dans  les  équations  (4o),  les  deux  membres  des  équations  de 
rang  impair  auront  le  facteur  cos(^^  4-  P),  les  deux  membres  des 


(40 
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équations  de  rang  pair  le  facteur  sin(^^+P).  Les  équations 
devant  être  satisfaites  quel  que  soit  /,  on  égalera  les  coefficients 
de  ces  facteurs  dans  les  deux  membres  de  chaque  équation.  Or  il 
arrive  que  chaque  équation  de  rang  pair  conduit  à  la  même  con- 
dition que  Féquation  de  rang  impair  qui  la  précède  et  l'on  obtient 
le  système  de  n  conditions 

j^-(o,  i)-(o,2)...JM-4-[o,i]M'H-[o,2]M'...  =  o, 
[i,o]M-hj^-(i,o)-(i,2)...jM'.+.[i,2]M'...  =  o, 

y 

[/i  —  I,  o]M -+.  [/i  —  I,  i]M'. .  .4- 1^  -  (n  - 1,  o)- (/i  —  1,  i). . .  j  Mt«-i>  =  o. 

Ces  équations  sont  homogènes  et  du  premier  degré  par  rapport 
à  M,  M',  —  Ces  quantités  ne  pouvant  être  toutes  nulles,  le  dé- 
terminant des  coefficients  devra  être  égal  à  zéro,  ce  qui  donne 
l'équation 


(42)     0=G  = 


{^-(0,i)-0,2...j  [0,l]  [0,3]    ...  [0,/l-l] 

[l»0]  j^-(',0)-(l,3)...j    [l,3]    ...  [t,/»-!] 

[/i— 1,0]  [i-î,i]  j^-(n-i,o)-(/i-i,i)...— (n-i.n-a)} 


équation  du  degré  /?,  où  ne  figure  que  la  seule  inconnue  g. 

Pour  chaque  valeur  gi  de  g^  les  équations  (4o)  permettent 
d'exprimer  les  coefficients  M,  M',  ...  en  fonction  de  l'un  d'eux 
qui  reste  arbitraire.  La  constante  ^  est  aussi  arbitraire.  Si  l'équa- 
tion (4i)  donne  bien,  pour^,  n  valeurs  distinctes,  on  aura  l'inté- 
gration générale  du  système  (4o)  sous  la  forme 

A  =  i:M/sin(^/f-f-p/),         /  =  SM/cos(^|-f-i-P/), 


les  sommations  S  s'étendant  aux  valeurs  o,  i ,  2,  . . .,  /i  —  i  de  e. 

Or  l'équation  (42)  a  bien  ses  n  racines  réelles  et  inégales.  Si  en 
effet  on  posait 
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i  étant  le  symbole  y/ —  i  des  nombres  complexes,  en  égalant  à  zéro 
dans  les  premiers  membres  des  équations  (4o)  les  termes  indé- 
pendants àei  et  les  coefficients  de  e,  chacune  de  ces  équations  se 
dédoublerait.  Ainsi  la  première  donnerait 

je  — (O,  l)--(0,9.)...|p  — T,ffH-[0,  l]p'H-[o,2]p'...=  0, 
je  — (o,  l)— '(O,  2)...jff-t-rjp-4-[0,  i]ff'H-[o,  2](X'...  =  0, 

d'où  immédiatement 

7)(p«-+-  <x«)  -4-[o,  i](p(i'—  <xp')  -+-  [o,  a](p(x'—  ffp'). .  .=  o. 

Les  équations  suivantes  donnent  de  même 

^(p'i+cr'i)+[,,o](p'cr-cr'p)+[i,2](pV-a'p^)...=  o, 
,^(p'2^cr'«)-t-[2,o](p'cr-cr'p)-+-[2,i](p'cr'-cr'p'')...=  o, 

Si  l'on  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  de  ces  équa- 
tions par  mna^,  ceux  de  la  seconde  par  m' n^a'^ ...,  et  que  l'on 
tienne  compte  des  conditions 

mna^[o,  i]=  m'/i'a'*[i,o], 
m/ia'(o,  i)=  m'n'a'^{i,  o], 


qui  résultent  des  définitions  (37),  on  obtient 

(43)  Tj  I  m/ia«(p«-4-  ff«)  -4-  /n'n'a'ï(p'»-+-  a'«)  4-. . .  j  =  o. 

Les  coefficients  m,  m\  . . .,  a^,  a'^,  . . .  sont  positifs  ;  il  en  est  de 
même  dans  le  système  planétaire  des  moyens  mouvements  n, 
n\  . . .,  puisque  tous  les  mouvements  sont  directs.  Le  coefficient 
de  Yi  ne  peut  donc  être  nul,  et  Téqualion  (43)  donne 

7J=0. 

Les  n  valeurs  de  g  sont  donc  réelles. 

Laplace  démontre  que  l'équation  (4i)  en  ^  ne  peut  avoir  deux 
racines  égales;  mais  sa  démonstration  prouve  seulement  que  les 
valeurs  de  A,  A:,  .. .,  A',  .. .  ne  peuvent  renfermer  Je  temps  en 
dehors  des  signes  sinus  et  cosinus,  ce  qui,  il  est  vrai,  importe  le 
plus  pour  la  stabilité  du  système  solaire. 

Nous  ajouterons  seulement  une  remarque  importante  : 
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Les  valeurs  trouvées  de  A,  A*,  ...  donnent 

j  csînTïj  =  M,sin(^if-H  p,)-hM,sin(^j;-4-P2)-h..., 
I  ecosTïT=  MiCos(^if  H-  pi)-H  MfCos{ffit  -h  pj)-+- 

Si  l'un  M|  des  coefficients  surpasse  la  somme  des  valeurs  ab- 
solues des  autres  M2,  Mj,  . ..,  il  existe  un  angle  croissant  pro- 
portionnellement au  temps  dont  ts  ne  s'écarte  jamais  de  90®. 

On  déduit,  en  effet,  des  équations  (44) 

ecos(TïT  — ^i<  — pi)=Mi-H  M,cos[(^j— ^,)i4-Pî— Pi]-i- 

Le  second  membre,  d'après  l'hypothèse,  a  toujours  le  signe  de  M|. 
Donc  cos(ïïJ  —  git  —  p,  )  ne  change  jamais  de  signe  et  par  suite 

^  —  ffi^  —  P<  reste  entre  f  A*  -h  -  j  7t  et  (k  —  i  W,  et  si  l'on  pose 
d'où 


7C     .     .    ir 


'}  reste  compris  entre  —  -  et  H — < 

Cette  circonstance  se  produit  pour  Mercure,  Mars,  Jupiter  et 
Saturne. 

D'autre  part,  si  l'on  additionne  les  deux  membres  des  équa- 
tions (44)  après  les  avoir  élevés  au  carré,  on  trouve 

c«=M?H-MÎH-...H-2MiM,cos[(^i-^,)^+Pi-P«]  +  -.. 
ou 

c«<(|Mi|  +  |M,I  +  ...)V 

L'excentrFcité  de  la  planète  m  a  donc  pour  maximum  la  somme 
des  valeurs  absolues  des  constantes  Mi,  M2,  • . . .  Les  calculs  nu- 
mériques donnent,  pour  ce  maximum,  les  valeurs  suivantes  : 

Mercure 0,226  Jupiter 0,062 

Vénus 0,087  Saturne o,o85 

La  Terre 0,078  Uranus 0,064 

Mars 0,142 

Une  analyse  toute  semblable  à  celle  que  nous  venons  de  déve- 
lopper s'applique  aux  inégalités  séculaires  des  inclinaisons  et  des 


MOUVEMENT    TROUBLE.  297 

longitudes  des  nœuds.  On  pose 

^sin6=/?,        çcos6  =  çr,        «p'8in6'  =  jo',         ..., 

et  les  équations  ^^-^  ^^  ji  donnent,  en  négligeant  les  termes  da 

quatrième  ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  aux  inclinaisons, 
les  suivantes 

-^i  =  -  [(o,  i)-H(o,  2) . . .]  ^  -+-(0,  O^r'-f. . . . , 
^^^^  ^    gf  =-[(0,  i)-h(o,2)...]/>-h(o,  i)/h-..., 

^=(l,0)5r_[(,,0)H-(l,2)...]5r'H-.... 

On  cherche  comme  pour  les  équations  (4i)  une  solution  de  la 
forme 

;?  =  Msin(^«-ï-p),       5r  =  Mcos(^f-4-P),       />'=  M'sin(^f  h- p), 

On  a  pour  déterminer  g  une  équation  G'  =  o  du  degré  ai,  mais 
qui  a  la  racine  o,  à  laquelle  correspondent  des  valeurs  égales 
des  constantes  M,  M',  M",  ....  L'équation  G'=  o,  analogue  à  l'é- 
quation (43)9  a  d'ailleurs  ses  racines  réelles  ;  numériquement  on 
les  trouve  inégales,  de  sorte  que  les  valeurs  de/?,  y,  ...  sont 

/>  =  Msinp  -i-Misin(^t^-+-  Pi)-*--  •• 
q  =  M  cosp-+-  MiCOs(^i<  H-  Pt)-h. . . 
/?'=Msinp  H-M;sin(^,«-f-p,)H-... 


On  voit  que  ç,  qui  est  égal  à  \/p^  +  q^,  ne  peut  dépasser  la  somme 
des  valeurs  absolues  de  M,  M|,  Ma,  ....  Le  Verrier,  en  prenant 
pour  plan  des  ^^Técliptique  de  1800, o,  trouve  pour  ce  maximum 
les  nombres  suivants  : 

Mercure 9.17  Jupiter 2*.   i 

Vénus 5.18  Saturne 2.33 

La  Terre 4.5a  Uranus 2.33 

Mars 7.  9 

Si  la  valeur  absolue  de  l'une  des  constantes  M,  Mi,  ...  surpasse 
la  somme  des  valeurs  absolues  des  autres,  il  y  a  un  angle  croissant 
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proportionnellement  au  temps  dont  la  longitude  du  nœud  ne  s^é- 
carte  jamais  de  90**.  Pour  Jupiter,  Saturne,  Uranus,  la  chose  se 
produit  à  Tégard  de  la  constante  M  :  la  direction  moyenne  du 
nœud  est  alors  fixe. 

Avant  d'abandonner  ce  sujet,  nous  remarquerons  encore  que 
les  fonctions  périodiques  qui  représentent  les  inégalités  séculaires 
ont  des  périodes  extrêmement  longues.  Si  en  effet  on  reprend  les 
formules 

[o,  i]=-'— ^ —=,  (0,1)=:^— 7 — !-, 

on  voit  que  tous  ces  nombres  ont  une  des  masses  perturbatrices 
en  facteur.  Si  ces  masses  devenaient  nulles,  G  se  réduirait  à  g^^ 
N  étant  le  nombre  total  des  planètes.  Toutes  les  racines  de  l'équa- 
tion G  =  o  sont  donc  petites.  Si  l'on  remarque  que 

/(/no-l-m)=  n*a», 
on  a 

.       ^  m'       na'a'Bi  ,       .  m'       fia'a'Bi 

[o,  1]= ,        (o,  i)= ; ; 

or  B|  est  une  fonction  homogène  de  a  et  a'  de  l'ordre  —  3  :  donc 

^^-^ — '  est  d'ordre  fini.  Il  s'ensuit  que  le  rapport  ^ —  est  de  l'ordre 

m' 
de C'est  au  plus  0,001.  La  période  d'une  inégalité  de  la 

forme  sin(^^  +  P)  ou  cos{gC  -+-  P)  est  — •  Le  nombre  g  étant  de 

l'ordre  des  coefficients  (0,1)...,  cette  période  est  de  l'ordre  de  mille 

fois  la  durée  — >  de  la  révolution  de  la  planète.  Ainsi  les  périodes 

des  inégalités  séculaires  comprennent  des  milliers  de  révolutions 
des  planètes  considérées. 

Nous  n'avons  plus  à  nous  occuper  que  de  la  détermination  de  e. 
La  dernière  équation  (8)  donne 


= 

2 
na 

da 

lang 
/ia«/i 

2 
2 

dK 

de 

ds 

»/.• 

i-.«) 

dt 

—  e« 

=  + 

/m'j 

;*- 

iaa'B. 

,[c«-4-c'«- 

•?'- 

-<p'*-ha<p<p' 

cos(e- 

-0' 

)] 

iaa'B,ee' 

cos(tït 

—  Ta 

1 
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En  négligeant  les  termes  du  quatrième  ordre  on  trouve,  un  ré- 
sultat de  la  forme 

^  =A-t-Bc«-i-Ce'«  +  De<?'cos(w  — Tîj')-^Eç*-^F(p'«H-G<p<p'cos(6  — 0'), 

A,  B,  . . .  étant  des  fonctions  de  a,  o! . 

On  intègre  par  quadratures.  D'après  les  résultats  trouvés  ci- 
dessus,  on  a 

««=MÎH-  M|h-...-+--2M,M,cos[(^i-/?',)/+P,-Pj]-^..., 
€e'cos(TïT  — ©')=  IV-^hh^  M,M;-f-...-4-(M,M'i-t-MiMi)cosÇ-t-...; 


?'?  ?'^>  <p©'cos(6 —  6')  ont  des  formes  analogues;  en  introduisant 

dt 
Tt 


ces  valeurs  on  trouve  pour  ^  une  expression  de  la  forme 


~  =  H-f.2:icos(r^H-p). 
On  en  déduit 

e  =  const.-f-  Hi-H  N  -sin(rr4-  p). 

Pour  la  longitude  moyenne  on  a 

/=E-f-  I  ndt  =  e-^  nC  =  const.-h(/i-H  H)r-h  \]-sin(rf  H- p). 

Le  moyen  mouvement  tel  que  le  donnera  les  observations  ne 
sera  donc  pas  {n)  =  i/^,  mais  (/i)+  H. 
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CHAPITRE  XIII. 

CALCUL  DES  PERTURBATIONS  SPÉCIALES  PAR  QUADRATURES 
MÉCANIQUES. 

MÉTHODE  DE  LA  VARIATION  DES  ÉLÉMENTS.  —  MÉTHODE  DES  COORDONNÉES 
RECTANGULAIRES  OU  MÉTHODE  DE  BOND  ET  d'eNCKE.  —  MÉTHODE  DES  COOR- 
DONNÉES POLAIRES,  OU  MÉTHODE  DE  HANSEN,  PERFECTIONNÉE  PAR  TIETJEN. 
—  COMPARAISON  DES  ÉLÉMENTS  PRIMITIFS  AUX  OBSERVATIONS.  —  LIEUX 
NORMAUX. 


193.  Aperçu  général  sur  les  méthodes  de  calcul  par  quadratures 
mécaniques.  —  L'intégration  analytique  des  équations  A,  B,  C 
permet  d'exprimer  les  coordonnées  héliocentriques  des  planètes  en 
fonction  du  temps.  Laplace  dans  la  Mécanique  céleste,  plus  ré- 
cemment Le  Verrier  dans  les  Annales  de  V Observatoire  de 
Paris,  ont  constitué  ainsi  la  théorie  des  planètes  principales, 
dont  l'étude  a  fait  l'objet  des  travaux  d*un  grand  nombre  d'astro- 
nomes. Mais  l'intégration  rigoureuse,  dans  l'état  actuel  de  l'Ana- 
lyse, n'est  pas  possible,  et  les  fonctions  obtenues  ont  la  forme  de 
séries  n'ayant  que  la  valeur  d'approximations  plus  ou  moins  pré- 
cises. Dans  ces  dernières  années,  M.  Poincaré  a  montré  que  ces 
séries  ne  sont  pas  convergentes. 

D'autre  part,  la  formation  de  ces  suites  est  très  pénible  quand 
les  excentricités  des  orbites  sont  grandes,  ce  qui  a  lieu  pour 
les  comètes  périodiques  et  pour  un  grand  nombre  des  petites  pla- 
nètes. Dans  beaucoup  de  cas,  la  formation  d'une  théorie  suffi- 
samment exacte  est  en  quelque  sorte  impraticable.  On  se  borne 
alors  à  calculer  les  perturbations  de  proche  en  proche  par  les  for- 
mules de  quadrature  mécanique  données  au  Chapitre  VIII  du  Tome 
premier  de  cet  Ouvrage  (p.  aSg). 

L'application  de  ces  formules  peut  se  faire  de  diverses  manières. 
Dans  tous  les  cas,  on  admet  que  l'on  ait  obtenu  les  éléments  de 
l'orbite  qui,  dans  le  voisinage  d'une  date  donnée,  représentent  le 
plus  exactement  les  observations.  Ces  éléments,  dits  éléments 
osculateurs,  sont  ceux  qui,  à  cette  date,  conduisent  à  des  valeurs 
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des  coordonnées  et  de  leurs  dérivées  premières  égales  à  celles 
qu'avait  réellement  Tastre  à  cet  instant. 

Supposant  ces  éléments  connus,  on  peut  partir  des  formules  de 

/fh 

Lagrange   qui   donnent  les   dérivées  -rr  des  divers  éléments  (A 

désignant  un  élément  quelconque)  en  fonction  de  ces  éléments 
eux-mêmes  et  des  coordonnées  de  la  planète  troublée  et  des  pla- 
nètes perturbatrices,  calculer  pour  un  grand  nombre  de  dates 
équidistantes  et  suffisamment  rapprochées  les  valeurs  des  dé- 
rivées -jj  et,  pour  les  diverses  dates  considérées,  en  déduire 
par  les  formules   de  quadratures   mécaniques  les  perturbations 

-ndt^  l'époque  initiale 

étant  l'époque  d'osculation  des  éléments.  Nous  développerons 
d'abord  cette  première  méthode,  dite  méthode  de  la  variation  des 
éléments.  La  longitude  moyenne  de  la  planète  sera  la  somme  de 
plusieurs  termes  dont  l'un  sera  représenté  par  une  quadrature 
double  que  les  formules  de  la  page  269  du  Tome  I  permettent  aussi 
d'obtenir. 

Bond  et  Encke  ont  donné  le  moyen  de  calculer  commodément 
les  perturbations  des  coordonnées  rectangulaires,  c'est-à-dire  les 
différences  entre  les  valeurs  de  ces  coordonnées  à  une  date  quel- 
conque et  celles  que  donneraient  pour  cette  date  les  éléments 
osculateurs  relatifs  à  la  date  initiale.  On  obtient  des  expressions 
commodes  des  dérivées  secondes  de  ces  différences  Ç,  tj,  Ç  par 
rapport  au  temps  et  l'on  a  successivement  pour  l'une  quelconque  \ 
d'entre  elles 


•/©  «/o 


?=/  '^^rS'^^. 


en  supposant  le  temps  compté  à  partir  de  l'époque  d'osculation, 
puisque,  par  la  définition  même  des  éléments  osculateurs,  ^,  7|,  Ç, 

-À>  -J^9  -^  sont  nulles  à  cette  date. 
at     ai     at 

Hansen  a  donné  une  méthode  analogue,  perfectionnée  depuis 
par  Tieljen  et  fondée  sur  l'emploi  de  coordonnées  polaires. 
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Nous  exposerons  successivement  ces  trois  méthodes  en  raison 
des  avantages  propres  à  chacune  d'elles.  Pour  en  faciliter  l'inteili- 
gence  complète,  nous  ferons  observer  que  les  valeurs  des  dérivées 
premières  et  des  dérivées  secondes  auxquelles  on  doit  appliquer 
les  méthodes  de  quadratures  mécaniques  pour  obtenir  de  proche 
en  proche  les  perturbations  des  coordonnées,  ou  des  éléments, 
sont  fonctions  des  coordonnées  troublées  ou  des  éléments  troublés 
et  par  suite  ne  peuvent  être  immédiatement  calculées  d'une  façon 
rigoureuse.  Dans  les  trois  méthodes  on  tourne  la  difficulté  comme  il 
suit.  Pendant  un  intervalle  de  temps  peu  étendu,  voisin  de  l'époque 
d'osculation,  on  peut  regarder  les  perturbations  comme  négli- 
geables. On  en  profite  pour  calculer,  pour  un  petit  nombre  d'é- 
poques avant  et  après  l'époque  d'osculation,  les  dérivées  des  per- 
turbations, en  remplaçant  dans  le  calcul  les  coordonnées  ou  les 
éléments  troublés  par  les  coordonnées  non  troublées  ou  les  élé- 
ments osculateurs  primitifs.  Ayant  quatre  valeurs  de  la  dérivée  <p 
soumise  à  la  quadrature,  on  forme  le  tableau  des  différences  des 
trois  premiers  ordres  cp*,  'f  ^,  ç'.  D'autre  part,  les  intégrales  à  obtenir 
devant  s'annuler  à  l'époque  d'osculation,  les  formules  limites  delà 
page  269  précitée  permettront  de  calculer  les  valeurs  sommatoires 
*<p,  ^cp  relatives  à  l'une  des  quatre  dates,  et  par  suite  d'obtenir  cinq 
valeurs  de  *<}>,  et  six  de  ^<p. 

Cela  fait,  si  l'on  regarde  la  différence  troisième  comme  demeu- 
rant la  même  pour  quelques  dates,  on  pourra,  par  extrapolation, 
ajouter  quelques  nombres  à  chaque  colonne  du  tableau  des  diffé- 
rences et  calculer  la  valeur  de  ^ ,  pour  la  cinquième  date,  au  moins 
d'une  façon  approchée.  Par  les  formules  de  quadrature,  on  aura 
une  valeur  de  la  perturbation  pour  cette  cinquième  date,  et  celle 
valeur  grossièrement  approchée  le  sera  assez  pour  servir  au  calcul 
définitif  de  la  fonction  cp.  Nous  devons  nous  borner  ici  à  cette  in- 
dication. Nous  ferons  connaître  plus  loin,  pour  chacune  des  trois 
méthode,  quelles  formules  de  la  théorie  de  l'interpolation  l'on 
applique  réellement. 

Nous  reproduisons  ici,  en  remplaçant  les  coefficients  symbo- 
liques P|,  ...  par  leurs  valeurs,  les  formules  de  la  page  aSg  du 
Tome  I  que  nous  appliquerons  constamment.  Nous  placerons  tou- 
jours l'époque  d'osculation  au  milieu  de  deux  époques  consécu- 
tives; désignant  par  eu  l'intervalle  comprise  entre  ces  époques  et 
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par  a  l'une  d'elles,  nos  intégrales,  s'annulant  pour  a >  nous 

aurons 


967680 
et  pour  les  intégrales 


'/    0.       *      ?(^)rf.r  =  >?[«  +  (.--î)c"] 


«a+/(d 


1       /•"^'"'  I 

C'est  au  fond  à  la  diminution  rapide  des  coefficients  de  ces 
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diverses  formules  qu^est  dû  le  succès  des  méthodes  de  calcul  des 
perturbations  que  nous  allons  exposer. 

Dans  Texposition  que  nous  donnerons  de  chacune  de  ces  mé- 
thodes, nous  supposerons  le  calcul  déjà  mis  en  train;  nous  revien- 
drons ensuite  sur  les  particularités  qu'offre  le  début  de  chaque 
calcul. 

194.  Méthode  de  la  variation  des  éléments.  Équations.  —  Nous 
prendrons  pour  point  de  départ  les  équations  (S)  du  n°  188  dans 
lesquelles  il  reste,  pour  Tobjet  que  nous  nous  proposons,  à  ex- 
primer commodément  les  dérivées  partielles  de  la  fonction  pertur- 
batrice en  fonction  des  éléments  et  des  coordonnées  de  la  planète 
dont  on  étudie  le  mouvement  et  des  planètes  perturbatrices. 

Rappelons,  à  Tégard  de  ces  dernières  que 


(I) 


=2^«-'[^-^^^^f^]^ 


la  sommation  s'étendant  aux  diverses  planètes  m'. 

Prenons  pour  plan  fondamental  le  plan  de  Técliptique  à  une 
date  fixe  et  supposons  les  éléments  deTorbite  rapportés  à  ce  plan. 
Conservons  généralement  les  notations  du  Chapitre  XII.  Soit  (f  Pin- 

Fig.  36. 


clinaison  de  Torbîte;  employons  le  symbole  8  au  lieu  de  8  pour 
désigner  la  longitude  du  nœud.  Dans  le  plan  de  Torbite  prenons 
pour  axes  auxiliaires  deux  droites  rectangulaires,  oÇ,  ot],  dont 
la  première   coïncide  avec  le  rayon  vecteur.  Soit  o  Fargument 

de  la  latitude  Q^,  o  -\ —  Tare  Qr^.  Supposons  un  axe  o^  perpen- 
diculaire au  plan  de  Torbite,  dans  un  sens  tel  que  du  pôle  corres- 
pondant le  mouvement  ^y\  soit  vu  dans  le  sens  direct.  Par  rapport 
à  ces  axes  Ç,  t),  !^  soient  Ç',  V>  ^'  les  coordonnées  d'une  planète 
perturbatrice.  Désignant  par  V  et  ^f  la  longitude  et  la  latitude  de 
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celle  planète,  par  L'  et  B'  des  coordonnées  analogues  rapportées 
au  plan  de  l'orbite  avec  le  nœud  Q  pour  origine  des  L',  le  triangle 
sphérique  qui  a  pour  sommets  le  pôle  de  Técliptique,  le  pôle  du 
plan  de  l'orbite  et  la  planète  m'  donne,  pour  déterminer  L'  et  B', 
les  équations 

IcosB'cosL'=  cos3'cos(X' —  Q,), 
cosB'sinL'=  cos^'  sin(X'  —  ^)  cosq  -h  sinp'sino, 
sinB'=:  sinp'cosç  —  cosP'sin(X' —  ^)sino, 

après  quoi  Ton  a 

IÇ'=  r'cosB'cos(L' — o), 
7j'=  r'cosB'sin(L'  -  o), 
2;'=r'sinB'. 

Il  j  a  lieu  de  remarquer  expressément  que  ç',  V  sont  fonctions 
de  o  qui  est  Targument  de  la  latitude  de  la  planète  m. 
Dans  l'expression  (i)  le  terme 


est  le  cosinus  de  Tangle  formé  par  le  rayon  vecteur  de  la  planète 
troublée  et  celui  de  la  planète  perturbatrice.  Ce  cosinus  évalué  au 
moyen  des  axes  i,  tj,  JJ  est  égal  à 

r 
et  l'expression  (i)  devient 

p  désignant  la  distance  des  planètes  troublée  et  perturbatrice. 
On  a  d'ailleurs,  en  désignant  par  (^  l'anomalie  vraie 

/  p2=  r2-h  r'*— 2/';', 

r  =  a(i  — ecosa), 
(5)  {  

u  —  e  s'in  u  =:  nt -ht  —  m. 

Ces  formules  conduisent  sans  la  moindre  difficulté  au  calcul  des 
dérivées  partielles  de  R  par  rapport  aux  éléments.  En  utilisant 

B.   -    II.  20 
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quelques  autres  relations  bien  connues  du  mouvement  elliptique 
et  la  relation 

posant 

IV  —  -r TZ9 

p3        r'i 


(6) 


^-Sts'O'"-?)' 


M 


A- m' 


et  se  rappelant  que  dans  le  calcul  de  -r—  on  ne  doit  pas  regarder  u 
comme  fonction  de  a,  on  trouve  par  de  simples  difTérentiations 

da  ^  a 

-r-  =  —  k^pa  cosp.L  H — 7^ air  -h p)  siiii^.M, 

-p=r  =  —  k^(i  —  cosç)rlVI  —  A'//?  siiKp.r  coso.N, 

—  =      Xri//?  sino.rN, 
do 

^R  f     4         •  T  f      1 7^  »* 

— -  z=      A:a*e  siiK^.L -h  A*a*  —  M. 
dz  r 

Le  seul  calcul  qui  exige  quelque  réduction  est  celui  de  -r^  •  On 
trouve  d'abord 

—  =  k^mirK[—  tj'-h  r'coso  cos3'sin(X'—  Ji) 

—  r  sino  cosp'cos(X' —  ^Çi)coso]. 

En  introduisant  dans  le  multiplicateur  de  A"2m,rK,  à  la  place 
de  P'  et  V,  les  coordonnées  B'  et  U  au  moyen  des  équations  (2) 
résolues  par  rapport  à  cosp'cos(V — Q)  et  cosP'sin()/ — 8),  ce 
multiplicateur  devient 

—  7)'-h7)'cosçp  —  JJ'coso  sincp, 

ce  qui  donne  immédiatement  le  résultat  ci-dessus. 
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La  substitution  de  ces  dérivées  partielles  dans  les  équations  de 
Lagrange  donne  les  équations  définitives 


^'^  •  ¥  •    V    »C 

-j-  =  2a*e  sinp.L  ■+■  2a*  — M, 
al  r 

-^  =  a  cosi};  sinp.L  -+-  a  cos<j^(cos<^  -t-  cosE)M, 

doi  9   .  »T        />  w        sin  p , 

-,—  =  tangisino.rlN  —  —  cosp.L  h (''+/>) M, 


(7)  {    '^  ^  rcosoN, 


dt 


■N, 


2r  cos'j;  — /?  tang  -î-  cosp  )  L 


l 


tang-sinp(  n-  —  j  rM  -t-  tang^sino.rN, 


équations  aux(Juelles  il  faut  adjoindre,  pour  le  calcul  des  coor- 
données, les  formules  du  mouvement  elliptique,  sauf  en  ce  qui 
concerne  la  longitude  moyenne.  On  a,  pour  cette  dernière, 

l  =  z  -^  I  ndt, 

r^  dz  .  /*'        r^  dn 

=  £0-+-/     -j^d^-^^oi^  —  h)  -^  f     dt 


(8) 


dt 


dt. 


195.  Méthode  de  la  variation  des  éléments  :  marche  des  calculs 
numériques  une  fois  mis  en  train.  —  Supposons  que  par  l'appli- 
cation des  formules  ci-dessus  on  ait  réussi  à  calculer  les  valeurs 
des  éléments  pour  un  certain  nombre  de  dates  ^i  +  fO  équidis- 

tantes,  tt désignant  l'époque  ^o  d'osculation  ;  soient  v  la  dérivée 

■-T-  du  moyen  mouvement  n,  f  la  dérivée  première  d'un  autre 

élément  quelconque. 

Pour  chaque  élément  on  a  formé  un  Tableau  renfermant  dans 
une  colonne  les  valeurs  de  /  pour  toutes  les  époques  depuis  /, 


3o8 
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jusqu'à  ti  +  2*6,  dans  d'autres  leurs  différences  successives  et  aussi 
les  valeurs  correspondantes  de  */. 

Les  derniers  nombres  obtenus  dans  les  diverses  colonnes  sont 


(9) 


/»[^+(i~i)e],  /[^+(t-i)8], 

En  ce  qui  concerne  le  moyen  mouvement,  v  remplacera/  dans 
le  Tableau  précédent,  mais  il  faudra  ajouter  à  droite  une  colonne  de 
sommation  double  ^v  et  les  derniers  nombres  des  diverses  colonnes 
seront 

v*(^i-4-t^^^e),    v3Ui-4-i— ^oV    v«(f,-hï— le),    v^f/i-ht-ieV 

Cela  étant,  on  obtiendra  la  valeur  approchée  d'un  élément 
quelconque  à  la  date  f i  +  «  +  i  8  par  la  formule  (  *  ) 

où  l'on  aura  pris  les  signes  supérieurs. 


■H 


(■o) 


(*)  Nous  utilisons  dans  ce  nunrïéro  et  dans  les  suivants  plusieurs  formules 
qui  se  déduisent  immédiatement  de  la  théorie  des  différences.  Celle-ci  est  la  seule 
dont  la  démonstration  exige  quelques  efforts.  On  a  en  négligeant  les  termes  en  /', 
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Pour  le  calcul  de  /  on  aura  l'intégrale  double  par  les  formules 


(II)    /'7      ^^/  ^^^^=*v(^i+.-±i6)+^v[<i+(.-d=i)e], 


et 


■y(/i-+-i='zi6)  =  v(«i-hie)divM  fi-t-iqi  iôj  -4-v«(fi-hiipi6)-+-...,  ' 

où  Ton  aura  encore  pris  les  signes  supérieurs. 

Par  l'application  des  valeurs  trouvées,  on  aura  des  éléments 
approchés  à  la  date  f^  +  t  +  iO,  au  moyen  desquels  on  pourra, 
par  l'application  des  équations  (7)  et  (8),  calculer  les  valeurs  défi- 
nitives de/  et  V  et  ajouter  un  terme  de  plus  à  chaque  colonne  des 
Tableaux  d'interpolation. 

Dans  le  cas  où  le  calcul  serait  fait  en  remontant  vers  le  passé,  on 
prendrait  dans  les  formules  (10)  et  (i  i)  les  signes  inférieurs. 

Il  est  encore  à  remarquer  que  les  équations  (7),  si  l'on  y  met 
pour  k  la  valeur  0,017...  de  la  constante  de  Gauss,  supposent  que 
l'unité  de  temps  soit  le  jour  moyen.  Il  est  commode  de  regarder 


par  la  dernière  formule  du  a<*  193, 


/r,-«-i-t-iw  ,       

^       =./(<,+  ,+, 6)__/.((,+  i  +  ,e). 


Les  relations  évidentes 


'/(«.+  .■  +  . 6)=  i'/(t,+i+ie)  +  l. /(«.+  ,•+ ^9), 

+/'('.+'■- ^9)+/'('.+»-oe+/' (',+  «■- 5  9) 

donnent  immédiatement  la  formule  (10)  dans  le  cas  des  signes  supérieurs,  et  des 
formules  analogues  s'appliquent  au  cas  des  signes  inférieurs. 
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runité  de  temps  comme  étant  6;  il  faut  alors  multiplier  A*  par  9. 
Dans  le  calcul  de  l'intégrale  double  il  faudra  introduire  une  se- 
conde fois  le  facteur  8.  Dans  un  grand  nombre  de  cas,  pour  les 
petites  planètes,  on  prend  0  =  4o  jours. 

196.  Méthode  de  la  rariation  des  éléments.  Mise  en  train  du 
calcul.  —  Au  début  du  calcul  on  choisit  un  nombre  limité  d'é- 
poques, quatre  par  exemple,  séparées  par  des  intervalles  égaux  à  9  et 
symétriques  par  rapport  à  l'époque  d'osculation.  A  ces  quatre  dates 
on  peut  regarder  les  perturbations  comme  nulles.  En  fait,  elles  sont 
de  petites  quantités  de  deuxième  ordre,  et  en  les  négligeant  dans 
le  calcul  des  seconds  membres  des  équations  (7)  on  ne  produit  sur 
les  valeurs  qui  s'en  déduisent  que  des  erreurs  du  troisième  ordre. 
On  obtient  pour  une  dérivée  /  quatre  valeurs  dont  on  forme  les 
différences  des  trois  premiers  ordres.  On  écrit,  en  outre,  que  l'in- 
tégrale de/  s'annule  à  l'époque  de  l'osculation  par  la  formule 

et  de  même  pour  l'intégrale  double  de  v 

2v(/O=^v(/i-e)-^[2V«(/t-0)-|-VÎ(A,)]. 

On  peut  au  moyen  de  ces  valeurs  initiales  calculer  cinq  valeurs 
de  '/et  six  valeurs  de  ^v;  on  obtient  aussi  les  intégrales  relatives 
à  ces  quatre  dates  par  les  formules 

r  r'*"*"'^  1 

JJ  0  =w^+^-«)^r.  ^('^^^■^)- 


De  ces  valeurs  on  déduit  des  éléments  osculateurs  suffisamment 
approchés  pour  les  quatre  dates  et  l'on  emploie  ces  éléments 
comme  bases  d'un  nouveau  calcul  définitif.  On  n'oublie  pas  de 
multiplier  par  8  l'intégrale  double  qui  se  trouve  dans  la  longitude 
moyenne. 
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197.  Méthode  d'Encke.  —  Équations.  —  Désignons,  à  une  date 
quelconque,  par  x^  y^  z  les  coordonnées  rectangulaires  de  Tastre, 
par  x^^  j^Oî  '^o  les  coordonnées  calculées  par  les  formules  du  mou- 
vement elliptique  au  moyen  des  éléments  osculateurs  à  la  date  ini- 
tiale et  posons 

les  perturbations  Ç,  r,,  Ç  des  coordonnées  rectangulaires  satisferont 
aux  équations  différentielles 

ë=2H(^-?->-(..-»)(^:-5)]. 
È=2:[*-'(^-^)-*'<-""(^-.i)]' 

p  ayant  la  même  signification  qu'au  n®  194. 

Les  coordonnées  x\  y',  ^',  /'  se  déduiront  par  des  formules 
connues  des  données  des  éphéraérides  astronomiques. 

Les  premiers  termes  des  seconds  membres  sont  petits  à  cause 
du  facteur  m',  et  si,  dans  ces  termes,  on  remplaçait  x^  y^  z  par  x^y 
yo9  ^0)  l'erreur  commise  serait,  à  cause  du  facteur  m',  de  l'ordre  du 
carré  des  perturbations.  Les  seconds  termes  sont  également  petits 
et  de  Tordre  des  perturbations;  mais  si  l'on  y  remplaçait  x,  y,  z 
par  Xo^  y oy  Zq,  ce  qui  les  ferait  disparaître,  l'erreur  serait  de  l'ordre 
des  perturbations.  Nous  désignerons  les  termes  de  la  première 
sorte  par  le  symbole  (a),  ceux  de  la  seconde  par  le  symbole  (b). 
Nous  ne  négligerons  d'ailleurs  les  perturbations  ni  dans  les 
termes  (6),  ni  dans  les  termes  (a).  Les  méthodes  de  quadrature 
mécanique  ne  s'appliquant  qu'aux  petites  planètes,  nous  rempla- 
cerons i  -{-  m  par  un. 

Les  termes  (b)  ne  peuvent  se  calculer  commodément  sans  une 
transformation  qui  y  introduise  un  petit  facteur;  on  y  parvient 
comme  il  suit  :  on  a 

On  a  aussi 
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d'où 


r 


J=(-+2gr', 


en  posant 

Si  l'on  pose  encore 

\  j.  5         5.7    ,      5.7.9    , 

les  termes  (b)  prennent  la  forme 

5(/9^-5).     y.(fiy-n),      S(/î7^-?^- 

'0  '0  '0 

Ëncke  a  publié  au  t.  XXXIV  des  Astr.  Nachrichten  une  Table 
qui  donne  avec  six  décimales  pour  les  valeurs  de  q  de  — 0,021  à 
H-  0,021  les  valeurs  de  log/.  L'usage  de  cette  Table  permet  de 
former  commodément  les  seconds  membres  des  équations  diffé- 
rentielles des  perturbations  qui,  si  Ton  pose 

ePr 

-^i  +  Al)  =  Y  +  h/qy, 

198.  Méthode  d'Encke  :  marche  des  calculs  numériques  une  fois 
mis  en  train.  —  Les  calculs  de  $,  r,,  ^  doivent  être  menés  pa- 
ralU^Iement,  mais  la  marche  des  calculs  est  la  même  pour  les  trois 
axes  de  coordonnées:  nous  n'expliquerons  donc  les  calculs  à  faire 
que  pour  la  perturbation  ^  de  la  coordonnée  x. 


s'écrivent 
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Supposons,  comme  nous  Tavons  fait  pour  la  méthode  de  la  va- 
riation des  éléments,  que  le  calcul  soit  déjà  en  train  et  que  l'on 

ait  obtenu  les  valeurs  /  de  -j^  pour  toutes  les  dates  t^^  ^i  +  0, 

^1  +  28,  jusqu'à  ^1  +  16  et  formé  en  même  temps  les  différences 
successives/*,/-,  . . .,  ainsi  que  les  valeurs  sommatoires  */,  ^f. 
Les  derniers  termes  obtenus  dans  chaque  colonne  sont 

Pour  la  date  tx-{-{i-\-  1)6,  on  a 


Or 


/(<,+  »-+-lO)=  ^  =  \  —  h\  +  hfqx, 


d'où  approximativement 
OU,  en  posant 

«= — -n^' 

IH 

12 

En  portant  cette  valeur  et  les  valeurs  correspondantes  de  7)  et  2^ 
dans  la  valeur  de  9,  on  obtient 
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d'où 


9  = 


(-^>î-('-l)>-(--I)>-(-94/-' 


OU,  en  posant,  pour  abréger, 


:ro-i-i  y,-^\  z,-^\ 

=  «'         — ; r^  =  ^»        — ^ rT  =  ^^ 


^=  7^^ 

i  --  ^^  (ax  -h  by  -\-  cz) 
12  ^  "^  ^ 

Le  calcul  approché  de  q  par  cette  formule  est  aisé.  La  pratique 
montre  que  le  logarithme  du  dénominateur  a  une  marche  fort  ré- 
gulière de  sorte  que  ce  logarithme  se  déduit  de  suite,  par  extrapo- 
lation, des  valeurs  qu'il  avait  aux  dates  précédentes.  Le  calcul 
de  a,  6,  c,  S^:,  S^,  S^  n'est  pas  moins  facile;  ^/{ti  -H  i -|-  i  ô)  est 
connu  par  les  calculs  antérieurs;  on  aura/2(^i  4-  « -h  1  8)  par  une 
extrapolation  sommaire  toujours  assez  précise  à  cause  de  la  pe- 
titesse de  /2  et  de  celle  du  facteur  -j-  ;  le  calcul  de  X,  Y,  Z,  a,  b,  c 

exige  des  valeurs  approchées  de  i,  ti,  Î^;  on  aura  celle  de  Ç  par  la 
formule 

E=:y(/i+r;:Te)-hi^/(<i-+-rr;e) 

où  /(^,  +  « -h  lO)  sera  donné  par  extrapolation  ;  on  obtiendra  r,, 
^  par  des  formules  analogues. 

La  valeur  de  q  une  fois  connue,  on  en  déduit  celle  de  /  par  la 
Table  d'Encke,  après  quoi,  posant 


h 

IH 

12 


on  a 


g  =  X  +  h/qx  -  A$  =  X  -h  hfqx  -  h'Sa:-h-^fqx, 


IH 

12 
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OU,  en  simplifiant,  et  écrivant  les  équations  semblables  pour  to  et  Ç, 


Ces  formules  donneront  pour  la  date  ti-\-i-^\h  les  valeurs  des 
dérivées  secondes  cherchées,  au  moyen  desquelles  on  ajoutera  un 
nombre  à  chaque  colonne  du  Tableau  des  différences  relatives  à 
chaque  coordonnée. 

199.  Méthode  d'Encke.  Mise  en  train  du  calcul.  —  Au  début  du 
calcul,  on  ne  peut  ni  calculer  les  termes  (fr),  ni  évaluer  exactement 
les  termes  (a).  On  néglige  les  termes  (fr)  et  dans  les  termes  (a)  on 
remplace  x^  y,  z  par  Xq^  y^^  Zq,  On  obtient  ainsi  des  valeurs  pro- 
visoires de  -ri y  — r^j-TT'  On  calcule  de  telles  valeurs  pour  un  petit 
at^     at^     ai*-  *  * 

nombre  d'époques,  quatre  par  exemple,  équidistantes  et  symé- 
triques par  rapport  à  l'époque  d'osculation. 

On  forme  le  Tableau  des  quatre  valeurs  de  -^^  de  leurs  diffé- 
rences, premières/*,  deuxièmes /^  et  troisième  /'.  Comme  on 
veut  que  -^  et  Ç  soient  nuls  à  Fépoque  d'osculation,  on  détermine 

une  valeur  initiale  de  */  et  une  valeur  initiale  de  ^/  par  les  for- 
mules 

et,  ces  valeurs  initiales  obtenues,  on  forme  cinq  valeurs  de  */  et 
SIX  de  2/. 

Ce  tableau  formé,  on  calcule  pour  chacune  des  quatre  dates 

le  dernier  terme  s'oblenant,  s'il  est  nécessaire,  par  extrapolation; 
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on  en  fait  autant  pour  ri  et  S^,  Ç  et  S^;  on  calcule  a,  6,  c  en  j 
remplaçant  Ç,  yi,  Ç  par  zéro  et  y  en  y  remplaçant  Xjjr^  z  par  ^o, 
^o>  ^0»  De  la  valeur  de  q  on  déduit  celle  de/,  et  on  reprend  le 
calcul  des  dérivées  secondes 

où  Ton  remplace  encore  x^  y^  z  par  ^07^07  ^o- 

Ces  nouvelles  valeurs  étant  obtenues  pour  les  quatre  dates,  on 
forme  de  nouveau  le  tableau  des  différences  /' ,  /^,  /'  et  aussi  des 
sommes  */,  y,  en  déterminant  à  nouveau  les  valeurs  initiales  de 
ces  dernières  sommes,  après  quoi  le  calcul  est  en  train. 

200.  Méthode  de  Hansen  et  Tieljen.  Point  de  départ.  —  Nous 
prendrons  comme  point  de  départ  les  équations  D  du  Cha- 
pitre (XI).  Si  nous  remplaçons  dans  ces  équations  û  par 

,.L^^2^.w(i-5:î:±2:^:±ii'). 

nous  obtenons  immédiatement  les  dérivées  partielles  -r->  -t-j  tt» 

et  par  suite  les  composantes  P,  T,  S  de  la  force  accélératrice  sous 
la  forme 

s=-*.ii=..2*-'[-5-''(i-^)]- 

Désignant  par  /•',  U,  B'  les  coordonnées  polaires  d'une  planète 
perturbatrice,  nous  avons 

ar'=  r'cosB'cosL',        y  =  r'cosB' sinL',        V=r'sinB', 
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et  les  équations  (D)  deviennent 

p*-y-  =  const.-i-  /  \  A:*/n'pr'cosB'sin(L' — v),Kdty 

où  l'on  a  posé 


Il  reste  à  éliminer  r  des  équations  précédentes.  On  a  à  cet  eflfet 
d'où 

en  posant 

et  désignant  par  /  la  même  fonction  de  q  que  dans  le  numéro  pré- 
cédent. 

D'autre  part,  si  l'on  suppose  que  le  plan  fondamental  soit  le 
plan  de  l'orbite  non  troublée  et  que  l'intégrale  qui  figure  à  la  pre- 
mière équation  s'annule  à  l'époque  d'osculation,  la  constante  est 
égale  à  k^pl  et  les  trois  équations  s'écrivent 


?^-£  ^ks/fo-^fl^de, 


d'^z 

'^dir- 


[^^2^]-w., 


les  valeurs  de  U,  H2,  Wo  résultant  immédiatement  de  ce  qui 
précède. 

201.  Méthode  de  Hansen  et  Tietjen.  Introduction  d'inconnues 
assimilables  à  des  perturbations.  —  Nous  avons  pris  comme  plan 
fondamental  le  plan  de  l'orbite  non  troublée.  Nous  supposerons 
que  l'axe  des  x  passe  par  le  nœud  de  cette  orbite  sur  l'écliptique 
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fixe  auquel  les  éléments  de  celte  orbite  sont  rapportés.  L'angle  r 
est  alors  la  longitude  dans  le  plan  fondamental  ;  désignons  par  (Oo 
la  longitude  du  périhélie  dans  l'orbite  non  troublée  et  par  V  une 
fonction  de  t  satisfaisant  à  la  relation 


dt 
d'où 


V 


=  ks/poJ^; 


supposons  qu'à  l'époque  initiale  V  soit  égal  à('  —  Wol  nous  aurons, 
en  intégrant  la  première  équation  (E), 

(I)  (^  =  V-h  Wo-H  Ao) 

en  définissant  le  symbole  Aco,  nul  à  l'époque  initiale,  parla  relation 

Nous  conserverons  définitivement  ces  équations  (!)  et  (II). 

V  a  quelque  analogie  avec  une  anomalie  vraie.  Nous  détermi- 
nerons une  inconnue  M  analogue  à  l'anomalie  moyenne  liée  à  V 
parles  équations  ordinaires  du  mouvement  elliptique 

IE  — Co  sinE  =  M  =  Mo-i-  (jlo'-H  AM, 
p'  sinV  =  ao  cos^l^o  sinE, 
p'cosV=  ao(cosE  —  ^o), 

où  l'on  a  posé 

et  désigné  par  AM  la  difi'érence  M  —  Mo  —  [Ao^,  et  par  p'  un  rayon 
vecteur  qui  n'est  pas  égal  à  p,  mais  qui  n'en  difl'ère  que  de  quan- 
tités de  l'ordre  des  perturbations.  Pour  ce  motif,  nous  poserons 
encore 

p  =  p'(H-v) 

et  nous  allons  former  les  équations  différentielles  qui  feront 
connaître  AM  et  v. 

L'équation  en  AM  sera  une  simple  transformation  de  l'équa- 
tion (I)  ou  de  la  première  équation  (E). 
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On  a 

dM  d\M 

dV        dV  dyi  _dy  dE  dM  _  ao  cosi^o  «o 


dt  ~  dM   dt        rfE  dM   dt  p' 

On  a  d'ailleurs 


ao  /  rfAM\ 


Portant  la  valeur  de  -r.  dans  la  définition  de  V,  nous  trouvons 


d'où 

dLM 


(IV) 


t^i 


=  [(TT^-']'''  =  -'^iT7('^r^')' 


Quant  à  l'équation  en  v,  elle  doit  se  déduire  de  la  seconde  équa- 
tion (E). 
On  a 

d'où,  en  observant  que 

dt  p»    ' 

<f p  _      p      rfv  ke^  sin  V 

di  -  T^  di  "^  (i-Hv)/j^' 

Dîfférentiant  une  seconde  fois, 

d^p  ^     p      rf*v  p        rfv» 

7S*   ~"  i-t-v  "dt^  '~  MH-v)»  AS* 

I       rfv  </p         Ar^oCosV    cTV  ^CosinV      <fv 

ou 

d^p  __      p      <f*v         XreoCosV     ûTV 

d'f  r  p        rfv  î      dp  AeosinV    "1 

"^  5Ï  L      (i  +  v)2  37  "^  7+^  dû  ~  (i4.v)îv/^J  ' 

D'après  la  valeur  de  ^  que  l'on  vient  de  trouver,  le  coefficient 
de  -T.  est  nul,  et  l'on  a 


dt^       ^  dt^        p^  l      I  -t-  V         p  J 
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Substituant  dans  la  seconde  équation  (E),  où  l'on  remplacera 
.  dv  d\    ,    d  Ato 

en  posant 

A  ces  équations  nous  adjoindrons  la  troisième  équation  (E), 

Les  équations  (1)  à  (VI)  sont  les  équations  définitives  de  la  mé- 
thode de  Hansen  et  Tietjen  (*). 

202.  Méthode  de  Hansen.  Marche  des  calculs  numériques  une 
fois  mis  en  train.  —  Admettons  que,  jusqu'à  la  date  /4-f-«6,  on  ait 

calculé  les  valeurs  /  de  —jj-y      »,    >  -j^>  -j^  et  formé  pour  ces 

quatre  séries  de  valeurs  les  tableaux  des  différences,  pour  les 
deux  premières  les  valeurs  soramatoires  */,  pour  les  dernières  les 
valeurs  soramatoires  */,  ^/.  On  se  propose  de  calculer  les  mêmes 
nombres  pour  la  date  ti  +(/-4-  i)0. 

Nous  désignerons,  pour  abréger,  par  Çi^_i  la  valeur  <p[/,  +(/+ 1)9]. 

On  a  approximativement 

Vi-Hi  =  V'(^  +  ^^o)-+-  ^  fih-^TTT^)-  -^  /î(rt-4-7TTe) 

On  obtient  la  valeur  du  deuxième  terme  par  extrapolation;  le 
troisième  est  généralement  négligeable. 

On  a  Zi^i  par  la  même  formule. 

On  a  par  la  formule  (lo) 

AM/-H1  =  7(^-+-  i^  ^  ^)"*-  ^/^'»  "*-  *'^) 


(')  Nous  avons  adopté  la  plupart  des  Dotations  employées  dans  le  Traité  des 
orbites  d'Oppolzer. 
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On  trouve  Aw,.,.,  par  la  même  formule. 

Ayant  ces  valeurs,  on  peut  appliquer  à  la  date  f|  -i-  t -f-  i  0  les 
formules  successives  (I)  à  (VI).  L'intégrale  j  V  dc  s'obtient  par 
la  formule 


/(x)dx 


où  les  valeurs  employées  sont  des  moyennes  arithmétiques. 

La  valeur  de/'  à  cause  du  petit  facteur  ~  s'obtient  par  extra- 
polation à  vue  ;  la  valeur  de  /*  par  une  des  formules  suivantes 


L'application  des  autres  formules  n'exige  pas  d'explication,  sauf 


en  ce  qui  concerne  le  calcul  de  --j-^  et  de  -j-^f  dont  nous  allons  nous 


occuper. 

A  l'égard  de  v  et  s,  observons  que  ces  quantités  satisfont  à  des 
«qualions  de  la  forme 

On  a 

a7/H_i  =  V(^i-i-i-Me)-h-i-/(^i-ht-f-  i6) ^/«(^i -4-7+70). 

Comme  on  a 

on  a  aussi 


B.  -  II. 


21 
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Désignant  par  S;,  le  second  membre,  on  aura 


I-+-  — 

12 


et,  par  smle, 


P  '' 


Cette  formule  s'applique  telle  quelle  au  calcul  de  -r-^  et  à  celui 


203.  Méthode  de  Hansen-Tietjen.  Mise  en  train  du  calcul.  — 
Pour  les  quatre  premières  dates  on  fait  v  =  o,  -s  =  o,  Aw  =  o, 
AM  =  o. 

On  calcule  d'abord  U  pour  ces  quatre  dates,  et  on  forme  le  ta- 
bleau des  différences.  On  calcule  ensuite  la  quantité  sommatoire  */ 

en  déterminant  les  valeurs  initiales  par  la  condition  que   j  11  dt 
s'annule  à  l'époque  d'osculation.  On  a,  à  cet  effet, 

puis  on  a 


Les  nombres  qui  figurent  au  second  membre  de  la  dernière  formule 
sont  des  moyennes  arithmétiques  5  on  en  trouve  la  valeur  comme 
au  numéro  précédent.  On  s'occupe  ensuite  du  calcul  de  v  et  de 
celui  de  z.  Reprenons  à  cet  effet  l'équation 

d'^x  ^ 

et  ce  que  nous  dirons  de  x  s'appliquera  à  v  et  ^. 

Soient/?_2,  P_2;  P-\ ,  P-i  ;  /?0)  Po;  />< ,  P<  '^s  valeurs  de  />  et  P  qui 
correspondent  aux  quatre  dates.  Supposons  x  développé  en  série 
de  la  forme 
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le  temps  t  étant  compté  depuis  la  date  moyenne  et  Funité  de 
temps  étant  l'intervalle  entre  deux  dates  successives. 

Pour  ^  =  o,  époque  d'osculatlon,  ^  et  ^r  sont  nuls  puisque  les 

coordonnées  et  leurs  dérivées  premières  ont  les  mêmes  valeurs 
dans  le  mouvement  troublé  et  dans  le  mouvement  elliptique.  Donc 
T  et  t'  sont  nuls.  On  a  de  même 

P==  A  +  B^-f-G^îH-..., 
/?  =  a  -H  6f -i-  c/*  -I- . . .  ; 

on  formera  pour  P(et  de  même  pour/?)  le  tableau  des  différences 
et  Ton  en  conclura  (t.  I,  p.  248,  form.  34) 

A  =  l(p_,  +  Po)--'-[/«(^,-e)+/«(/o], 

C=J[/'('.-9)+/'('.)]. 

En  ce  qui  concerne  a,  6,  ...  on  aura  des  formules  semblables, 
mais  praliquemenl  c,  d  seront  négligeables. 

En  portant  les  valeurs  de  ^y-jj^'Py  P  <lans  Téqualion  différen- 
tielle, on  obtient 


A 

a  =  — > 


•^6  'i2\  a/  20  \  b  2/ 


Dans  la  valeur  de  x  ainsi  obtenue,  on  fera  t  = » *  -»  -; 

2  222 


on  aura  ainsi  les  quatre  valeurs  de  x  et  l'on  en  déduira  celles  de 


-7-j-  en  calculant  P  —  px 
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On  aura  ainsi  la  mise  en  train  du  calcul  de  v  et  de  ^  et  en  outre, 
pour  ces  quatre  premières  dates,  les  valeurs  de  v  et  dez. 
On  détermine  ensuite  les  valeurs  de 


fAM  I     /  I     \ 


dont  le  calcul  est  bien  facilité  par  Femploi  des  logarithmes  d'ad- 
dition. On  forme  le  tableau  des  différences  des  quatre  valeurs/ 

de     ,     et  aussi  le  tableau  des  valeurs  sommatoires  */  en  prenant 

pour  valeur  initiale 

•/('■-")  =  -i/'('-2)-5^^'('-')- 

On  opère  de  même  pour  —jt->  en  ne  négligeant  pas  d'en  diviser 
la  valeur  par  sin  i''  pour  que  Aw  soit  exprimée  en  secondes  d'arc. 

204.  Calcul  des  éléments  osculateurs  à  une  date  donnée.  —  Le 
calcul  des  perturbations  par  la  méthode  de  la  variation  des  con- 
stantes est  assurément  plus  long  que  le  calcul  des  perturbations 
des  coordonnées  rectangulaires  ou  des  coordonnées  polaires.  Mais 
il  offre  l'avantage  de  pouvoir  être  poursuivi  en  quelque  sorte  in- 
définiment, et  la  régularité  de  la  marche  des  résultats  obtenus 
permet  de  reconnaître  presque  immédiatement  les  fautes  de  calcul 
que  l'on  doit  regarder  comme  inévitables.  La  méthode  d'Ëncke 
est  la  plus  courte;  mais  les  perturbations  grandissent  rapidement 
et  la  marche  des  différences  devient  promptement  irrégulière,  de 
sorte  que  l'on  ne  peut  bientôt  plus  avoir  confiance  dans  l'exacti- 
tude des  résultats.  11  faut  alors  déduire  des  valeurs  obtenues  de 
nouveaux  éléments  osculateurs  à  une  date  voisine  des  dernières 
dates  auxquelles  on  est  parvenu,  et,  au  moyen  de  ces  nouveaux 
éléments,  reprendre  l'application  de  la  méthode.  C'est  un  assez 
grave  inconvénient  qui  se  produit  aussi,  dans  l'application  de  la 
méthode  de  Hansen-Tietjen,  mais  seulement  après  un  intervalle 
de  temps  considérable.  Cet  inconvénient  n'existe  pas  dans  la  mé- 
thode de  la  variation  des  constantes. 

Les  formules  à  appliquer  pour  obtenir  les  éléments  osculateurs 
à  une  date  dans  le  voisinage  de  laquelle  les  perturbations  sont 
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connues  résultent  de  l'application  de  formules  différentes  suivant 
que  l'on  a  calculé  les  perturbations  des  coordonnées  rectangulaires 
ou  celles  des  coordonnées  polaires.  Nous  donnerons  ici,  dans  les 
deux  cas,  les  procédés  les  plus  rapides,  tout  en  avertissant  qu'il  en 
est  d'autres  plus  avantageux,  dans  lesquels  on  détermine  non  pas 
directement  les  valeurs  des  nouveaux  éléments,  mais  les  différences 
entre  ces  valeurs  et  celles  des  éléments  osculateurs  primitifs.  Ces 
différences  étant  petites,  leur  calcul  n'exige  pas  l'emploi  de  Tables 
à  sept  décimales. 

a.  Méthode  d'Encke,  —  En  ajoutant,  à  la  date  choisie,  les 
perturbations  $>  "'li  ^>  ^7'  77/'  "7/  ^^^  coordonnées  non  troublées 
^o>  yoj  Zq  et  aux  composantes  -^>  -^>  -^^  de  la  vitesse  non 
troublée,  on  obtient  les  coordonnées  troublées  x^  y^  z  et  les  com- 
posantes "^^  "^'  ;^  d^  I21  vitesse  troublée.  On  calcule  ensuite  la 

longitude  8  du  nœud,  l'inclinaison  i  de  Torbite,  le  paramètre/? 
par  les  relations 

,    /-        .  dy         dx 

,    /-   .     .        p.  dz  dx 

k  )/p%\Xïl  cos  ùl  ^  ^ --77  —  ^  --ff  > 

après  quoi,  le  rayon  vecteur  r  et  l'argument  u  de  la  latitude  sont 

donnés  par 

rcosM=  arcos^  -+-J^sin^, 

r  sina  =  {ycosÇl  —  a7sin^)cosi +«3  sine. 

La  dérivée  du  rayon  vecteur  est  donnée  par  l'équation 
dr  dx  dy  dz 

'excentricité  arc  sincp  et  l'anomalie  vraie  le  sont  par  les  équations 

^J>  dr 
T"di' 

P 
sino  cos(?=  -  —  I. 
*  r 
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Ayant  (^  et  cp,  on  détermine  l'anomalie  excentrique  etPanomalie 
moyenne  par  les  formules  connues,  puis  l'argument  co  de  la  lati- 
tude du  périhélie  et  la  longitude  de  ce  périhélie  par 

Enfin,  le  demi  grand  axe  est 


cos-ç 
et  le  moyen  mouvement  ix  a  la  valeur 

où  Â/'  désigne  la  constante  de  Gauss,  évaluée  en  secondes  d'arc. 

b.  Méthode  de  Hansen-Tietjen,  —  Dans  celte  méthode,  on 
a  pris  pour  plan  fondamental  des  coordonnées  le  plan  de  l'orbite 
non  troublée,  l'axe  des  x  passant  par  le  nœud  ascendant  de  cette 
orbite  sur  l'écliptique.  Soient  i^  l'inclinaison  du  plan  de  l'orbite 
troublée  à  la  nouvelle  date  d'osculation  sur  le  plan  fondamental 
et  Ko  la  distance  à  l'axe  des  x  du  nœud  ascendant  de  l'orbite 
troublée  sur  le  plan  de  l'orbite  non  troublée.  Les  coordonnées 
x^  y^  z  de  la  planète  troublée  sont  respectivement 

pcos(?,     psinp,     Zy 

V  désignant  la  longitude  de  la  planète  comptée  dans  le  plan  fon- 
damental. Par  suite,  le  calcul  des  projections  sur  les  plans  des^^, 
desjK-3,  des  zx  du  double  de  l'aire  décrite  dans  l'unité  de  temps, 
égales  respectivement  à 

dv  dx  dz  dv  dz  dx 

dt      -^  a 

donne  les  équations 


''Tt'~'^'dt'       ^di~'''~di'        "'Tt^'^^dt' 


A://?cosii  =  p«^, 

,/-...    ^  .      dz  dv  .dp 

k  \J p  sin ^1  sin Ko  =  p  sm (>  -7-  —  zp  cos p-7-  —  z  siqo-^, 

,    /-  .    .         ^  dz  .      d\>  dp 

k  y/psinii  cos  Ko  =  p  COSP-7-  -+-  zp  siiiP-7-  —  zcosç--^* 

En  tenant,  d'autre  part,  compte  de  l'équation  (I)  (n®  201),  on 
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lire  de  ces  équations  les  suivantes,  qui  déterminent/?,  ii,  <!)« 
k  //?  cos  il  =  k  v^+  /  U  dt, 

Â: /Jôsinii  sin(Ko — v)  = [k^po-^   1  UdtV 

A:\/jDsiniiCOs(Ko— <^)=p^  —^^' 

Dans  la  dernière  de  ces  équations,  figure  la  dérivée  de  p  dont 
on  obtient  la  valeur  par  l'équation  (p.  .3 19) 


dp         ,dv         A-^osinV 

(H-v)v//?o 


dt  "^  P  dl 


Considérons  le  triangle  sphérîque  qui  a  pour  sommets  les 
nœuds  ascendants  des  orbites  troublée  et  non  troublée  sur  Péclip- 
tique  et  le  nœud  ascendant  de  l'orbite  troublée  sur  l'orbite  non 
troublée*,  désignons  par  K  la  distance  des  nœuds  ascendants  de 
l'orbite  troublée  sur  Técliptique  et  sur  l'orbite  non  troublée,  par  8 
et  Qq  les  longitudes  des  nœuds,  par  i  et  Îq  les  inclinaisons  des 
plans  des  deux  orbites  sur  l'écliptique.  Les  formules  de  Delambre 
donnent,  pour  déterminer  Q,  /,  K, 

i    .    ^  —  ^0  -+-  K         .Ko        il  —  t'o 
cos-  sin^^ =  sin  —  cos 1 

2  '2  2-2 

.^a  ^  .^c  ^  -  Poo  +  K             Ko        ij  -h  tp 
cos-  cos =  cos —  cos 5 

2  2  2  2 

.    î    .   ii  —  i^o  —  K         .    Ko    .    «1—1*0 

siQ-  sin =  sm —  sin j 

2  2  2  2 

i        ii  —  ^0  —  K  Ko    .    Il  -h  £0 

sm-  cos^iî^ ^^ =  cos —  sm . 

22  22 


On  trouve  l'excentricité  et  l'anomalie  vraie  p'  par  les  mémee 

dr 
di' 


formules  que  dans  la  méthode  d'Encke,  en  y  calculant  ^,  qui  y 


figure,  par  la  relation 

dr  ^  p  dp       i  dz 
cïi  '~  r  "di  '^  ?  de' 

On  a  ensuite  l'argument  de  la  latitude  de  l'astre  dans  le  plan 
de  l'orbite  troublée,  compté  à  partir  du  nœud  ascendant  de  ce 
plan  sur  l'orbite  non  troublée  par  la  formule 

lang  u'  =  tan  g  (  i^  —  Ko  )  sec  t'i , 
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puis  la  longitude  du  périhélie 

L'anomalie  excentrique  et  Tanomalie  moyenne  à  la  nouvelle 
date  d'osculation,  le  demi  grand  axe  et  le  moyen  mouvement  se 
calculent  comme  dans  la  méthode  d*Encke. 

205.  Comparaison  d'une  ôphéméride  aux  observations.  —  Quelle 
que  soit  la  méthode  de  calcul  des  perturbations  employée,  on 
obtient  finalement  pour  chacune  des  dates  équidistantes  les  coor- 
données géocentriques  de  la  planète  dans  le  mouvement  troublé 
rapportées  au  plan  fondamental,  généralement  l'écliptique  du 
commencement  d'une  certaine  année.  On  en  conclut  les  coordon- 
nées rapportées  à  l'équinoxe  vrai  pour  ces  mêmes  dates.  Le  ta- 
bleau de  ces  coordonnées  est  Téphéméride  de  l'astre. 

Il  importe  de  comparer  cette  éphéméride  aux  résultats  des  ob- 
servations. Si  l'on  trouve  des  différences,  on  devra  en  conclure 
que  les  éléments  osculateurs  primitifs,  pris  pour  base  de  tout  le 
travail,  ne  sont  pas  suffisamment  exacts  et  doivent  être  corrigés. 
En  général,  les  corrections  seront  petites  et  Ton  pourra  admettre 
qu'elles  ne  modifieraient  pas  les  valeurs  des  perturbations. 

S'il  en  est  ainsi,  il  suffira,  pour  obtenir  les  corrections  des 
éléments,  d'utiliser  les  relations  (4i)  du  Chapitre  Vil 

{c{k  =  X  dMo  -Mft)  dn  -i-  C  dff  -h  Œ>  dm  -h  C  dî-^  ^  dSly 
^    ^         \d'^  =  X'dMo-h'\SVdn-he'df^-¥Œ>'dw-hC'di-^rd^, 

dont  on  calculera  les  coefficients  comme  il  a  été  indiqué  dans  ce 
Chapitre  et  dont  les  premiers  membres  sont  les  différences  (ob- 
servation— éphéméride).  Si  l'on  veut  éviter  de  déduire  dk  et  dp  de 
doi  et  dû,  il  est  aisé  de  déduire  des  équations  (E)  des  équations 
analogues  donnant  directement  dcL  et  d^  en  fonction  des  variations 
des  éléments.  Chaque  observation  donnera  ainsi  pour  déterminer 
rfMo,  dn,  rf'^,  ûfnr,  di,  dQ  deux  équations  linéaires.  On  résoudra 
Tensemble  de  toutes  ces  équations  par  la  méthode  des  moindres 
carrés.  Il  conviendra  préalablement  de  multiplier  les  différences 
de  longitude  d\  par  cos  ^  en  raison  de  ce  que  Ja  différence  de  lon- 
gitude de  deux  points  de  la  sphère  qui,  ayant  même  latitude, 
sont  à  une  distance  constante,  est  en  raison  inverse  du  cosinus 
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de  leur  latitude.  Si  Téquation  donnait  doL,  on  en  multiplierait 
les  deux  membres  par  cos8. 

Il  convient  de  remarquer  aussi  que  l'éphéméride  donne  le  lieu 
gëocenlrîque  vrai  de  l'astre,  et  l'observation  (corrigée  de  la  pa- 
rallaxe), le  lieu  géocentrique  apparent. 

D'après  le  théorème  du  n°  52,  on  doit  comparer  les  coordonnées 
observées  au  temps  ty  non  pas  à  la  position  donnée  par  l'éphémé- 
ride au  temps  ^,  mais  à  la  position  que  donne  l'éphéméride  pour 
Tinstant  t  —  t,  t  désignant  le  temps,  d'aberration,  c'est-à-dire  le 
temps  que  la  lumière  a  mis  à  venir  de  l'astre. 

Le  calcul  des  coordonnées  à  la  date  ^  —  t  se  fait  par  interpola- 
tion. Si  6  désigne  comme  ci-dessus  Tintervalle  de  temps  qui 
sépare  les  dates  consécutives  de  l'éphéméride,  a  celle  de  ces 
dates  qui  est  la  plus  voisine  de  t  —  t,  et  que  l'on  pose 

t  —  T  =  a  ±  /lO, 
n  étant  moindre  que  -i  on  a 

^  2 

/(a±/iO)=/(a)±/i/i(a±^^ 

1.2         «^      ^      ^  1.2.3  "^      \  2/ 


les  signes  supérieurs  se  correspondant,  ainsi  que  les  signes  infé- 
rieurs. 

206.  Lieux  normaux.  —  Pour  diminuer  le  nombre  des  équa- 
tions E  à  résoudre  par  la  méthode  des  moindres  carrés,  nombre 
qui  s'élève  souvent  à  plusieurs  centaines,  on  groupe  préalable- 
ment les  observations  voisines  par  des  moyennes,  comme  il  suit. 

L'intervalle  de  temps  qui  comprend  ces  observations  étant  assez 
court,  la  différence  (observation — éphéméride)  relative  à  Tune 
d'elles,  de  date  /,  peut  être  développée  en  série  sous  la  forme 

Cq  désignant  une  date  comprise  dans  Tintervalle  considéré. 

Si  l'éphéméride  est  suffisamment  exacte  et  l'intervalle  des  ob- 
servations assez  resserré,  les  termes  qui  suivent  les  deux  premiers 
sont  insensibles,  et  la  détermination  des  coefficients  x,  y  résulte 
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de  la  résolution  des  équations 


A„=a7-+-^(f«— ^o), 


^1)  ^2)  •••?  ^n  étant  les  dates  des  diverses  observations,  A|,  A2, ..., 
A;i  les  différences  (observation — calcul)  relatives  à  chacune  d'elles. 
Si  l'on  suppose 

Iq  =   9 

n 

la  résolution  des  équations  par  la  méthode  des  moindres  carrés 

conduit  à 

Al -h  A2 -h... -4- A. 


la  première  équation  normale  s'obtenant  en  additionnant  membre 
à  membre  les  équations  après  les  avoir  multipliées  respective- 
ment par  leurs  coefficients  de  a:,  et  le  coefficient  de^  s'annulant 
dans  cette  combinaison. 

X  est  la  valeur  la  plus  probable  de  A  à  la  date  moyenne  ^o-  On 
remplacera  pour  la  formation  des  équations  (E)  les  n  observa- 
tions par  une  seule  supposée  faite  à  la  date  to  et  conduisant  pour 
la  différence  (observation — calcul)  à  une  valeurs  égale  à  la  moyenne 
des  différences  A^,  A2,  ...,  A/j.  Cette  observation  fictive  est  un  lieu 
normal. 

Si  les  observations  avaient  des  poids  différents  /?,,  /?2,  ..., 
p„j  on  aurait  visiblement,  pour  la  date  to  donnée  par  la  formule 

la  valeur  suivante  de  la  différence  fictive  x  (observation— calcul) 

Xpi 
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CHAPITRE   XIY. 

DE  LA  LUNE. 

ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  DU  MOUVEMENT  D*UN  SATELLITE.  —  RÉDUCTION 
DES  ÉQUATIONS  QUI  DONNENT  LA  LATITUDE  ET  LE  RAYON  VECTEUR  A  UNE 
ÉQUATION  LINÉAIRE  DU  SECOND  ORDRE  A  COEFFICIENTS  PÉRIODIQUES.  — -  IN- 
TÉGRATION APPROCHÉE  DE  CETTE  Équation;  application  au  cas  de  la  lune. 

—  EXPRESSION  DU  TEMPS  EN  FONCTION  DE  LA  LONGITUDE.  —  EXPRESSION 
DE  LA  LONGITUDE,  DE  LA  LATITUDE  ET  DU  RAYON  VECTEUR  EN  FONCTION  DU 
TEMPS.  —  VALEURS  NUMÉRIQUES  DES  PRINCIPALES  INÉGALITÉS  OBTENUES.  — 
INÉGALITÉ     PARALLACTIQUE  ;    INÉGALITÉ    SÉCULAIRE    DU    MOYEN    MOUVEMENT. 


207.  Apparences  qu'offre  le  mouvement  de  la  Lune.  —  Abstrac- 
tion faite  des  variations  d'aspect  qu'offre  le  disque  même  de  la 
Lune,  dont  nous  parlerons  au  Chapitre  XIX,  une  comparaison 
sommaire  des  observations  de  la  Lune  conduit  immédiatement  à 
des  résultats  analogues  à  ceux  que  nous  a  donnés  Tétude  des 
observations  du  Soleil.  Cependant,  il  est  impossible  de  ne 
pas  apercevoir,  même  dans  le  cours  d'une  même  révolution,  que 
l'orbite  n'est  pas  plane.  Quand  la  Lune  revient  à  son  nœud  ascen- 
dant sur  l'équateur,  ce  nœud  s'est  déplacé  de  plus  d'un  degré. 
Les  lois  de  Kepler  ne  représentent  donc  pas,  même  grossièrement, 
les  observations  delà  Lune  et  ne  peuvent  être  vraiment  regardées 
comme  une  approximation.  Nous  nous  proposons  d'intégrer  les 
équations  du  mouvement  de  la  Lune  autour  de  la  Terre  en  con- 
servant les  termes  principaux  de  la  fonction  perturbatrice.  Les 
formules  que  nous  obtiendrons  représentent  ce  que  M.  Gyldén  a 
appelé  V  orbite  intermédiaire  ;  l'analyse  tout  élémentaire  exposée 
dans  le  présent  Chapitre  est  tirée  d'un  Mémoire  publié  en  1887 
par  M.  Tisserand  à  la  suite  des  premiers  travaux  de  M.  Gyldén 
sur  ce  sujet. 

208.  Examen  des  diverses  forces  qui  produisent  le  mouvement 
d'un  satellite  autour  de  sa  planète.  —  Le  mouvement  d'un  satel- 


33-2  DEUXIÈME    PARTIE.  —   CHAPITRE    XIV. 

lite  S  d'une  planète  P  résulte  des  actions  qu'exercent  sur  ce 
satellite  le  Soleil,  la  planète  elle-même,  les  autres  satellites  de 
la  même  planète,  les  autres  planètes  du  système  solaire.  Le  mou- 
vement relatif  du  satellite  S  par  rapport  au  centre  de  gravité  de 
la  planète  P  est  donné  par  l'intégration  du  premier  système  d'équa- 
tions (A)  (n**  171),  où  l'on  doit  supposer  que  m©  désigne  la  masse 
de  la  planète  P,  w,  celle  du  satellite  S,  ^i,y<,  5<  les  coordonnées 
rectangulaires  de  ce  satellite  par  rapport  à  des  axes  passant  par 
le  centre  de  gravité  de  la  planète  P,  R^  la  fonction  perturbatrice 

Ri=2,>^'(^â;;: y, )- 

Dans  cette  expression  mi  est  la  masse  de  l'un  des  corps  célestes 
énumérés  ci-dessus  :  Soleil,  satellite  autre  que  S  de  la  planète  P, 
planète  autre  que  P.  a:/,  yi,  -s/,  r/  représentent  les  coordonnées 
rectangulaires  et  le  rayon  vecteur  de  ce  corps  céleste  rapportés  au 
centre  de  la  planète  P. 

La  masse  du  satellite  S  étant  toujours  petite  par  rapport  à  celle 
de  la  planète  P,  l'accélération  donnée  au  satellite  S  par  l'action  de 
la  planète  P  est  de  l'ordre  de 

//no 

Celle  qui  résulte  de  l'action  du  corps  céleste  de  masse  mi  a  pour 
composantes  suivant  les  trois  axes 

dRV')       dR^       dK^ 
ôxi  dy\  dzi 

R^'^  désignant  le  terme  de  R|  qui  correspond  à  la  planète  m/.  Ces 
composantes  sont  du  même  ordre  de  grandeur.  La  première  est 


Si  mi  désigne  la  masse  du  Soleil,  le  satellite  S  étant  toujours 
beaucoup  plus  près  de  la  planète  P  que  du  Soleil,  r/  est  à  peu 
près  égal  à  A,/  et  r\  est  très  petit  par  rapport  à  A«/.  Si  l'on  dé- 
signe par  V/  l'angle  sous  lequel  de  la  planète  P  on  voit  le  satel- 
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llte  S  et  le  Soleil,  on  a 

d'où 

A7?  =  r73(i  +  3gcosV,Hr...). 
On  en  conclut 


^••(4~^)=^'"^'*"'^'' 


de  sorte  que  ^,cosVj  étant  du  même  ordre  de  grandeur  que  /•/, 
l'accélération  relative  du  satellite  S  due  à  la  présence  du  Soleil 
est  de  l'ordre  de 


rf 

11  en  est  de  même  si  mi  désigne  une  planète  autre  que  P. 

Si  mi  désigne  un  autre  satellite  de  P,  les  coordonnées  x/,  ^« , 
les  distances  r/,  A/  sont  toutes  du  même  ordre  de  grandeur  et 
l'accélération  due  à  la  présence  de  ce  satellite  est  de  l'ordre  de 

Nous  appliquerons  ces  considérations  au  quatrième  satellite  de 
Jupiter  et  à  la  Lune. 

Nous  considérons  le  quatrième  satellite  de  Jupiter  comme 
soumis  à  l'influence  de  Jupiter,  du  Soleil  et  du  troisième  satellite. 

Les  masses  de   ces  quatre   astres   sont  proportionnelles  aux 

nombres 

0,00004,        I,        1047,^,       0,00009. 

Les  distances  à  Jupiter  sont 

0,0(3,        5,2,        0,007; 

par  suite,  l'action  de  Jupiter  sur  le  quatrième  satellite  est  de  l'ordre 

de 

/»     . 
o,oi3»' 

celle  du  Soleil  de  l'ordre  de 

/i  io47,2.o,oi3 
572»  ' 
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celle  du  troisième  satellite  de  l'ordre  de 

f\  0,00009 
o,oi3* 

fx  désignant  une  constante. 

Divisant  ces  trois  nombres  par  ^^  >  on  les  trouve  propor- 
tionnels aux  nombres 

I,       0,000002,       0,00009. 

Uaction  du  troisième  satellite  est  environ  la  dix-millième  partie 
de  celle  de  la  planète.  Dans  le  cours  d'une  demi-révolution  elle 
peut  produire  sur  la  position  du  satellite  un  déplacement  de 
l'ordre  des  minutes  d'arc.  Le  satellite  faisant  vingt-deux  révolu- 
lions  par  an,  un  tel  déplacement,  s'il  se  produit  toujours  dans  le 
même  sens,  atteindra  un  degré  au  bout  d'une  année.  C'est  bien 
l'ordre  de  grandeur  des  inégalités  de  ce  satellite.  L'action  du  Soleil 
est  beaucoup  moindre;  celles  des  planètes  sont  insensibles. 

En  ce  qui  concerne  la  Lune,  nous  considérerons  seulement  les 
actions  de  la  Terre  et  du  Soleil,  dont  nous  supposerons  les  masses 
concentrées  en  leurs  centres  de  gravité.  Les  masses  de  la  Lune,  de 
kl  Terre,  du  Soleil  sont  inversement  proportionnelles  aux  nombres 

25  858  000,        324439)        i. 

Les  moyennes  distances  de  la  Lune  et  du  Soleil  à  la  Terre  sont 

proportionnelles  à 

0,0026,        I. 

L'action  de  la  Terre  sur  la  Lune  étant  donc  de  l'ordre  de 

U 
o»oo26*. 3244^9 

celle  du  Soleil  sur  la  Lune  est  de  l'ordre  de 

f\  o , 0026 
â > 

fx  désignant  une  constante. 

Le  rapport  de  l'action  du  Soleil  à  l'action  de  la  Terre  est  donc 

de  l'ordre  de 

0,0026^.324439  =  0,006. 
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Au  bout  d'une  demi-révolution  de  la  Lune,  Teffet  de  la  Terre 
ayant  été  un  déplacement  de  i8o°,  celui  de  la  Lune  sera  de  l'ordre 
de  un  degré.  C'est  bien,  comme  on  verra,  l'ordre  des  écarts  entre 
le  mouvement  elliptique  et  les  résultats  des  observations. 

Dans  le  présent  Chapitre  nous  rechercherons  les  lois  du  mou- 
vement de  la  Lune  en  tenant  compte  de  la  partie  principale  de 
l'action  du  Soleil.  En  ce  qui  concerne  les  satellites  de  Jupiter, 
nous  nous  bornerons,  au  Chapitre  suivant,  à  donner  les  résultats 
essentiels  de  leur  théorie. 

209.  Équations  du  mouvement  du  centre  de  la  Lune  autour  du 
centre  de  la  Terre.  —  Nous  prendrons  comme  point  de  départ, 
pour  déterminer  le  mouvement  du  centre  de  gravité  de  la  Lune 
autour  du  centre  de  gravité  de  la  Terre,  les  équations  (C),  n**  173, 
du  Chapitre  XI  : 

1       dQ  du  1     dQ  s       d(l 


h^u^   dç   dv  A*    du         h^u     ds  ' 


(C)  { 


/d^s         \  /         ^     rdQ  dv\ 
\d^^  "^VV  "^ÂiJ   7^  ui) 


I      ôQ  ds^       _£_  dQ        '-+-*'  ^  _ 
/l'w'   dv  d\?       h^u  du         h^u^    as   "~    ' 


Dans  ces  équations  u  désigne  l'inverse  de  la  projection  sur  le 
plan  de  l'écliptique  du  rayon  vecteur  mené  du  centre  de  la  Terre 
au  centre  de  la  Lune,  if  la  longitude  géocentrique  et  5  la  tangente 
de  la  latitude  géocentrique  du  centre  de  la  Lune,  Q  la  fonction 
des  forces. 

Nous  supposerons  que  les  seules  forces  en  jeu  soienl^les  actions 
mutuelles  de  la  Lune,  du  Soleil  et  de  la  Terre;  que  l'on  ait  pris 
pour  unité  de  masse  la  somme  des  masses  de  la  Terre  et  de^la  Lune, 
et,  pour  simplifier  les  écritures,  que  les  unités  de  temps^^et  de 
distances  soient  tellement  choisies  que  la  constante /de  l'attraction 
universelle  soit  égale  à  un.  Dans  ces  conditions,  si  m'^désigne  la 
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masse  du  Soleil,  :r,  y,  z  les  coordonnées  rectangles  de  la  Lune, 
x',y,  z'  celles  du  Soleil,  H  son  rayon  vecteur  mené  du  centre  de 
la  Terre,  A  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil,  on  a 

On  développe  Q  en  série  en  profitant  de  ce  que  le  rapport  —  est 

toujours  extrêmement  petit.  On  a,  à  cet  eiTet,  en  désignant  par  B  la 
distance  angulaire  du  Soleil  à  la  Lune,  vue  de  la  Terre, 

X 

I  -1        I   /  r  r'*\"* 

—  =  (r'* — •2r'r  cas6 -h  r')   «  =  — (i  —  2-;Cos6h -) 

A  ^  r  \  r  /•*/ 

r'       .  .  r  . 

Le  développement  de  —  suivant  les  puissances  de  —  s'obtient 

immédiatement  par  l'application  de  la  formule  du  binôme  à  chacun 
des  facteurs 

dans  lesquels  se  décompose  —  •  En  multipliant  par  la  règle  ordi- 
naire les  séries  ainsi  obtenues,  on  trouve 

I        I  r  /•  r*  r*  1 


ou 


AI,        8cos«e  — I         '             Scos'O  — 3cosO 
P,=  cos6,        P,= ,         ?,=  , 


cosG  = ^ , 


On  a  d'ailleurs 

de  sorte  que 

^        I        3  008*8  —  1    r«        Scos'O  — 3cos8   r'        ^    r* 

Si  u',  p',  s'  désignent  les  coordonnées  du  Soleil  analogues  à 
w,  ç^  s,  les  formules  du  changement  de  variables 


COSP 

X  = , 

u 

sint> 
^=     u    ' 

5 

,       sin  p' 

V    —     -                 . 

•^           a'    ' 
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donnent 

C0S(P  —  p')-4-w' 


COSO  = 


v/l  -h  S*  V^  I-H  5'* 


La  substitution  de  celte  valeur  de  0  dans  le  développement  de  Q 
donne  en  négligeant  s'^ 


Q=     " 


4a* 
(a)      {  /n'a'* 


[H-3cos(2P  —  ap')  — a5*-f-i2«'cos(i>  —  c-')] 


-i-3(i— 4««)cos(»' — «>')+  i2»«'[cos(2«'— 20')— »*]j 

Le  terme  peut  être  supprimé  puisquUI  ne  dépend  pas 

des  coordonnées  de  la  Lune  et  que  les  équations  du  mouvement 
troublé  ne  renferment  pas  la  fonction  Q  elle-même,  mais  ses  dé- 
rivées par  rapport  aux  coordonnées  de  la  Lune.  Le  terme  en  — j- 
donne  les  principales  inégalités  du  mouvement  de  la  Lune,  le 
terme  en  —  les  inégalités  parallactiques,  lesquelles  dépendent 
de  -7  et  peuvent  servir  à  déterminer  ce  rapport  dont  la  connais- 
sance équivaut  à  celle  de  la  parallaxe  de  la  Lune.  Le  terme  en 
-^  et  les  suivants  sont  très  petits  et  nous  les  négligerons  ici,  notre 

objet  étant  seulement  de  faire  connaître  avec  quelque  approxima- 
tion les  lois  du  mouvement  de  la  Lune.  Nous  négligerons  aussi 
pour  la  même  raison  les  termes  qui  ont  5' en  facteur.  D'autre  part, 
comme  il  a  été  expliqué  au  Chapitre  XII,  nous  considérerons  sé- 
parément les  divers  termes  de  Q,  ce  qui  est  permis  en  première 
approximation. 

210.  Cas  où  la  fonction  perturbatrice  est  réduite  aux  termes 

en— r-  —  Nous  ferons  d'abord 
a* 

,«»v                 >-v             M  /Ma'-  .      «        ,  ,., 

(3)  Q  =     -f-  -— j-  [i  -  25«-h  3  cos(2(^  -  2O  , 

B.  —   II.  22 
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qui  donne 

\  àQ_  I  m'a'»  •      o       / 

U\  /    T^  =     / r-[l— 2S*-h  3c09(2i>  — 2P)], 

\^)  \    au  ^i^  s2  1U^     ^  ^  '^' 

dQ  _  us  m'u'^s 

Si  Ton  porte  ces  valeurs  dans  les  deux  premières  équations  (i), 
elles  deviennent 


(5) 


3  m'  a'*   ,    ,  ,.ds       ^m'u'^s  ,  , 

2  A*   M*        ^  ap         2A*a*    "^  ^  ''^ 


3m'  /rf«w         \  /•"''•    /  /x^ 


cf«a  3m'  /d^u 


]               3  m'  u'*   ,   ,  ,.du 

/ft\         / rr  — r  sin(2P  —  2*^  )-T- 


m  M 


A*(i -+-*»)« 


— rr— r  [ï  -H  3  C0S(2P  —  2P')]. 


Nous  simplifierons  ces  équations  en  y  négligeant  les  termes  du 
quatrième  ordre.  Si  nous  faisions  abstraction  de  Faction  du  Soleil, 
nous  obtiendrions  les  équations  du  mouvement  elliptique. 

Soient  dans  cette  hypothèse  : 

a  le  demi  grand  axe  ; 

e  l'excentricité  ; 

n  le  moyen  mouvement  de  la  Lune  ; 

e  la  longitude  moyenne  dans  Técliptique  à  l'origine  du  temps. 

a',  c'y  n',  e'  les  quantités  analogues  relatives  au  Soleil. 

Nous  regarderons  s,  e,  —  comme  de  petites  quantités  du  premier 

ordre,  et  le  rapport  des  actions  du  Soleil  et  de  la  Terre  sur  la  Lune 

a'* 
comme  étant  du  second  ordre.  Ce  rapport  est  sensiblement  m'—- 

Dans  ces  conditions,  ^-j-  +  s  est  du  second  ordre  et  le  terme  de 
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l'équation  (5)  qui  renferme  une  intégrale  est  du  quatrième  ordre; 
nous  négligerons  ce  dernier  terme. 

D'après  le  choix  particulier  d'unités  qui  a  été  fait,  on  a 

et  dans  l'équation  (5)  on  pourra  remplacer  A*  par  a.  On  a  aussi, 
d'après  le  n«  166, 

=  m  . 


Nous  poserons 


n' 

—  =  m, 

n 

d'où,  en  négligeant  e^,  ce  qui  est  évidemment  permis  dans  l'équa- 
tion (5), 

m'  _  m^a'^ 

Enfin,  négligeant  toujours  les  quantités  du  quatrième  ordre, 
nous  remplacerons,  dans  l'argument  2p  —  2(^',  «^  et  p'  par  les  lon- 
gitudes moyennes 

p  =  71/4-  e,         v'=  n't-{-t\ 
ce  qui  donne 

v'  =  mv  H- Si, 
en  posant 

s'  —  w  e  =  sj . 

L'équation  (5)  devient  ainsi,  en  désignant  par  X  la  constante 

2(1  —  m)  : 

(a)     -T-i /n*sin(Ai?  —  261)  3-  -*-*  I  '  -♦"-  /n' H- -  w'cos(Ap — 26,)    =0. 

Nous  simplifierons  l'équation  (6)  par  des  considérations  ana- 
logues. Nous  poserons  d'abord 

U  =  y  U  =  -, —  j 

a  a 

où  p,  p'  désignent  des  quantités  du  premier  ordre.  A  cause  du 
terme ^>  -^  -h  u  est  d'ordre  zéro,  et  le  terme  qui  ren- 

ferme  une  intégrale  doit  être  conservé;  il  est  du  second  ordre^ 
ainsi  que  les  autres  termes  de  l'équation.  On  pourra  dans  le  cal- 
cul des  divers  facteurs  de  ces  termes,  négliger  les  quantités  donl 
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les  rapports  à  ces  termes  ont  avec  Tunité   des  différences  du 

3   .    m' 
2     '  A« 


second  ordre.  On  remplacera  (i-i-5*)  '  par    i s^j  tj    par 


m^—^'  L'équation  devient  ainsi 

2        ûfp       ^  ^  (i-+-p)* 

-3;n.(.-HpH-^P)/^'sin(..-,.')rf-o. 


a 


Nous  supprimerons  le  terme  constant  du  second  ordre  i       ,,, 

ce  qui  revient  à  changer  la  définition  de  là  valeur  moyenne  a  de  u. 

Le  binôme  -j^  +  p  est  du  second  ordre  et  peut  être  supprimé 

dans  le  dernier  terme.  On  ne  peut  plus  remplacer  s?  et  v'  par  les 

longitudes  moyennes,  qui  en  diffèrent  de  quantités  du  premier 

ordre  ;  on  posera 

nf +  e  =  V—  2esin(p  — m), 

n't  4-  e'=  p'—  2e'  sin(p'—  w'), 
d'où 

Ej  =  e' —  /ne  =  v* —  ac'  sin(p' — ro')  —  mt'-f-  aem  sin(p  —  t»), 
et,  em  étant  du  second  ordre, 

v'=:  mv-{-  ie'  sin(v' — m')  -h  ej. 
On  a,  de  même,  avec  une  précision  suffisante, 

p'=  c'cos(i^'— w')  =  c'cos(/np  -H  Bi  —  w'). 
On  obtient  ainsi,  en  effectuant  des  intégrations  immédiates, 

3  I  /  3       \  3 

-f-  -  5*  -+-  -  /n*-h  (  3/n«-h  -  /n»  )  cos(Xi^— 26i)+  -  m* e' cos( mv -h ti— ta' ) 
a  a  \  a       /  a 

3  ai 

/n2c'cos[(X-+-/?i)p  —  E|  —  m']  -\ m»c'cos[(X  —  m)p  —  3eiH- w'] 

-f-iam^  /  psin(Xp—  2ti)dç  —  3o/?i*  /  p«sin(Xp  —  2ti)  dv. 

Le  dernier  terme  est  du  quatrième  ordre.  Quand  on  y  rempla- 
cera p  par  une  valeur  approchée,  on  obtiendra  un  terme  dont 
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Targument  sera  de  la  forme  2m^f,  L'intégration  conduira  à  diviser 
ce  coefficient  par  2 m;  ce  terme  sera  donc  réellement  du  troisième 
ordre  et  non  du  quatrième. 

On  fait  disparaître  Tintégrale  de  Pavant-dernier  terme  ainsi  : 
on  a  identiquement,  en  remplaçant  provisoirement  "i.v  —  2ei 
par  X(;, 

/  p  sinXp  dv  =  —  /  -T-^  sinXp  dv  -\-  j  (  ^-|  -t-  p  1  sin  "kv  dv. 

Le  second  terme  du  second  membre  est  du  second  ordre. 
D'autre  part,  on  obtient,  en  intégrant  par  parties  deux  fois  de 
suite 

/-r-:  sinXprff  = -j^  sînXt'  — X  /   -r^osXvdç 
dv^  dv  J    dv 

=  -7?  sinXp  —  pX  cos  Xp  —  X*  /  p  sin  Xp  dv. 

Portant  celte  valeur  dans  l'identité  précédente  on  trouve 
/  p  sïnXv  dv 

Dans  le  dernier  terme  qui,  dans  l'équation  différentielle,  de- 
viendra du  quatrième  ordre,  on  peut  remplacer  s-^^^j-  par  r  puisque 
X*—  I  =  (3  —  2/n)(i  —  am). 
Par  ces  substitutions  cette  équation  devient 

+  1^1  _  !  ;n«-  /n«  (5^^  -*-  f  j  cos(Xp  -  26|)J p 

= 5« ;yii-_/3/n*H — 771»  j  cos (Xp —  2 Et) 

3 

(P)   (  m*e' cos(/np-f- 6|— w') 

3 
-h  -/?i'c'cos[(X  -4-  /n)p  — 61  —  ©'] 

21 

/n*c'cos[(X  — m)p  — Sei-hw'] 

\  H-3o/n*  /p*sin(Xp  — 2  6i)rfp-4-4m*  /  (  ^-t-p  j  sin(Xp  — aei)rfp. 
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Nous  désignerons,  pour  abréger,  par  U  ce  second  membre. 

L'équalion  (a)  est  une  équation  différentielle  linéaire  à  coeffi- 
cients périodiques  et  sans  second  membre.  L'équation  (P),  si  Ton 
y  remplace  s  par  la  valeur  résultant  de  l'intégration  de  l'équa- 
tion (a),  est,  aux  deux  derniers  termes  près,  qui  sont  du  quatrième 
ordre,  une  équation  différentielle  linéaire  à  coefficients  pério- 
diques, avec  second  membre.  L'intégration  d'une  telle  équation 
est  aisée  quand  on  sait  intégrer  l'équation  obtenue  en  remplaçant 
le  second  membre  par  zéro.  L'équation  (a)  et  l'équation  (p)  après 
la  suppression  du  second  membre  appartiennent  à  un  même  type 

d^  SP  doc 

(y)        -j-i  -+-  A  sin(Xp  —  2ei)  -i — h  [B  -4-  C  cos(Xp  —  asOjo;  =  o, 

que  nous  allons  d'abord  simplifier. 

211.  Simpliflcation  de  Téquation  différentielle  du  second  ordre 
sans  second  membre.  —  Soit  généralement  une  équation  différen- 
tielle linéaire  du  second  ordre,  sans  second  membre, 

(7)  ^  +  L^  +  M..  =  o. 


Si  l'on  pose 


a:  =  ^E-^N^^ 


z  désignant  une  nouvelle  fonction  inconnue,  substituée  à  ^,  E  la 
base  des  logarithmes  népériens  et  N  une  fonction  de  \>  convena- 
blement choisie,  on  a 

et  l'équation  (7)  est  remplacée  par  une  nouvelle  équation  linéaire 

d^ 
dz 


sans  second  membre  dans  laquelle  le  coefficient  de  ~t-  est 


2N-4-L. 
Si  l'on  prend  N  = ^7  la  nouvelle  équation  en  z  est 


d^z 
dv^ 


-'("-i--:S)=»- 
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Si  l'on  applique  ces  considérations  à  Téquation  (y),  on  est  con- 
duit à  poser 

_-J/*A«In(Xp+C,)i/«' 

et  Téquation  en  ^  est 

■^-j  +  ^  B  -f-(C jcos(Xp  — aei)—  -  A*  sin»(Xp  — 2Ei)    =  o. 

Dans  les  équations  (a)  et  (p)  A  est  du  second  ordre  et  l'on 
peut  négliger  le  terme  en  A^  ;  B  est,  au  reste,  positif;  nous  sommes 
donc  ramené  à  une  équation  de  la  forme 

(8)  -^  +  z[qi-^  aa  cos(Xp  -h  P)]  =  o. 

Nous  observerons  que,  dans  l'application  de  ces  principes  à 
l'équation  avec  second  membre  (p),  il  faudra  multiplier  U  par 

-  rAglo(Xv— jei)rff  .      XT  -1  111»  «11 

£'•'  ;  mais,  U  étant  du  second  ordre  et  1  exponentielle 

ne  différant  de  Tunité  que  par  des  termes  du  second  ordre,  on 
peut  remplacer  cette  exponentielle  par  l'unité,  en  ne  négligeant 
toujours  que  des  termes  du  quatrième  ordre. 

L'application  de  ces  principeis  à  l'équation  (a)  la  ramène  à  la 
forme 

(a*)         2~i  H-^i+-''**H-3/n«(i—  —  jcos(Xp  —  261)    =  o 

avec 

5  =  ^1+  ^m*(i  -\-  m)  cos(kv  —  aei)   ; 

l'équation  (^)  se  ramène  à 

<P*)     ^  +  *'[i-f»«'-^m«(3-XH-^)cos(Xp-i»s,)]  =  U, 


avec 


212.  Intégration  approchée  de  Péquation  sans  second  membre  (8). 
—  Proposons-nous  d'intégrer  Féquation 

(8)  ^  -f-^[5r«-|-2acos(Xp-f- P)]  =  0, 


3» 
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où  q^  est  un  nombre 
pelit,  du  second  ordre. 
Posant 

cette  équation  devient 

positif  fini, 

,  voisin 

2/, 

de 

un, 

a  un 

nombre 

(8') 

cosat'')  = 

=  0, 

OÙ  l'on  a 

(8) 

«'-<°^ 
a  =  5^. 

On  peut  satisfaire  à  l'équation  (8'),  aux  termes  près  de 
tordre  p  -+- 1  par  rapport  à  a',  par  une  expression  de  la  forme 

(9)  s  =  -So-Ha'5i-Ha'2^j-+-...-4- a'/'^p, 
OÙ 

(10)  Zi=  2  Bi^>C0S((V-+.2Ap')» 

A=-i 

fe5  coefficients  BJ^^  n  étant  fonctions  que  de  y',  ef  /'arc  «p  ^fa/iC 
de  la  forme 

(11)  w  =  jx'p'-t-4/', 

i('  désignant  une  constante  arbitraire  et  jjl'  étant  de  la  forme 

(12)  {a'  =  gr'-4-  a' [Jii -H  a'» [X2-4- . . . -h  a'^  jx^, 

[jLt ,  |JL2,  . . .  étant  des  fonctions  de  q'.  Nous  supposerons  en  outre  B* 
nul,  excepté  BJ  qui  demeurera  arbitraire,  ce  qui  revient  à  réunir 
à  ^0  tous  les  termes  en  cos^  de  Z|,  ^o^.*  "9  -^jf- 
On  a  en  effet,  dans  ces  conditions, 

i=0 

et 

De  plus 

(i5)  |x'«=5r'«-hCia'+C,a'ï-|-C,a'»H-..., 
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et  nous  retiendrons  que  dans  ce  développement  le  coefficient  Ck 
est  le  premier  qui  renferme  [x^t  et  que  le  coefficient  de  [jl*  dans  C* 
est  2  y' a'*. 

Si  nous  substituons  dans  le  premier  membre  de  Tëqualion  (S') 
ces  diverses  valeurs  (i4),  (i5),  (i6),  le  coefficient  A  de  a'*  dans  ce 
premier  membre  sera,  au  signe  près, 


(17) 


A=-l-/ 


A=—       V       (ih*-\-iq'h)Bf  cos(w-i-ihif') 


A  =  +  (,_!) 


-  2      t(4HiiA-+-C,)B?_iCos(«'H-2/ip') 

—  Bf_iCos[tv-H  (aA-+-2)p'] 

—  B^_lC0S[«'-H(2/l  — 2)t»'][ 

—  2      (4Ftï^-^C,)B?_,cos(w-h2At;') 


A=-{/-l) 


A=+(i-J) 


A=-(i-l) 


—         V  (4{JlsA-|-G3)B/_,COS(w-|-2A<;') 


A=-(i-S) 


Nous  égalerons  ce  coefficient  à  zéro  pour  les  valeurs  o,  i ,  2, . . . ,  /> 
de  f,  et  comme  il  est  une  combinaison  linéaire  de  cosinus  d'ar- 
guments de  la  forme 

w  —  aiV,     w  —  (fxi—  2)v\    w  —  (2t  —  4)^'»     •••>     w-f-aiV, 

nous  égalerons  à  zéro,  pour  une  valeur  donnée  de  i,  les  coeffi- 
cients des  cosinus  de  ces  divers  arguments. 

Pour  î  =  o,  A  est  identiquement  nul. 

Pour  t  =  I,  il  est  égal  à 

[(-  4  -+-  4 S'OBl»  -h  BJ]  cos(  w'  -  at^') 
-h  agr' jxia'Bg  cos  w  -t-  [(—  4  —  45r')Bj  -h  BJ]  cos(w  +  at'')- 

Annulant  successivement  le  terme  en  cosfv  et  les  deux  autres, 
nous  trouvons 

Bo 


1*1=0,         B7': 


4(1-^')' 


B}  =  — 50 


4(«  +  î') 
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Si  l'on  fait  /==  2,  on  trouve  de  même 

_  B}-f-B7'  ^  I 

^•-     2^'Bi!     -4y\i~^'*)' 

B-«-       ^T^       _  Bo 

»    ~    16  — 8y'   ~  32(1  — 5r')(2  — y')' 

Rt_         P}  -  BO 

*■"    l6^8gr'  -  32(l4-gr')(a4-5r')' 

Nous  ne  pousserons  pas  plus  loin  le  calcul,  constatant  seulement 
que,  pour  une  valeur  quelconque  de  i,  le  coefficient  de  cosiv 
donne  p./  qui  ne  s'introduit  dans  ce  coefficient  qu'au  dernier  terme 
avec  le  coefficient  2  y'.  On  obtient  Bj  en  égalant  à  zéro  le  terme 
en  cos («'-1-2  A \/)\  le  coefficient  de  B^  dans  ce  terme  est  4  A*  +  4  Ay'  ; 
il  n'est  jamais  nul,  h  n'étant  pas  nul.  On  voit  aussi  aisément  que 
les  conditions 

BJ  =  o,        B}  =  o, 

donnent  successivement  le  Tableau 

Bï»  =  o  •BJ  =  o 

Bj«  =  o  BS  =  o  BJ  =  o 

878  =  0  Bji  =  o  BÎ  =  o  BJ  =  o 

de  sorte  que  dans  une  expression  de  zi  les  arguments  successifs 
ont  des  différences  égales,  non  pas  à  2i^,  mais  à  4  ^'* 

213.  Intégration  approchée  de  l'éqnation  avec  second  membre. 
—  Si  nous  nous  en  tenons  aux  termes  en  a'^  et  que  nous  rempla- 
cions i{f'  par  Xp  +  p,  nous  obtenons  pour  l'intégrale  approchée 
de  l'équation  (8) 

i  «  =  B2  cos  cv  H-  -T-    ^^^ —  -^ ^ ^ 

!  \     l  h-iq  X  +  25r  J 

j  Bgg»  r  cos((y  — 2Xi^  — 2P)        C09(ty-4-2XpH-2p)  1 

(  "*"     2A:«    L(X  — 2y)(2X  — 2gr)"^(X-+-25r)(2X-i-2gr)J' 

OÙ 
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BJ  et  ^  étant  des  constantes  arbitraires  et  la  valeur  de  p.  étant 

Si  nous  donnons  à  Tëquation  (S)  un  second  membre  Z  pério- 
dique, de  la  forme 

Z=  SA/cosV,-, 
OÙ 

rintégrale  de  Féquation 

(e)  — -+-3[y»H-2acos(Xp  +  p)]=Z 

s'obtiendra  en  ajoutant  à  rintégrale  générale  (i8)  de  l'équation  (8) 
une  intégrale  particulière  de  Téquation  (e)  avec  second  membre. 
L'application  de  la  méthode  bien  connue  de  variation  des  con- 
stantes arbitraires  B^cost]/,  B^sin^  de  l'intégrale  (i8)  donne  la 
solution  particulière  suivante 

g»       r       I  I       ] 

"^  XHX-2y)«  [jnrxTx;.  ■*■  fx-x-xJÎ 

'k  —  iq  \fx  — X  — X/        fx-t-X//î 

-h  -^  yA/cos(V/— X(>-P)l      .— i — ( ^ r-  +  — i-Y-) 

25rX^    «       V   «  r/j       X-+-agF  \jx-hX  —  X/       IA-+-X// 

"^  X  — 2^  \  {JH-  X  H-  X/  "*"  jx— xJl' 

cette  fonction,  ajoutée  à  la  valeur  (18)  de  Z,  représente  une  va- 
leur de  z  qui,  substituée  dans  l'équation  (e),  ne  laisse  comme 
résidus  que  des  termes  de  l'ordre  de  a^. 

214.  Latitude  de  la  Lune.  —  Nous  appliquerons  d'abord  les  ré- 
sultats de  l'article  précédent  à  l'équation  a  relative  à  la  latitude  de 
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la  Lune.  L'équation  n'a  pas  de  second  membre.  On  Tidentifie  avec 
l'équation  (8)  en  faisant 

3  3 

5^  =  1 -h  7  m',         y*=n--/n*, 

4  ^ 


=  Î'^*('"t)'         m  — ^6i,         X=a  — 


2  m. 


On  obtient  ainsi  par  les  équations  (19)9  en  s'en  tenant  dans  la 
valeur  de  z  aux  termes  en  a, 


^  =  Bgcos(v+ ^^ ^ — 

"  2         2  —  2/n 


[cos((y  —  Xt^-f-2£t)       cos(w  -^Iv  —  aei)"| 
—  2m  —  |/?i*  4  —  2/w-h|m*    J' 

OU,  négligeant  les  termes  qui,  par  rapport  à  B^  et  m,  sont  d'ordre 
supérieur  au  second, 


3 

z  =  Bgcosw—  -mBJcos(«'  —  Xp  +  2ei), 

o 


et  par  suite 

3 

5  =  B J  cos ( fxp -+- d;)  —  -  B J  m  cos [(  [JL  —  2 -H  2 /n) p  +  <j/ -f-  261  ], 

o 

OU,  aux  termes  près  du  quatrième  ordre, 

(2.)  ^  =  (,+   3^._^;„,). 

La  valeur  de  [J.  ainsi  trouvée  est  exacte  à  -^  près  de  sa  valeur. 
Nous  poserons 

et  nous  aurons,  suivant  les  notations  ordinaires, 

3 

(22)       s  =  x9in(^p  —  y)-^  gmxsin[(2  — a/M  — ^)i>-t-Y  — aei]. 

Nous  reviendrons  au  n^  217  sur  la  signification  des  formules 
(21)  et  (22). 

215.  Rayon  vecteur  de  la  Lune.  —  L'application  des  formules 

(18),  (19),  (20)  à  l'équation  (^)  donne  de  même,  en  s'en  tenant 
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aux  termes  du  premier  et  du  second  ordre,  un  résultat -de  la  forme 

i5 

p  =  tf  cos(cp  — TïT)-f-  -ô-mecos[(X  —  c)v  -+■  m] 

o 


+  L^X,oos\,(j^  +  -^^. 


Pour  obtenir  les  expressions  de  Ai  et  ki  il  faut  remplacer  dans 
l'expression  de  U,  formule  (P),  s  par  la  valeur  (21). 

Pour  appliquer  les  formules  (18),  (19),  (20)  à  l'équation  (P), 
on  fait 

On  obtient  ainsi,  par  les  équations  (18)  et  (19),  en  s'en  tenant 


z'=:  Bîcosw—  -BJ 


4     '''i  —  'im 

[^_i^         laX    1  rcos(ty  —  Xi^-4-aSi)       cosCnc -4-Xp  —  aii)"] 
2.         X* — iJL      — 2  m -h*  m*  4  —  "im  — -J/n*    J 

OU,  en  négligeant  les  termes  d'ordre  supérieur  au  second, 

z'=  Bîcos(fzp-f-4;j-h  ---BJ/ncos[(jJi  — X)p-Hi5/-f-2ei]-h  S, 
S  étant  donné  par  la  formule  (20}.  La  valeur  de  [x  est 

La  valeur  de  S,  si  l'on  s'en  tient  aux  termes  du  second  ordre,  est 

(a4)  \  2a,cos(X,.  ^  p,) (^  +  -i^J 

en  posant 

U  =  2AfCos(X/p-4-p,). 

Pour  obtenir  les  divers  termes  du  second  ordre  de  U  il  suffit  de 
remplacer  dans  le  second  membre  de  l'équation  (p),  n°210,  s  par 
la  valeur  (22).  On  trouve  ainsi,  en  ne  conservant  que  les  termes  du 
second  ordre  et  ceux  des  termes  du  troisième  ordre  dans  l'argument 
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desquels  (^  est  multiplié  par  un  petit  coefficient  de  l'ordre  de  m, 


U  = m*—  7X* —  3m*cos(X(>  —  aei) 

3                                     3 
-h  -)c*cos(2^i'  —  2y) m*ô'cos(mp  -h  e|  — w') 

—  ~mX*COS[(X  — 2^)('H-2Y  —  2É|] 

-f-3om*  /  p»sin(Xc  —  2ei)û?p 

4- 4m*  /  ^  ^  -f- p  j  siD(X P  —  ae,)  rft'. 


(25) 


Si  Ton  s*en  tient  aux  termes  du  second  ordre,  on  trouve  immé- 
diatemeQt 

S  = m* —  -  )c*-f-  /n*cos(Xp  —  261) —  -  x*cos(2^p  —  2y). 

D'autre  part,  aux  termes  près  du  quatrième  ordre. 

En  posant,  suivant  l'usage, 

on  trouve,  toujours  aux  termes  près  du  troisième  ordre. 


(26) 


p= m»—  -x*-i-ô  cos(cp  —  m) 

"^  2  4 

-H  m*cos(Xp  —  261)—  7X*C0S(2^P  —  2Y) 
4 

i5 
-H  —  me  cos[(c  —  X)p  —  TïTH-2ei]. 

o 


Si  Ton  veut  obtenir  les  termes  de  p,  du  troisième  ordre,  dans 
l'argument  desquels  p  a  un  petit  multiplicateur  de  Tordre  de  m, 
il  faut  dans  les  deux  derniers  termes  de  U  remplacer  p  par  la  va- 
leur (26).  Les  termes  en  a  de  la  formule  (20)  ne  donnent  aucun 
terme  du  troisième  ordre  de  la  forme  en  question.  Les  termes  de 
cette  sorte  seront  donc  donnés  par  la  formule  (24)  dans  laquelle 
on  introduira  les  termes  du  troisième  ordre  de  U.  Le  calcul  n'offre 
pas  de  difficultés.  On  trouve  ainsi  pour  la  partie  cherchée  Sp 
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de  p 

3 
8p  = m*c'cos(mp-+-ei  — T!j') 

i5 

(a5)  ^  -h  Y ''*^*^®s[(X  —  2c)r  —  aei  +  arn] 

3 

H — -  mx*cos[(X  —  2^)('  —  aei 4-  27]. 

Le  résultat  numérique  le  plus  important  de  ce  paragraphe  est  la 
valeur  de  c.  Si  l'on  pousse  les  calculs  du  n°  212  jusqu'à  obtenir  la 
valeur  de  [JI3,  on  trouve 

Si  l'on  fait,  avec  Laplace, 

m  =  0,0748013, 
on  trouve 

c  =  I  —0,008  438. 

La  valeur  exacte  est 

c  =  1  —  0,008452. 

La  valeur  trouvée  de  i  —  c  est  donc  exacte  à  -—  près  de  sa  va- 
leur. 

216.  Expression  de  t  en  fonction  de  t^.  —  Si  dans  la  troisième 

équation  (G)  on  remplace  -^  f^^  ^^  valeur  que  donne  la  première 

formule  (4)  et  qu'on  en  néglige  le  carré,  qui  est  du  quatrième 
ordre,  on  trouve 

Il  suffit,  pour  calculer  le  second  membre,  de  remplacer  u  et  u'  par 

les  valeurs 

I  -h  p  -h  Sp 
a 

de  développer  suivant  les  puissances  de  p,  p',  Sp,  et  de  remplacer 
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ces  quantités  par  les  valeurs  trouvées  ci-dessus  en  s'en  tenant  aux 
termes  du  second  ordre  et  à  ceux  du  troisième  ordre  dans  rare- 
ment desquels  p  a  un  petit  multiplicateur  de  Tordre  de  m^  pour 
trouver 

h   dt  3.3_-  ,  \3_,  . 

a^  dv  1  7,  ^  ^       2  ^  ' 


-f- -x*cos(2^p  —  2y) —  ■7-/n*cos(Xp  — 261) 
2  4 


-mccos[(X  — c)p  —  2e|-hm]-f-3m*c'cos(mp-Hei  — w'), 

4 


d'où,  en  posant, 


a«(n- /n«-*- I  c«  H- 1  x« 


nf  =  p  —  2C  sin(cp  —  w)  h-  -  c*sin(2CP  —  2m) 

4 

(26)    y  H- 7X*sin(2^p  — 2y) r-m*sin(Xp  — 26i) 

4  o 

i5 

j-me  sin[(X  —  c)p  —  2 S|-f- ni]-*- 3 /n«'sin(mp -+-£,  —  ©'). 

4 


S17.  Expressions  de  u,  ç,  5,  en  fonction  de  t.  —  Il  est  commode, 
pour  l'interprétation  des  résultats,  d'obtenir  r,  {/,  s  en  fonction  du 
temps  t.  A  cet  effet  on  résout  d'abord  l'équation  (26)  par  rapport 
à  V  par  approximations  successives,  ce  qui  donne 

j  ç  =  nt  -I-  2 c  sîn ( c/i/  —  w) 

5       .  I        . 

H-  ■TC'sin(2C/i^  —  27ij) —  7X*  sîn(2^n/  —  2y) 
4  4 


(H) 


H-  — -m*sin[2(/i  — /i')<  —  261  ] 

o 

i5 
-h -—me  sin[(2/i  —  2/1' —  cn)t  —  261-1-  w] 
4 


—  3mc'siD(n'<-f-  ei — w'). 
La  substitution  de  cette  valeur  dans  celles  de  u  ei  s  donne 

s  =  Y.sin{gnt  —  y) 

(K) 


-h  xc  sin[(^ -h  c)/i<  —  Y  "- ^l  — **  sin[(^  —  c) nf  —  Y  "^  ®  1 


H-  ^^/nsin[(2n— 2n'— n^)f  —  261-+-Y], 


8 
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et 

1  3 
au  =  1 m* —  e* —  T^t^-f-  e  cos( cnt  —  w) 

2  4 

(L)     {  ^  ^      4  ^   ^  »^ 

-\-  /7i'cos[2(/i  —  n')t  —  2cr] 

i5 

H-  — -  mecos[(2n  —  in' —  cn)t  —  acx-f-  nj] 
8 


et  l'on  a 


c  =  I  —  o,oo8  452, 
g  =  i-i-o, 004022. 


Si  Ton  néglige  les  termes  du  second  ordre,  Téquation  (K),  où  s 
désigne  la  tangente  de  la  latitude  de  la  Lune,  indique  que  cette  la- 
titude varie  périodiquement.  On  en  obtient  la  valeur 

qui  indique  que  la  Lune  se  meut  dans  un  plan  dont  rinclinaisori 
sur  Técliptique  a  constamment  x  pour  tangente.  Le  nœud  ascendant 
de  ce  plan  sur  Técliptique  n'est  pas  fixe.  Si  l'on  compte  le  temps 
à  partir  d'une  époque  où  la  longitude  moyenne  /  de  la  Lune  dans 
l'écliptique  est  nulle,  on  a 

l  =  nt 
et 

^/i^  —  Y  =  ^  —  [y  — (^  -  0^]- 

On  voit  que  la  longitude  du  nœud  à  la  date  t  est 

Le  nœud  rétrograde  donc  uniformément  et  fait  une  révolution 
complète  dans  un  nombre  de  révolutions  lunaires  égal  à 

I 

De  même  la  formule  (L),  si  Ton  s'en  tient  au  terme  du  premier 
ordre,  montre  que  la  longitude  du  périgée  est 

Le  périgée  a  donc  un  mouvement  direct  dont  la  période  est,  en  ré- 
B.  —  II.  23 
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volutions  Iiinairesy 


La  période  exacte  de  la  révolution  des  nœuds  est  6798  jours, 
soit  environ  18  ans  et  7  mois;  celle  de  la  révolution  du  périgée 
3282  jours,  soit  environ  8  ans  et  1 1  mois. 

La  formule  (H)  donne  une  représentation  approximative  du 
mouvement  de  la  Lune    dans   son   orbite. 

Les  trois  premiers  termes  ne  diffèrent  que  par  le  coefficient  c 
des  premiers  termes  du  développement  de  la  longitude  dans  le 
mouvement  elliptique.  Le  terme  nt  correspond  à  l'anomalie 
moyenne;  les  deux  suivants  à  l'équation  du  centre. 

Le  quatrième  terme,,  qui,  si  l'on  y  remet  r  à  la  place  de /?/, 
devient 


—  7X*C0S2(^P  — y), 


4 


est  la  réduction  à  Vécliptique,  C'est  la  différence  entre  la  lon- 
gitude moyenne  l^  de  la  Lune  dans  son  orbite  et  la  longitude 
moyenne  /  dans  Técliptique.  On  a,  en  effet,  en  désignant  par  v, 
la  longitude  du  nœud  égale  à  y  +  (i  —  g)l^ 

tang(/  — Yi)  =  ^ang(/i  — yOcosï, 

où  i  désigne  l'inclinaison  de  l'orbite  de  la  Lune  sur  l'écliptique. 
On  en  conclut 

/i  —  /  r=  —  tang*  -  sin  2  (  /  —  Yi  ) 

Les  termes  suivants  sont  des  inégalités  proprement  dites  de  la 
longitude  de  la  Lune.  La  plus  anciennement  connue  est  Vévectioff, 
découverte  par  Ptolémée,  dont  l'expression  est 

^  me  sin  [2(/  -  n-{cl  -  m)], 
4 

Son  argument  est  sensiblement  égal  au  double  de  la  distance  an- 
gulaire de  la  Lune  au  Soleil  diminué  de  l'anomalie  moyenne  de  la 
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Lune.  Sa  période  est 

un  mois  lunaire  27^  \ 


=  — V  -  =  3a^ 


/i  (  a  —  2  m  —  c)  2  —  'ini  —  c  i  —  'ini 

et  son  coefficient  est 

i°i6'. 

Les  deux  autres  inégalités  ont  été  découvertes  parTycho  Brahé. 
La  variation 

— -m2sin(2/-— 2/'), 

nulle  dans  les  syzygies  et  les  quadratures,  maxima  ou  minima  dans 
les  octants,  a  pour  période 

2TC  I         .     ,        .  j.  ,.3 

7-  =  -  mois  lunaire  synodique  =  i4'  - 


et  pour  coefficient 

394. 

L'équation  annuelle 

—  3me'sin(/'— w') 

se  comporte  comme  l'équation  du  centre  du  Soleil  et  a  pour  coef- 
ficient * 

II'9^ 

La  théorie  complète  de  la  Lune  met  en  évidence  un  nombre 
énorme  d'autres  inégalités  sensibles;  nous  citerons  d'abord  V iné- 
galité parallactique  dont  le  premier  terme  peut  aisément  être 
obtenu;  ce  terme  est 

Elle  a  pour  période  le  mois  lunaire  synodique;  son  coefficient 
dont  la  valeur  est  i25",5  permet,  s'il  est  déterminé  par  les  obser- 
vations, d'obtenir  le  rapport  —  et  par  suite,  a  étant  bien  connu,  la 

distance  a'  ou,  ce  qui  revient  au  même,  la  parallaxe  du  Soleil. 

Nous  citerons  en  outre  la  présence  d'un  terme  en  t^  dans  le  dé- 
veloppement de  la  longitude  moyenne,  produisant  une  inégalité 
séculaire  du  moyen  mouvement.  Laplace,  en  tenant  compte  des 
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termes  du  second  ordre  par  rapport  aux  excentricités,  a  trouvé 

p  =  ni  -f-  £  —  ^  m}   /  (e'*—  e'^)n  dt  +  des  termes  périodiques, 

où 

a» 

L'excentricité  e' ayant  une  inégalité  séculaire,  il  en  résulte  pour  r 
un  terme  en  t^  dont  le  coefficient  est  l'accélération  séculaire  du 
moyen  mouvement  de  la  Lune;  le  coefficient  de  t  dans  le  moyen 
mouvement  en  est  la  moitié. 

Laplace  trouva  le  coefficient  de  l'accélération  séculaire  de 
1 1",  i35,  puis  de  io",i8  par  siècle.  La  détermination  précise  de  ce 
coefficient  est  encore  un  des  desiderata  de  la  Mécanique  céleste  : 
il  n'y  a  pas  parfaite  concordance  entre  les  théories  actuelles  de  la 
Lune  et  les  observations  anciennes,  ni  même  avec  les  observations 
modernes. 

218.  Éléments  de  l'orbite  de  la  Lune.  —  Diaprés  Hansen,  les 
éléments  de  l'orbite  de  la  Lune  au  o  janvier  i85o  étaient  : 

J       h      m     s 

Révolution  sidérale. 27.  7.43.11,5 

»  tropique 27.  7.43.  4,7 

»  anomalistique 27.13.18.37,4 

M  draconitique 27.  5.  5.36 

»  synodique 29.12.44.2,9 

Longitude  moyenne i22.59.55|o 

»)          du  périgée 99.61.52,1 

»          du  nœud  ascendant i46.i3.4o,o 

Inclinaison  de  l'orbite 5.  8.47,9 

Excentricité 0,05490807 

Moyenne  distance  à  la  Terre,  en  rayons  terrestres,       60,2745 
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CHAPITRE  XV. 

SATELLITES  DE  JUPITER. 


REPRESENTATION  APPROCHEE  DE  LEURS  MOUVEMENTS.  —  EXPLICATION  DE  LEURS 
PRINCIPALES  INÉGALITÉS.  —  ÉCLIPSES  DES  SATELLITES.  —  VITESSE  DE  LA 
LUMIERE. 


219.  Mouvements  des  satellites  de  Jupiter.  —  Les  mouvemenls 
des  satellites  de  Jupiter  ne  sont  pas  moins  complexes  que  celui  de 
la  Lune.  La  théorie  de  ces  satellites  est  évidemment  simplifiée  par 
ce  fait  que  leurs  excentricités  sont  faibles  et  même,  pour  les  deux 
premiers,  insensibles;  mais  elle  est  singulièrement  compliquée 
par  les  rapports  presque  commensurables  qui  existent  entre  les 
moyens  mouvements  des  trois  premiers.  Nous  nous  bornerons  à 
faire  connaître  les  circonstances  les  plus  importantes  de  leurs 
mouvements. 

Nous  ne  nous  occuperons  pas  du  cinquième  satellite,  ainsi 
nommé,  bien  qu'il  soit  le  plus  voisin  de  la  planète,  parce  qu'il  a 
été  découvert  le  dernier.  La  découverte  de  ce  satellite  est  trop 
récente  et  les  observations  en  sont  trop  peu  nombreuses  pour 
qu'il  soit  possible  de  donner  des  indications  un  peu  précises  sur 
les  inégalités  de  son  mouvement.  Nous  nous  bornerons  à  signaler 
un  déplacement  rapide  du  périjove,  indiqué  par  M.  Tisserand,  et 
dû  à  Faction  du  renflement  équatorial  de  Jupiter.  Ce  périjove  ferait 
une  révolution,  dans  le  sens  direct,  en  cinq  mois. 

Les  excentricités  des  orbites  du  premier  et  du  deuxième  satel- 
lite sont  insensibles;  celle  du  troisième  est  environ  o^ooiS  :  en 
secondes  4' 37".  Celle  du  quatrième  atteint  0,0072  ou  24' 54". 

On  peut  regarder,  sans  erreur  appréciable,  l'orbite  du  premier 
satellite  comme  située  dans  le  plan  de  l'équateur  de  Jupiter.  Le 
plan  de  l'orbite  de  chacun  des  trois  autres  fait  un  angle  constant 
avec  un  plan  fixe  qui  passe  constamment  enlre  l'équateur  et  l'or- 
bite de  Jupiter  par  leur  intersection  mutuelle.  Les   nœuds  de 


358  DEUXiâMB    PARTIE.  —   CHAPITRE    XV. 

Torbite  de  chaque  satellite  sur  le  plan  fixe  correspondant  ont,  sur 
ce  plan  fixe,  un  mouvement  rétrograde. 

Les  plans  fixes  relatifs  au  deuxième,  au  troisième,  au  quatrième 
satellite  font  avec  Téquateur  de  Jupiter  des  angles  de  65",  5',  24' î 
les  orbites  sont  inclinées  sur  les  plans  fixes  correspondants  de  28', 
12',  i5';  les  périodes  des  révolutions  tropiques  des  nœuds  sur  les 
plans  fixes  sont  29*°*, 91 42;  i4i*"%739',  53i  ans. 

Il  importe  de  remarquer  que  les  plans  des  orbites  ne  font  pas 
des  angles  constants  avec  Téquateur  de  Jupiter. 

Les  longitudes  vraies  r|.  (^2,  ^^3,  (^4  des  satellites  s^expriment 
sensiblement  en  fonction  de  leurs  longitudes  moyennes  /1 ,  Z^,  /s,  '4, 
par  les  formules  suivantes  données  parLaplace  au  Tome  IV  de  la 
Mécanique  céleste, 

i»!  =  /,  -+-  27'  sin  2  (  /i  —  /i  ), 

(;,=  /j-M«4'sin2(/,-/,), 

Vz=  h-^  9' sin( /j—  wa)  -h  4'  sin ( /j—  nr* )  —  4'  sin(/jj  —  /j } 

C4  =  /4-f-  5o'sin(/^  —  xsi,). 

On  comprendra  pourquoi  nous  nous  en  tenons  aux  minutes 
d'arc  en  observant  que,  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  du  qua- 
trième satellite  n'étant  que  vingt-six  fois  le  rayon  de  Jupiter  qui 
nous  apparaît  sous  un  angle  de  25"^  un  arc  d'orbite  de  1°  ne  nous 
apparaît  que  sous  un  angle  de  lo'^ 

Le  deuxième  terme  de  v^  en  est  l'équation  du  centre.  Chacune 
des  autres  inégalités  données  par  Laplace  pour  le  quatrième  sa- 
tellite n'atteint  pas  une  minute  d'arc. 

Le  deuxième  terme  de  ^3  en  est  Téquation  du  centre  ;  le  troisième 
est  une  inégalité  provenant  en  quelque  sorte  de  l'équation  du 
centre  du  quatrième,  puisque  son  argument  Iz  —  ^4  est  compté 
du  périjove  du  quatrième  satellite  au  rayon  vecteur  moyen  du 
troisième. 

Les  deuxièmes  termes  de  Ç\  et  de  v^  et  le  dernier  terme  de  i'j 
ne  correspondent  pas  aux  inégalités  à  longue  période  sur  lesquelles 
l'attention  a  été  attirée  au  n®  190;  il  se  produit  ici  une  circonstance 
toute  spéciale  à  laquelle  il  est  d'autant  plus  nécessaire  de  s'arrêter, 
que  ces  termes  sont  les  seules  inégalités  sensibles  dans  les  mouve- 
ments du  premier  et  du  second  satellite. 
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220.  Explication  des  inégalités  du  premier  et  du  second  satel- 
lite. —  Les  moyens  mouvements  des  trois  premiers  satellites  sont, 
d'après  les  observations, 

Tii  =^  3,55 1 548,        /ij=  1 ,769823,        713=0,878208. 

De  ces  valeurs  on  conclut 

/11—  2/iî  =  0,012902, 
/12—  2/13=  0,012907 
et 

fil —  3 /Ij -h  2  713=  O, 

à  une  demi-unité  près  du  cinquième  ordre  décimal,  ou  à  une 

seconde  près. 

L'observation  a  montré  que  les  longitudes  moyennes  satisfont  à 

la  relation 

/i  —  3/j -+-2/3  =  180^. 

A  l'égard  des  deux  dernières  relations  qui  ne  se  présentent 
dans  la  théorie  des  satellites  qu'au  second  ordre  d'approximation 
par  rapport  aux  masses,  nous  nous  bornerons  à  énoncer  que  la 
théorie  prouve  qu'elles  ont  lieu  rigoureusement. 

Les  deux  premières  relations  sont  l'origine  des  inégalités  du 
premier  et  du  deuxième  satellite  et  des  trois  derniers  termes  delà 
longitude  v^  du  troisième. 

Le  mouvement  d'un  satellite  résulte  de  l'attraction  de  la  planète, 
de  celle  du  Soleil  et  des  attractions  des  autres  satellites.  Nous 
proposant  seulement  d'obtenir  la  forme  des  inégalités  principales 
des  trois  premiers  satellites,  nous  négligerons  l'action  du  Soleil, 
qui,  ainsi  que  cela  a  été  dit  au  n^  208,  est  beaucoup  moindre  que 
celle  des  satellites;  nous  regarderons  aussi  la  masse  de  Jupiter 
comme  concentrée  en  son  centre  de  gravité,  tout  en  avertissant 
que  le  renflement  équatorial  de  Jupiter  est  sensible  et  produit  des 
effets  peu  importants,  mais  non  négligeables,  sur  le  mouvement  des 
quatre  satellites. 

Nous  ne  nous  occuperons  que  de  la  longitude  vraie  p,  qui,  en 

négligeant  les  carrés  des  inclinaisons,  se  déduit  de  la  longitude 

moyenne  par  la  série 

5 
V  =z  l  -h  ie  sin(l  —  m)  -^  y  e^  sïn{il  —  2tb).  . ., 
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de  sorte  que  les  inégalités  St^,  du  premier  ordre  par  rapport  aux 
masses,  se  déduisent  de  celles  de  /,  e,  rn  par  la  formule 


=         8/     l-h2CC0S(/— -Tij)-^  -C*C0S(2/  — 2©). 

2 

• 

-hS€              2sin(/~w)-h  -    csin(2/  —  2©). 

• 

-+-8nj      — 2C  cos(/  —  w) c*  cos(2/  —  2Tii). . .  I . 

Nous  nous  bornerons  d'ailleurs  à  la  partie  de  iv  qui  ne  dépend 
ni  des  excentricités,  ni  des  inclinaisons.  Elle  sera  donnée  par 

8(7  =  8/  +  2sin(/  —  m)  ce  —  2  cos(/  —  xa)e  ^w. 
On  a 

en  posant 

p  =  fndt, 

et,  par  les  formules  du  n®  177,  on  a,  en  négligeant  les  excentri- 
cités et  les  inclinaisons. 


dz 
dt  " 

_    2     dR 

na  da 

d^p 
-dïi"^ 

dn  _        3 

dt  ~       a« 

dR 

de 
dt  - 

na^e  àm 

f 

dm 
dt  ~ 

î      ôR 
na^e  de 

On  devra  dans  le  calcul  de  R  s'en  tenir  aux  termes  du  premier 
ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  négliger  les  inclinaisons. 

Désignons  par  m'  la  masse  d'un  satellite  perturbateur,  celle  de 
la  planète  étant  prise  pour  unité.  Choisissons  les  unités  de  temps 
et  de  distance  de  telle  manière  que  le  coefficient  de  l'attraction 
soit  égal  à  l'unité.  On  a  alors 

R  =  SR,,o 
oCi 

i>          r   ,        '•             /       '^^"*       r' cos  rr' 
Ri.o  =  V''*-»- '*'-~  2rr  cosrr  y — • 


SATELLITES    DE    JUPITER.  36l 

En  posant 

-*       I    v^ 
(a»-!-a'* — aaa'cosV)   »=-    >    A'cosiV 


et 


*  âa 


on  trouve,  aux  termes  près  du  second  ordre  par  rapport  aux  excen- 
tricités et  aux  inclinaisons, 

\r^-h  r'*  —  2  rr'  cos  rr'  ) 

=  ^Xicos(ir--il)—-(2£\i-^A\)cos[il'-(i-i)l  —  m] 


et 


-H-[(2t-f-i)A'-f-Ai]cos[(t-Hi)/'— tV  — ©'] 


r'cosrr'^            a         r„      ,.       ^  /w  v 
. —  = ^cos(/  —  /)-+-  -ecos(/  —  w) 


-ccos(/'—  aZ-i-Tn)  — ac'cos(2/'—  /  — w'). 


Pour  l'action  du  satellite  m  sur  m',  il  faut  prendre  la  même  va- 
leur pour  la  première  partie  de  Rio  et  dans  la  seconde  permuter 
a  et  a';  /,  /';  e,  e';  tu,  tn'. 

D*après  cela,  on  a 

dt       ina^  1/        L  \  j 

^  [-sin(/'— tst)—  -sin(/'— îZ  +  m)], 

/la'  La  !A  J 

e-j-  =  -^^-  (aiA'-H  AÎ)cos[iT— (t  —  i)/  — m] 
dt        ina^^  1/        L  V  / 

H -cos(/' — m) cos(/'—  aZ-H  TB)   . 
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D'où 

8e  =    "~  ,  T—, — r- ^cos[t7' — (i — i)l  —  m] 

•zna^  in  —  (i  —  i)/i       l  \         /  j 

-+-        ^—      —  C0S(/'— W) r-' COS(/'— 2/-+-Til)     , 

2na»  L/i        ^  ^       n  —in        ^  'J 

^  — -I         2t\'-hA',         .     r  •#/        /•  \y  1 

e  onr  = -r—, — — 7—  sinf  w  —  (i  —  1)1  — tbJ 

2/ia*  m — (t  — i)/i        L  V  /  j 

H-  -J_risin(/'-Tiy) r-— sin(/'-2/-Hïïj)l, 

2/ia*  L/i        ^  ^       /i  —  2/1  J 

et 

2sin(/  —  zs)^e  —  2  cos(/  —  Tn)e  8tb 

na*  in  —(i  —  i)n 
^  _^r^sin(/'_ /)----'  —  sin(/'— 3/-+.2tb)1. 

On  a  aussi 

^;  =-   -^  cos(t7'-i7)-+-  -Vcos(/'-/), 

^^-^  =-^  -^r  «>°(*^  -  '0-  -,r,-.  «-(^  -  0, 
d'où 

.N  a'  2 

n{in  —  in)a*       ^  ^       n{n  —  n)aa^        ^  ^ 

80  =      -^^A^Z—^sinCiT-  t7)  -  —, \,    ,,    ,  sin(/'-  /). 

*^  2(m'— m;*a*       ^  ^       {n  —  n)^a^a^       ^  ' 

La  valeur  de  S(^,  abstraction  faite  des  excentricités  et  des  incli- 
naisons, est  donc  SI,  où 

[1  L    in—{i  —  i)n  m  —  in        2t(/i  —  /i)*J 

Nous  ne  retiendrons  de  cette  formule  que  le  premier  terme  et, 

du  coefficient  de  ce  premier  terme,  que  la  première  partie  dont  le 

dénominateur  est 

tVi' —  (t  —  i)w. 

Si  Ton  suppose  que  les  lettres  sans  accents  se  rapportent  au 
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premier  satellite  et  les  lettres  accentuées  au  deuxième  et  que  l'on 
donne  à  Ha  valeur  2,  on  obtient  pour  le  mouvement  du  premier  sa- 
tellite l'inégalité 

—      ^sin(2/i — 2/ï). 

[X,  /11  — 2/1,  ^ 

On  trouve  de  même,  dans  le  mouvement  du  deuxième  satellite, 
une  inégalité  résultant  de  l'action   du  premier,  pour  i  =  — 1, 

égale  à 

mi  3/i2ûfjA-*-f- TijaiAT*    ...        ,  ^ 

i_  sin (il  —  «I ), 

fjii  /11— 2/1, 

et  une  inégalité  provenant  de  l'action  du  troisième  de  la  forme 


fl3  /Ij—  2/l8 


'sin(2/i —  2/j). 


Enfin,  dans  le  mouvement  du  troisième  satellite,  on  aura  une 
inégalité  provenant  de  l'action  du  deuxième  et  de  la  forme 

m,  3/13^38-»-^- /ijaiBr*    .   ,,        ,, 
—  • —  — sin(/3— /i), 

fX,  «2—2/13 

la  lettre  B  désignant  des  constantes  analogues  à  celles  que  repré- 
sente A,  relatives  à  aa  et  a^  au  lieu  de  l'être  à  a^  et  aj. 

La  relation 

/i  —  3  /|  -h  2  /3  =  r 

donne 

sin(/j—  II)  =  510(2/2—  2/3), 

de  sorte  que  les  deux  inégalités  du  mouvement  du  deuxième  sa- 
tellite ont  un  même  argument  2/2  —  2/3. 

On  voit,  et  c'est  le  résultat  sur  lequel  nous  voulions  attirer 
l'attention,  que  les  inégalités  trouvées,  dont  les  coej/icients  sont 
devenus  sensibles  à  cause  des  petits  diviseurs  2/13  —  /i2,  2  /i2  —  /ii 
ne  sont  pas  à  longues  périodes.  Les  inégalités  dont  les  arguments 
dépendent  de  2 12'—  l\  ou  de  2/3  —  I2  dont  les  coefficients  auraient 
les  très  petits  diviseurs  (2/12  —  /ii)',  (2/23  —  n^Y  sont  du  pre- 
mier ordre  par  rapport  aux  excentricités  et  disparaissent  dans  les 
mouvements  des  deux  premiers  satellites.  Elles  n'atteignent  pas 
une  minute  d'arc  dans  la  longitude  du  troisième. 
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221.  Fréquences  des  éclipses  des  satellites  de  Jupiter.  —  La 

distance  du  Soleil  à  Jupiter  est  d'environ  1 1  ooo  fois  le  ra jon  de  Ju- 
piter, qui  est,  à  peu  près,  le  dixième  de  celui  du  Soleil.  Il  s'ensuit 
que  le  cône  d'ombre  projeté  par  le  Soleil  derrière  Jupiter  est  fort 
allongé,  son  sommet  étant  à  une  distance  de  Jupiter  égale  à  plus 
de  1 200  fois  le  rayon  de  la  planète.  Les  distances  des  cinq  satellites 
V,  I,  II,  III,  IV  à  Jupiter  étant  respectivement  représentées  par 
les  nombres  2^,  6,  g,  i5,  26  quand  on  prend  le  rayon  de  Jupiter 
pour  unité,  et  les  inclinaisons  i  des  Drbiles  de  ces  satellites  sur 
l'orbite  de  Jupiter  étant  fort  petites,  on  peut  prévoir  qu'ils  sont 
éclipsés  à  chaque  révolution.  Il  y  a  pourtant  exception  à  l'égard 
du  satellite  IV  dont  la  distance  à  Torbite  de  Jupiter  et  par  suite  à 
l'axe  du  cône  d'ombre  peut  atteindre  a6  tangt.  L'inclinaison  i  de 
l'orbite  étant  environ  2°,  5,  la  distance  minimum  de  ce  satellite  à 
l'axe  du  cône  d'ombre  peut  dépasser  un.  S'il  en  est  ainsi  au  mo- 
ment d'une  opposition  du  satellite  par  rapport  au  Soleil,  le  satellite 
n'est  pas  éclipsé. 

Les  inclinaisons  des  orbites  des  autres  satellites  sur  l'orbite  de 
Jupiter  étant  beaucoup  plus  faibles,  ainsi  que  les  distances  à  la 
planète,  ces  satellites  sont  éclipsés  à  chacune  de  leurs  oppositions 
par  rapport  au  Soleil.  Rappelons  que  les  durées  des  révolutions 
sont  approximativement,  pour  les  cinq  satellites, 

oi,5,     I^8,     3^,5,     7^tl,     l6^6. 

222.  Importance  des  observations  d'éclipsés  des  satellites  de 
Jupiter.  —  Nous  ne  parlerons  ici  que  des  satellites  I,  II,  III,  IV. 
Le  satellite  V,  à  cause  de  son  extrême  proximité  de  la  planète,  n'est 
guère  visible  que  dans  les  plus  puissantes  lunettes  et  vers  ses  élon- 
gâtions.  Les  quatre  autres,  au  contraire,  sont  des  astres  brillants 
qui  ont  été  découverts  dès  que  la  première  lunette  a  été  dirigée 
vers  le  ciel. 

Dès  le  début  les  astronomes  en  ont  observé  les  éclipses,  adop- 
tant pour  l'heure  à  laquelle  le  satellite  a  entièrement  pénétré  dans 
le  cône  d'ombre  l'instant  auquel  l'observateur  a  cessé  d'en  perce- 
voir la  lumière.  Il  est  assez  clair  qu'il  y  a  là  une  cause  d'erreur, 
une  partie  de  la  lumière  émise  par  le  satellite  étant  absorbée  par 
l'atmosphère  ou  par  la  lunette,  et  l'œil  de  l'observateur  n'ayant 
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pas  une  seDsibilité  sans  limite.  Il  est  clair  que  ces  causes  d'erreur 
disparaissent  en  grande  partie  dans  les  observations  des  éclipses 
du  troisième  et  du  quatrième,  quand  on  peut  observer  successive- 
ment la  disparition  et  la  réapparition. 

Le  demi-diamètre  apparent  de  Jupiter  vu  de  la  Terre,  même  dans 
ses  oppositions,  ne  dépasse  guère  25".  Le  rayon  apparent  de  l'or- 
bite du  premier  satellite  ne  dépasse  donc  guère  i5o".  La  durée  de 
la  révolution  de  ce  satellite  étant  à  peu  près  i53ooo  secondes, 
Tare  apparent  décrit  par  le  satellite  en  une  seconde  ne  dépasse  pas 

I 53ooo 

ou  environ  un  deux-centième  de  seconde  d'arc.  Pour  le  quatrième 
satellite,  un  calcul  semblable  donne  un  quatre-centième  de  seconde; 
pour  les  autres  des  nombres  intermédiaires  entre  les  deux  pré- 
cédents. 

Les  observations  des  éclipses  de  ces  satellites  paraissant  exactes 
à  un  petit  nombre  de  secondes  de  temps  près,  on  voit  que  ces 
observations  sont  plus  précises  que  ne  pourraient  l'être  les  me- 
sures micrométriques  les  plus  soignées. 

Ajou  tons,  pour  montrer  à  quel  degré  de  précision  peut  prétendre 
la  comparaison  de  la  théorie  et  des  observations,  que  l'incertitude 
d'une  seconde  de  temps  correspond  pour  le  premier  satellite  à  un 
déplacement  jovicenlrique  de  huit  secondes  d'arc,  d'une  seconde 
d'arc  pour  le  quatrième. 

223.  Inégalité  à  longue  période  des  éclipses  des  trois  premiers 
satellites.  —  Dans  les  arguments 

des  inégalités  principales  des  trois  premiers  satellites,  on  peut 
remplacer  les  longitudes  moyennes  /|,  121  U  P^i*  les  longitudes 
synodiques  Z',,  t.^,  (^,  respectivement  égales  à 

(/i,—  N)< -+-£,— E, 
(n,— N)/ ■+-£,— E, 
(nj— N)/-+-Sa— E, 

où  N/  -H  E  désigne  la  longitude  moyenne  jovicentrique  du  Soleil. 
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Désignons  par  w  les  différences  Wi  —  in^i  n^ —  2/J3  égales,  en 
vertu  de  la  relation 

/ij  —  3/ij-f-  2/13—  o. 
Nous  aurons 

/i,—  N  —  î(nj— N)  =  oj  -4-N, 
iii—  iN  —  2(/ij—  N)  =  o)  -h  N, 
et  par  suite 

2(/ll—  N)  —2(712—  N)=r=   U)-f-N-+-(/li—  N), 

(n,  — N)—    (/I2— N)-^  w-{-N-+-(/i,  — N). 
(n,_N)-    (,i3-N)=--a)--N-h(/i3-N). 

Les  arguments  des  inégalités  principales  des  trois  satellites  sont 
donc  respectivement 

(/Il —  N)/-+-  (to  -f-  N)<-+-2£i--2eî, 
(/I2— N  ir -I- (w-+- N)/ -f-    El- fiî, 
(/13— N;/ -+-(10 -f- N)f -f-    £2—63- 

Dans  les  éclipses  de  l'un  quelconque  de  ces  satellites,  le  pre- 
mier terme  de  l'argument  correspondant  est  égal  à  la  valeur  qu*a 
eue  ce  terme  à  Tune  d'entre  elles,  augmentée  d'un  nombre  entier 
de  circonférence;  l'argument  a  donc  la  forme 

(u)  -4-N)i-4-consl. 

Si  donc  on  ne  compare  que  des  observations  d'éclipsés,  les  iné- 
galités dont  nous  nous  occupons  sembleront  avoir  toutes  trois 
pour  période 

N,  le  moyen  mouvement  du  Soleil  autour  de  Jupiter,  étant  égal 
à  0,00145. 

224.  Vitesse  de  la  lumière.  —  Les  éclipses  du  premier  satellite 
de  Jupiter  ont  donné  la  première  détermination  précise  de  la 
vitesse  de  la  lumière.  Les  dates  auxquelles  nous  percevons  ces 
phénomènes  sont  postérieures  aux  dates  auxquelles  ils  se  pro- 
duisent du  temps  que  met  la  lumière  à  venir  des  satellites  jusqu'à 
nous.  Or  la  distance  des  satellites  à  la  Terre  dans  les  éclipses  varie 
très  notablement  à  cause  du  mouvement  de  la  Terre  autour  du 
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Soleil  qui  peut  réduire  à  4i  ou  porter  à  6,4  'es  distances  de  la 
Terre  à  Jupiter,  le  demi  grand  a^e  de  l'orbite  terrestre  étant  pris 
pour  unité. 

C'est  de  1672  à  1676  que  l'astronome  danois  Rœmer  fît  à  l'Ob- 
servatoire de  Paris,  sur  le  premier  satellite  de  Jupiter,  les  observa- 
tions d'où  il  conclut  que  la  lumière  met  22  minutes  à  traverser 
Forbite  terrestre.  Delambre  reprit  l'application  de  la  méthode  de 
Rœmer  à  la  discussion  des  éclipses  observées  dans  une  période  de 
i4o  années  et  trouva  8"i3*  pour  le  temps  que  la  lumière  met  à 
parcourir  le  demi  grand  axe  de  l'orbite  terrestre. 

La  découverte  de  l'aberration  par  Bradley  eut  lieu  de  1726 
à  1728  ;  elle  fut  donc  postérieure  de  5o  ans  aux  travaux  de  Rœmer. 
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CHAPITRE  XVI. 

LA  TERRE. 

APERÇU  HISTORIQUE  CONCERNANT   l' ÉTUDE  DE   SA  FORIIE  ET  DE  SES  DIMENSIONS. 


225.  Forme  de  la  Terre.  Développement  historique  des  idées  sur 
la  forme  de  la  Terre.  —  Ptolémée  {Syntaxe,  Chap.  H)  admet 
que  la  Terre  est,  dans  son  ensemble,  sensiblement  sphérique. 
Pour  justifier  ce  postulat,  il  dit  que  la  Terre  n'est  ni  plate, 
ni  creuse,  ni  polyédrique,  ni  cylindrique.  Cette  argumentation, 
donnée  déjà  deux  siècles  auparavant  par  Posidonius,  est  manifes- 
tement insuffisante. 

Les  remarques  classiques  que  Ptolémée  reproduit  sur  la  façon 
dont  on  aperçoit  en  mer  les  hauteurs  situées  au  delà  du  cercle  de 
rhorizon  ne  constitueraient  une  démonstration  que  si  elles  étaient 
liées  à  des  mesures  qui  ne  peuvent  être  assez  précises.  Cependant 
Ptolémée  ne  signale  pas  Targumentle  plus  probant  que  Tantiquilé 
ait  connu,  la  forme  constamment  circulaire  delà  limite  de  l'ombre 
de  la  Terre  dans  les  éclipses  de  Lune.  Il  dit  en  vérité  que  les  dif- 
férences des  heures  observées  pour  une  même  éclipse  sont  pro- 
portionnelles aux  distances;  mais  il  est  bien  peu  probable  que 
cette  assertion  fût  alors  justifiée,  les  mesures  de  longitudes  ayant 
été  assurément  fort  rares  dans  l'antiquité. 

Posidonius  avait  signalé  un  argument  d'ordre  physique,  fondé 
sur  les  conditions  d'équilibre  de  la  masse  terrestre.  Regardant  la 
Terre  comme  immobile,  il  considérait  que  la  figure  d'équilibre 
doit  dépendre  de  la  direction  de  la  pesanteur,  et,  admettant  que  la 
verticale  passe  par  un  point  fixe,  le  centre  du  monde,  il  concluait 
à  la  sphéricité  de  la  surface. 

De  Ptolémée  jusqu'à  la  fin  du  moyen  âge  la  question  ne  fît  aucun 
progrès. 

Dans  la  seconde  moitié  du  xvi*'  siècle,  les  découvertes  de  Co- 
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perDic,  de  Galilée  et  de  Kepler  renouvelèrent  les  doctrines  astro- 
nomiques. En  1602,  Galilée  trouvait  les  lois  de  la  chute  des  corps, 
celles  du  pendule,  et  fondait  la  Mécanique.  En  1666,  Newton  dé- 
couvrait la  gravitation  universelle.  Peu  après  l'astronome  Picard 
(^Mesure  de  la  Terre,  Paris,  1671)  soupçonnait  que  la  sphère  n'est 
qu'une  première  approximation  de  la  forme  de  la  Terre.  Hiiygens 
étudiait  (1673)  le  pendule  composé,  le  mouvement  produit  par 
une  force  centrale,  et  signalait  l'influence  de  la  pesanteur  sur  la 
forme  de  la  Terre.  Il  admettait  encore  un  seul  centre  d'attraction 
et,  adoptant^  pour  le  rapport  de  la  force  centrifuge  à  la  pesanteur 
à  l'équateur,  trouvait  l'aplatissement  égal  à  -jy^,  de  moitié  trop 
faible.  En  1686,  Newton  {Principes,  Liv.  III,  prop.  19)  jetait  les 
premiers  fondements  de  la  vraie  théorie  de  la  figure  de  la  Terre. 
Supposant  le  sphéroïde  homogène,  et  regardant  l'attraction  sur 
un  point  comme  émanée  de  tous  les  autres,  il  trouvait  comme 
forme  du  sphéroïde  l'ellipsoïde  de  révolution  aplati,  et  comme 
valeur  de  l'aplatissement  ^|^.  Dans  la  proposition  10  du  même 
Livre  des  Principes  il  conjecture  que  la  densité  moyenne  est 
cinq  ou  six  fois  celle  de  l'eau.   Nous   parlerons  plus  loin   des 
immenses  travaux  par  lesquels,  depuis,  l'aplatissement  a  été  con- 
staté et  mesuré.  Disons  ici  que  les  idées  de  Newton  ne  furent  pas 
immédiatement  admises  sans  conteste.  Elles  expliquaient  cepen- 
dant pourquoi  Richer,  à  Cayenne  (1672),  dut,  pour  avoir  un  pen- 
dule à  secondes,  raccourcir  d'une  ligne  \  celui  qu'il  avait  apporté 
de  Paris,  et  il  n'y  avait  guère  d'erreur  possible,  Richer,  de  retour 
à  Paris,  ayant  dû  allonger  de  nouveau  son  pendule.  Mais  les  doutes 
ne  pouvaient  être  aisément  levés,  la  prolongation  de  l'arc  de  mé- 
ridien de  Picard,  d'Amiens  à  Dunkerque  par  La  Hire,  de  Paris  à 
CoUioure  parCassini,  ayant  donné  pour  le  degré  moyen  des  valeurs 
décroissantes  avec  la  distance  au  pôle  : 

Entre  Bourges  et  Paris 67097 

»       Paris  et  Amiens 57060 

»       Paris  et  Dunkerque 66960 

Dans  la  Jig.   87    la    courbe  N^NN^    représente    l'enveloppe 

des  normales  aux  divers  points  d'un  quart  de  méridien  EAP,  de 

centre  O,  EN^.  étant  la  normale  à  l'équateur,  PN^  la  normale  au 

pôle,  AN  la  normale  en  un  point  quelconque  A.  Si  la  longueur 

B.  -  IL  24 
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de  l'arc  de  méridien  correspondant  à  une  petite  différence  donnée 
de  latitude  décroît  de  l'équateur  au  pôle,  le  rayon  de  courbure 
décroît  en  même  temps  et  la  courbe  N^NN^  tourne  sa  convexité 
versOE.  Par  une  propriété  intuitive  de  la  développée,  on  a 

Fig.  37. 

Pr 


On  a  aussi 
d'où,  par  addition, 


ONp-hNeO>N^NN,„ 
OP  >  OE. 


La  diminution,  de  l'équateur  au  pôle,  de  la  longueur  d'un  arc  de 
méridien  correspondant  à  une  même  différence  de  latitude  suppo- 
serait donc  la  Terre  allongée  au  pôle. 

Les  doutes  furent  définitivement  levés  au  milieu  du  xviii*  siècle 
par  la  mesure,  dont  nous  parlerons  plus  loin,  d'arcs  de  méridien 
en  Laponie  et  au  Pérou  ;  la  comparaison  des  valeurs  obtenues  pour 
le  degré  moyen  :  56776  toises  au  Pérou,  67070  en  France,  67419 
en  Laponie,  prouva  d'une  manière  incontestable  que  la  Terre  est 
aplatie  au  pôle,  et  confirma  les  idées  de  New^ton. 

En  1774?  Maskelyne,  au  mont  Shehallien  en  Ecosse,  détermina 
par  une  triangulation  la  distance  de  deux  points  situés  de  part  et 
d'autre  de  la  montagne;  il  calcula  aussi  cette  distance  en  partant 
des  valeurs  admises  pour  les  dimensions  de  la  Terre  et  de  la  diffé- 
rence des  latitudes  des  deux  points  déterminée  astronomiquement. 
La  comparaison  des  résultats  mit  en  évidence  une  déviation  de  la 
verticale  due  à  l'attraction  de  la  montagne.  La  masse  de  la  mon- 
tagne étant  connue  par  des  considérations  géologiques,  la  dévia- 
tion mesurée  pouvait  donner  le  rapport  de  la  masse  de  la  Terre 
à  celle  de  la  montagne.  La  discussion  des  observations  conduisit 
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Hutton  (Trans.  phiL,  1778)  à  attribuer  à  la  Terre  une  densité 
moyenne  égale  à  4)9f>î  conforme  aux  conjectures  de  Newton.  Ces 
travaux  de  Maskelyne  et  Hutton  sont  les  premiers  qui  aient  laissé 
entrevoir  la  complication  des  problèmes  de  la  Géodésie. 

226.  Indications  sommaires  concernant  les  recherches  mathé- 
matiques relatives  à  la  forme  de  la  Terre.  —  L'exposé  des  re- 
cherches mathématiques  concernant  la  figure  de  la  Terre,  c'est- 
à-dire  la  figure  d'équilibre  d'une  masse  fluide  dont  les  éléments 
s'attirent  suivant  la  loi  de  Newton,  sortirait  entièrement  du  cadre 
de  cet  Ouvrage.  Il  est  essentiel  pourtant  de  rappeler  que  la  pesan- 
teur en  un  point  de  la  surface  est  la  résultante  des  forces  attractives 
provenant  des  autres  points  et  de  la  force  cen trifuge  au  pointcon- 
sidéré.  C'est  Hujgens  qui,  le  premier,  a  déterminé  la  force  cen- 
trifuge en  chaque  point  de  la  Terre  et  a  montré  qu'à  l'équateur 
elle  est  ^  de  l'intensité  de  la  pesanteur;  en  tout  point  de  la  Terre 
elle  est  dirigée  suivant  le  rayon  du  parallèle  de  ce  point  et  son  in- 
tensité est  proportionnelle  au  carré  du  cosinus  de  la  latitude. 

Clairaut,  dans  son  admirable  Ouvrage  Figure  de  la  Terre, 
a  donné  les  conditions  d'équilibre  d'une  masse  fluide  hétéro- 
gène animée  d'un  mouvement  de  rotation  lent  et  formée  de 
couches  ellipsoïdales  concentriques  dont  chacune  est  homogène, 
dont  les  éléments  sont  d'ailleurs  soumis  à  leurs  attractions  mu- 
tuelles, suivant  la  loi  de  Newton;  Clairaut  a  montré  qu'une  telle 
masse  peut  être  en  équilibre  si  toutefois  on  néglige  les  carrés  des 
ellipticités  et  celui  de  la  vitesse  de  rotation.  Des  nombreux  résul- 
tats trouvés  par  Clairaut,  nous  signalerons  les  suivants  :  Dans  la 
figure  d'équilibre,  toutes  les  surfaces  limitant  les  couches  sont  de 
révolution  autour  de  l'axe  de  rotation,  sont  aplaties  suivant  cet 
axe  et  tous  les  points  ont  la  même  vitesse  angulaire.  Les  ellipticités 
et  leurs  rapports  aux  cubes  des  petits  axes  vont  en  augmentant  de 
la  surface  au  centre. 

Soient  e  l'ellipticité  de  la  surface  extérieure  (rapport  de  la  diffé- 
rence des  axes  au  plus  petit),  g  la  pesanteur  en  un  point  de  cette 
surface  de  latitude  tj*,  g^  ei  g'^  les  valeurs  de  g  et  de  la  force  cen- 
trifuge à  l'équateur;  on  a  la  relation 
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connue  sous  le  nom  de  théorème  de  Clairaut.  De  plus  e  esl 
compris  entre  -  et  -^» 

Laplace  a  donné,  dans  \2i  Mécanique  céleste,  une  théorie  analy- 
tique très  différente  de  celle  de  Clairaut,  dont  il  a  retrouvé  d'ailleurs 
les  résultats. 

Ajoutons  que  M.  Hamy  a  démontré  récemment  qu'une  masse 
fluide  en  équilibre  relatif,  dans  laquelle  la  densité  croît  de  la  sur- 
face au  centre,  ne  peut  rigoureusement  admettre  des  ellipsoïdes 
comme  surfaces  de  séparation  des  couches  successives. 

En  fait,  il  semble  bien  que  la  constitution  des  corps  célestes  ne 
soit  pas  fort  régulière,  si  du  moins  Ton  en  juge  par  ce  que  Ton 
constate  dans  les  régions  de  la  Terre  voisines  de  la  surface.  La 
Géodésie  montre  qu'il  est  impossible  de  représenter  la  surface  de 
la  Terre  par  une  équation  simple  :  Gauss  remarque  qu'eu  égard 
aux  irrégularités  constatées  de  la  distribution  de  la  densité,  on 
doit  non  pas  être  surpris  de  ce  résultat,  mais  bien  plutôt  s'étonner 
que  les  irrégularités  de  la  surface  ne  soient  pas  plus  grandes. 

De  plus,  la  masse  terrestre  n'est  pas  simplement  une  masse 
fluide  en  équilibre  relatif;  on  ne  peut  affirmer  que  la  masse  fluide 
interne  soit  rigoureusement  en  équilibre,  et  il  est  incontestable 
qu'il  y  a  un  reste  de  mobilité  de  ]a  croûte  solide.  Seulement  les 
écarts  dont  il  s'agit  sont  presque  insensibles. 

Sans  insister  davantage  sur  les  développements  de  la  théorie 
mathématique  de  la  figure  de  la  Terre,  nous  poursuivrons  l'exposé 
historique  des  principaux  travaux  de  mesure  exécutés  en  vue  d'en 
déterminer  la  forme  et  les  dimensions. 

227.  Indication  des  mesures  successives  d'arcs  de  méridien. 
—  Les  anciens  ont  laissé  diverses  évaluations  de  la  circonférence 
de  la  Terre  :  Aristote,  Archimède,  Eratosthène,  Posidonius,  Pto- 
lémée.  De  ces  mesures,  celle  d'Eratosthène  parait  seule  fondée 
sur  des  mesures  sérieuses.  Le  Soleil,  le  jour  du  solstice,  était  au 
zénith  de  Syène;  à  Alexandrie,  le  même  jour  il  en  était  à  7^*1  a'. 
La  distance  des  deux  villes  avait  été  mesurée  peut-être  par  des 
bématistes  dont  la  profession  était  la  mesure  des  distances  d'après 
le  compte  des  pas.  Eratosthène  trouva  pour  la  circonférence  de  la 
Terre,    d'après   Cléomède,    aSoooo   stades,   d'après  Hipparque 
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252 ooo.  M.  P.  Tannery,  dans  ses  Recherches  sur  V histoire  de 
VAstronomie  ancienne^  estime  qu'Eratoslhène  a  pu  prendre, 
pour  révaluation  de  la  différence  de  latitude  et  pour  tenir  compte 
de  la  différence  (3  degrés)  de  longitude,  plus  de  précautions  que  ne 
Findiquent  les  auteurs  qui  ont  rapporté  sa  mesure.  Discutant 
suivant  les  idées  de  Fr.  Hultsch  {Grieschische  und rômische  Me- 
trologie)  les  diverses  valeurs  du  stade,  M.  P.  Tannery  trouve 
comme  \aleur  probable  du  stade  d'Eratosthène  i57°*,5o,  ce  qui, 
pour  262000  stades,  donne  Sgôgo*^"*. 

Vers  833,  des  astronomes  arabes,  sur  Tordre  du  Kalife  Al-Ma- 
moun,  mesurèrent  un  arc  d^un  degré  dans  le  désert  de  Sandgiar, 
entre  Racca  et  Palmyre,  et  trouvèrent  56  milles  arabes  |,  ou  58700 
toises.  Il  est  d^ailleurs  impossible  d'attacher  grande  confiance  à 
cette  mesure. 

En  1 528,  un  médecin  français,  Fernel,  s'avança  au  nord  de  Paris, 
vers  Amiens,  en  comptant  le  nombre  de  tours  de  roue  de  sa  voi- 
ture. Il  trouva  pour  l'arc  d'un  degré  56^46  f  toises  anciennes  ou 
57077  toises  nouvelles  (la  toise  ayant  été  raccourcie  de  5  lignes 
en  1668).  Lalande,  reprenant  les  calculs,  trouva  57070  toises, 
nombre  d'une  exactitude  surprenante  eu  égard  à  l'imperfection  du 
procédé  de  mesure. 

Snellius,  mathématicien  hollandais,  eut  Tidée  de  déterminer  par 
une  triangulation  (i6i5)  la  distance  méridienne  des  parallèles 
de  deux  points,  Alkmaer  et  Bergen-op-Zoom,  et  par  des  mesures 
astronomiques  la  différence  des  latitudes  de  ces  points.  Il  poussa 
ensuite  cette  triangulation  jusqu'à  Malines.  Cette  dernière  mesure, 
recalculée  par  Musschenbrœk  en  1729,  donna  pour  l'arc  d'un 
degré  57o33  toises;  Snellius  avait  trouvé  d'abord  55 100  toises. 

Cette  méthode,  la  seule  qui  soit  appliquée  aujourd'hui^  ne  fut 
pas  adoptée  de  suite,  car  en  i636,  un  marin  anglais,  Norwood, 
détermina  la  différence  de  latitude  de  Londres  et  York  par  les 
hauteurs  du  Soleil,  les  1 1  juin  i633  et  i635.  Il  mesura  la  route  à 
la  chaîne  en  tenant  compte  des  déviations  du  méridien  mesurées  à 
la  boussole  et  des  différences  de  niveau.  Il  trouva  574^4  toises. 
En  1645,  Riccioli  et  Grimaldi  trouvèrent  62660  toises  en  mesu- 
rant les  distances  zénithales  mutuelles  de  deux  points  situés  à  des 
altitudes  connues,  très  inégales,  d'où  ils  déduisirent  l'angle  des 
verticales  de  ces  deux  points;  la  distance  horizontale  de  ces  deux 
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points  avait  été  mesurée  par  une  triangulation.  Ce  procédé  était 
gravement  affecté  par  les  réfractions. 

Nous  avons  mentionné  au  n*^  225  l'Ouvrage  où  Picard  a  donné 
la  longueur  de  l'arc  de  méridien  compris  entre  Paris  et  Amiens. 
Picard  est  le  premier  qui  ait  pris  les  précautions  nécessaires.  11 
effectua  une  triangulation;  il  employait  des  lunettes  à  réticule, 
mesurait  les  angles  avec  un  quart  de  cercle  à  lunette,  prenait  les 
distances  zénithales  avec  un  grand  secteur  zénithal  construit 
tout  exprès,  calculait  la  réduction  des  angles  au  centre  de  la 
station.  Il  avait  mesuré  une  base  avec  une  toise  étalonnée.  Il  trouva 
57060  toises.  La  discussion  des  observations  de  Picard  fut  reprise 
au  siècle  suivant.  On  reconnut  que  sa  toise  était  plus  courte  de 
0,001  que  celle  de  l'Académie;  Lemonnier  appliqua  à  ses  observa- 
tions astronomiques  l'aberration  et  la  nutation,  Lacaille  tint 
compte  de  la  réfraction  et  trouva  finalement  une  valeur  du  degré 
très  voisine  de  celle  donnée  par  Picard.  Les  erreurs  inévitables 
commises  par  Picard  s'étaient  presque  entièrement  compensées. 

Au  milieu  du  xviii®  siècle,  TAcadémie  des  Sciences,  comme 
il  a  été  dit,  fit  mesurer  deux  arcs  de  méridien,  l'un  près  du  pôle, 
l'autre  à  l'équateur,  et  fit  reprendre  par  Cassini  de  Thury  la 
mesure  de  la  méridienne  de  France.  Ce  dernier  travail  fut 
exécuté,  en  grande  partie,  par  La  Caille  qui  en  publia  les  résul- 
tats dans  la  Méridienne  vérifiée,  Ouvrage  qui  servit  de  fonde- 
ment à  la  première  Carte  de  France,  dite  Carte  de  Cassini,  pu- 
bliée par  souscription  nationale  au  nom  de  l'Académie  des  Sciences, 
de  1744  à  1793. 

Godin,  Bouguer,  La  Condamine  allèrent  au  Pérou  où,  après 
neuf  années  d'efforts  extraordinaires,  de  1785  à  1748,  ils  parvin- 
rent à  mesurer  un  arc  de  3**7'3'',  dans  la  vallée  formée  entre  Quito 
et  Cuença  par  les  deux  chaînes  de  la  Cordillère  des  Andes.  L'ex- 
trémité nord  était  à  la  station  de  Cotchesqui,  non  loin  de  Quito, 
à  o°2'3i", 22  de  latitude  nord  (d'après  une  revision  des  observa- 
tions faite  par  Delambre),  l'extrémité  sud  à  Tarqui,  par  3**4'3i',9 
de  latitude  sud.  On  mesura  une  base  de  6  milles,  7,  vers  l'extrémité 
nord,  à  l'altitude  7850  pieds;  la  base  sud,  de  4  milles, 6,  était  à 
1000  pieds  plus  haut  que  la  première.  Les  sommets  de  certains 
triangles  étaient  à  i4ooo  pieds.  La  mesure  de  la  base  nord  prit 
vingt-cinq  jours,  celle  de  la  base  sud  dix.  Chaque  base  était  me- 
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surée  deux  fois  simultanément,  les  savants  qui  composaient  l'ex- 
pédition s'étant  divisés  en  deux  groupes  qui  mesuraient  en  sens 
inverse.  On  employait  des  règles  à  bout  que  Ton  comparait 
chaque  jour  à  une  règle  de  fer  poli  de  17  lignes  de  largeur  sur 
4,5o  d'épaisseur  connue  depuis  sous  le  nom  de  toise  du  Pérou, 
que  Godin  avait  ajustée  sur  la  loise  étalon  fixée,  en  1668,  au  pied 
de  l'escalier  du  grand  Châtelet  de  Paris.  Godin  en  avait  fait  faire 
une  seconde  (nommée  depuis  toise  du  Nord)^  aussi  identique  que 
possible  à  la  première,  qui  devait  être  conservée  à  l'Académie,  et 
qui  fut  emportée  par  l'expédition  chargée  de  mesurer  un  arc  en 
Laponie.  La  Condamine  étudia  soigneusement  les  divisions  des 
quarts  de  cercle  très  défectueux  qui  servirent  à  la  mesure  des  angles, 
ce  qui  permit  de  réduire,  sauf  dans  quatre  cas,  à  moins  de  10'',  Ter- 
reur de  la  somme  des  angles  de  chaque  triangle.  La  détermination 
des  latitudes  avec  des  secteurs  de  12  ou  18  pieds  de  rayon  coûta 
plusieurs  années  de  travail;  nombre  d'observations  furent  reje- 
tées et  finalement  l'amplitude  de  l'arc  mesuré  fut  conclue  d'ob- 
servations simultanées  de  e  Orion  faites  du  29  novembre  174*^ 
au  i5  janvier  1743  par  Bouguer  à  Cotchesqui  et  La  Condamine 
à  Tarqui.  Bouguer,  La  Condamine  et  les  officiers  espagnols 
publièrent  de  ce  voyage  trois  relations  distinctes  :  Bouguer,  la 
Figure  de  la  Terre,  La  Condamine,  Les  trois  premiers  degrés 
de  V hémisphère  austral;  les  Espagnols,  Voyage  historique  dans 
V Amérique  méridionale. 

En  juillet  1736,  Maupertuis,  Clairaut,  Camus,  Lemonnier, 
l'abbé  Outhier  et  Celsius,  professeur  à  Upsal,  se  rendirent  à 
Tornea,  ville  située  à  l'embouchure  de  la  rivière  du  même  nom^ 
au  nord  du  golfe  de  Botnie.  La  rivière  court  sensiblement  du 
nord  au  sud  entre  de  hautes  montagnes.  L'arc  mesuré  s'étendit 
entre  Tornea  au  sud  et  Kittis  au  nord.  La  triangulation  compre- 
nait, outre  les  observations  extrêmes,  sept  stations  situées  sur  le 
sommet  de  montagnes  préalablement  défrichées,  où  l'on  employait 
comme  signaux  des  cônes  formés  de  grands  arbres  dépouillés  de 
leur  écorce  et  peints  en  blanc.  En  outre,  on  avait  rattaché  à  la 
triangulation  les  deux  extrémités,  d'une  base  située  vers  le  milieu 
de  la  suite  des  triangles  et  mesurée  sur  la  rivière  gelée  elle-même. 
La  mesure  de  la  base  fut  faite,  comme  celle  du  Pérou,  par  deux 
groupes,  au  moyen  de  huit  règles  de  5  toises  comparées  à  la  toise 
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du  Nord.  La  double  mesure  de  la  base,  de  8,9  milles,  occupa 
sept  jours,  du  21  au  28  décembre,  en  pleine  nuit.  Les  deux  me- 
sures concordèrent,  à  4  pouces  près.  Au  Pérou,  les  écarts  n^avaient 
pas  dépassé  3  pouces.  On  mesura  les  angles  des  triangles  au  moyen 
d'un  quart  de  cercle  de  2  pieds  de  rayon  pourvu  d'un  micromètre. 
Le  centre  de  l'instrument  était  toujours  placé  au  centre  de  la  sta- 
tion. La  mesure  des  angles  avait  duré  soixante-trois  jours.  On  dé- 
termina l'amplitude  de  l'arc  par  des  observations  de  8  Dragon,  faites 
près  du  zénith  d'abord  à  Kittis,  puis  à  Tornea,  au  moyen  d'un 
secteur  zénithal  de  9  pieds  de  rayon  et  5°3o'  d'amplitude.  L'arc 
fut  trouvé  de  57'26",93.  L'azimut  fut  mesuré  à  Kittis  par  les  pas- 
sages du  Soleil  aux  plans  verticaux  des  deux  stations  les  plus  voi- 
sines. Nierai  et  Pullingi. 

Le  degré  ayant  été  trouvé  bien  plus  grand  qu'à  Paris,  on  déter- 
mina une  seconde  fois  l'amplitude  et  l'azimut  à  Tornea,  en  me- 
surant a  Dragon.  On  obtint  l'azimut  à  Tornea  en  observant  un 
jour  l'angle  entre  le  Soleil  levant  et  l'un  des  signaux  voisins,  Niwa, 
le  lendemain  l'angle  entre  le  Soleil  couchant  et  un  autre  signal, 
Kakama.  On  trouva,  entre  l'azimut  ainsi  déterminé  et  celui  qu'avait 
donné  le  calcul  de  la  triangulation  en  partant  de  l'azimut  déter- 
miné à  Kittis,  un  écart  de  i^".  L'écart  entre  les  déterminations 
astronomiques  et  les  calculs  géoJésiques  semblait  indiquer  que 
l'arc  était  trop  long  de  200  toises,  ou  l'amplitude  trop  faible  de  12''. 
La  relation  du  voyage  a  été  publiée  par  l'abbé  Outhier,  en  1736-37, 
sous  le  titre  :  Journal  d^un  voyage  au  nord.  En  1801,  une  ex- 
pédition suédoise,  organisée  sous  la  direction  de  Svanberg  pour 
reprendre  la  mesure  du  même  arc,  trouva  220  toises  de  moins 
pour  le  degré.  Svanberg  avait  retrouvé  à  peu  près  les  stations  de 
Maupertuis;  mais  il  n'établit  pas  ses  observatoires  extrêmes  aux 
mêmes  points,  de  sorte  que  l'amplitude  de  l'arc  de  Maupertuis  n'a 
pas  été  vérifiée  (Svanberg,  Exposition  des  opérations  faites  en 
Laponie;  Stockholm,  i8o5). 

Depuis  la  fin  du  xviii®  siècle  des  travaux  géodésiques  considé- 
rables ont  été  conduits  à  bonne  fin. 

En  1783,  la  Société  royale  de  Londres  chargea  le  général  Roy 
de  relier  Paris  à  Greenwich,  de  concert  avec  Cassini,  Méchain  et 
Delambre.  Les  astronomes  français  employèrent  pour  la  première 
fois,  dans  cette  opération,  le  cercle  répétiteur  inventé  par  Borda; 
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les  Anglais  se  servirent  de  théodolites  de  Ramsden  de  3  pieds  de 
diamètre.  Pour  la  mesure  de  la  base  on  employa  des  tubes  de 
verre  de  20  pieds  de  long  dont  la  dilatation  avait  été  étudiée,  et 
dont  la  température  était  donnée  par  deux  thermomètres.  Le  de- 
gré moyen  fut  27404^0  pieds  anglais. 

En  mars  1791,  la  Convention  ayant,  sur  la  proposition  d'une 
commission  formée  de  Borda,  Lagrange,  Laplace,  Monge  et  Con- 
dorcet,  défini  l'unité  de  longueur  légale,  le  mètre,  comme  étant  la 
4oooo*  partie  de  la  longueur  d'un  inéridîen  terrestre,  décida  la 
mesure  de  l'arc  de  méridien  compris  entre  Dunkerque  et  Barce- 
lone. Delambre  mesura  la  partie  située  au  nord  du  4^*  degré  de 
latitude,  Méchainla  partie  sud.  Leurs  travaux,  commencés  en  juin 
1792,  furent  continués  au  milieu  des  plus  grands  dangers.  Deux 
bases  furent  mesurées,  à  Melun  et  à  Carcassonne,  au  moyen  de 
quatre  règles  construites  par  Borda,  dont  l'une  fut  comparée  à  la 
toise  du  Pérou.  Les  angles  furent  mesurés  au  moyen  de  quatre 
cercles  répétiteurs  de  Lenoir.  On  détermina  astronomiquement 
cinq  azimuts,  à  Watten,  Paris,  Bourges,  Carcassonne,  Montjouy. 
Les  écarts  entre  les  azimuts  mesurés  et  calculés  atteignirent  Sg". 
Delambre  ne  put  les  expliquer.  La  comparaison  des  résultats  avec 
des  valeurs  de  l'arc  du  Pérou  donna  pour  le  mètre  443S298. 
Le  travail  de  Delambre  et  Méchain  fut  publié,  en  1806,  dans 
rOuvrage  intitulé  :  Base  du  système  métrique  décimal.  L'arc 
français  fut  prolongé  par  Biot  et  Arago  jusqu'à  l'île  de  Formentera. 

228.  Travaux  géodésiques  modernes.  —  Récemment,  les  offi- 
ciers du  Dépôt  de  la  Guerre,  actuellement  Service  géodésique 
de  C Armée,  notamment  le  général  Perrier,  MM.  Bassot  et  Des- 
forges, ont  repris  toute  la  triangulation  française  ^  la  Commission 
de  la  Carte  d^Espagne,  aujourd'hui  Institut  de  Géographie 
et  de  Statistique,  sous  la  direction  du  général  Ibanez,  a  pour- 
suivi la  triangulation  en  Espagne  et  les  officiers  des  deux  nations 
ont  opéré  la  jonction  de  l'Espagne  à  l'Algérie.  Ces  travaux  ont  été 
exécutés  au  moyen  d'instruments  construits  par  Brunner  père  et 
par  ses  fils,  appareils  dont  nous  indiquerons  plus  loin  les  principes  ; 
nous  nous  bornerons  à  dire  ici  que  la  méthode  de  la  répétition  des 
angles  a  été  abandonnée  et  remplacée  par  la  méthode  de  la  réité- 
ration, imaginée,  en  1867,  par  le  général,  alors  capitaine  Perrier. 
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En  i838,Bessel  et  Baeyer publièrent  l'Ouvrage  intitulé:  Grad- 
messung  in  Ostpreussen  und  ihre  Ferbindung,  etc.;  ils  avaient 
employé  pour  la  mesure  des  angles  deux  théodolites,  l'un  de 
i5  pouces,  l'autre  de  12  pouces  de  diamètre,  le  second  répétiteur; 
pour  celle  du  temps  et  des  latitudes  un  instrument  des  passages 
de  I  pouce  \  d'ouverture  et  21  pouces  de  distance  focale,  et  pour 
la  mesure  de  la  base  (935  toises)  un  instrument  combiné  parBessel, 
analogue  à  celui  de  Borda.  Les  observations  furent  discutées  par 
la  méthode  des  moindres  carrés.  Bessel  et  Baeyer  avaient  mesuré 
une  chaîne  de  triangles  orientée  du  nord-est  au  sud-ouest,  des- 
tinée à  relier  les  triangulations  de  l'Europe  occidentale  avec  celle 
de  la  Russie.  Le  degré  mesuré  n'était  ni  un  degré  de  méridien,  ni 
un  degré  de  parallèle,  et  la  détermination  des  latitudes  et  azimuts 
extrêmes  permettait  de  déduire  les  deux  demi-axes  de  l'ellipsoïde 
terrestre. 

Des  travaux  importants  ont  été  exécutés  aux  Indes  par  des 
officiers  anglais;  ces  travaux  ont  été  commencés  de  1808  à  1828, 
successivement  par  les  colonels  Lambton  et  Everett,  au  moyen  de 
deux  chaînes  d'acier,  un  secteur  zénithal  de  Ramsden,  un  théodo- 
lite de  18  pouces  et  un  autre  de  36  pouces.  Ce  dernier  avait  élé 
faussé,  en  1808,  par  accident  et  plus  ou  moins  insuffisamment  ré- 
paré; vers  i83o,  tous  ces  instruments  furent  remplacés  par  deux 
théodolites  de  36  pouces,  deux  cercles  verticaux  de  même  diamètre, 
et  les  chaînes  pour  la  mesure  des  bases  par  un  appareil  de  Colby; 
les  travaux  ont  été  poursuivis  depuis  par  Waugh,  puis  par  Walker. 
Dix  bases  ont  élé  mesurées;  les  déterminations  de  Lambton  s'éten- 
dant  du  cap  Comorin  (lat.  8^)  à  Damargida  (i8°3')  ont  été  re- 
prises et  poussées  jusqu'à  la  latitude  de  32°.  L'influence  de  l'Hima- 
laya s'est  manifestée  nettement,  produisant  sur  la  latitude  de  la 
station  de  Takalkhera  une  déviation  d'environ  5".  Les  travaux 
exécutés  aux  Indes  ont  été  publiés,  par  Everett,  dans  les  Ouvrages 
suivants  :  An  accoiint  of  the  measurement  of  an  arc  of  the 
meridian  between  the parallels  0/1 8**  3' et  24**  7',  Londres,  i83o; 
et  An  account  of  the  measurement  of  two  sections  of  the  meri- 
dional  arc  of  India,  1847,  et,  depuis,  par  Walker. 

W.  Struve  a  publié,  en  1868,  deux  Volumes  intitulés  :  Arc  du 
méridien  de  25°  20'  entre  le  Danube  et  la  mer  Glaciale^  mesuré 
depuis  1816  jusqu^à  i85d.  La  triangulation  comprend  i58  tri- 
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angles  sans  compter  ceux  qui  ont  servi  au  rattachement  des 
dix  bases;  la  latitude  et  l'azimut  ont  été  déterminés  en  treize  sta- 
tions. Les  mesures  ont  été  effectuées  de  45°  20'  à  56® 3o'  de  la 
latitude  par  le  général  de  Tenner,  de  56°  3o'  à  65°  5o'  par  W. 
Stru\e,  de  65° 5o'  à  68° 54'  par  Selander,  de  68° 54  à  70^40'  par 
Hansteen. 

En  Angleterre,  le  capitaine  Clarke  a  publié,  en  i858,  dans 
l'Ouvrage  intitulé  :  Account  of  the  observations  and  calcula-- 
tions  of  the  principal  triangulation,  etc.,  les  travaux  com- 
mencés, en  1783,  par  le  général  Roy,  continués  de  1809  à  1846 
par  le  colonel  Colby  et  terminés  sous  la  direction  du  général 
James.  La  contrée  est  couverte  d'un  vaste  réseau  de  Scilly  aux 
Shetland.  La  triangulation  du  nord  de  la  France  a  été  reliée  à  celle 
d'Angleterre  par  la  Belgique.  L'arc  français  primitif  de  Paris  à 
Amiens  est  donc  remplacé  par  une  vaste  triangulation  s'étendant 
de  l'Algérie  aux  Shetland. 

Au  Cap  de  Bonne-Ëspérance,  Sir  Thomas  Mac-Lear  a  vérifié  et 
étendu,  entre  les  latitudes  29°44'  ^t  34°3i',  un  arc  de  méridien 
primitivement  mesuré  par  La  Caille  (  Vérification  and  extension 
of  La  Caillées  arc  of  meridian  at  the  Cape  of  Good  Hope,  by 
Sir  Thomas  Mac-Lear  ;  F^ondon,  1866). 

En  Europe,  les  arcs  français  et  russes  ont  été  reliés  par  les 
soins  de  l'Association  géodésique  internationale.  Une  triangula- 
tion commencée  en  1857  par  W.  Struve  a  été  effectuée  sur  le  pa- 
rallèle de  52®  de  latitude  de  l'Oural  à  l'Irlande  sur  68® 3 1'  de  dif- 
férence de  longitude. 

Des  travaux  importants,  publiés  dans  les  rapports  annuels  de 
The  United  States  Coast  and  Geodetic  Survey^  sont  exécutés 
aux  États-Unis;  d'autres  l'ont  été  au  Brésil  et  au  Chili. 

Nous  n'avons,  dans  ce  qui  précède,  insisté  que  sur  les  travaux 
relatifs  aux  territoires  les  plus  étendus;  nous  devons  cependant 
rappeler  la  triangulation  du  Hanovre  par  Gauss,  antérieurement 
aux  travaux  de  Baeyer  et  Bessel. 
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CHAPITRE  XVII. 

FORME  DE  LA  TERRE  :  INSTRUMENTS  ET  MODES  DE  MESURE. 

MESURE  DES  BASES  ET  DES  ANGLES  :  RÈGLES,  ALTAZIMUT,  SIGNAUX.  DÉTERMI- 
NATION, DANS  UN  OBSERVATOIRE  OU  EN  VOYAGE,  DE  l'HEURE,  DE  LA  LATI- 
TUDE,  DE   LA  longitude;   AZIMUT   D*UN  SIGNAL  GÈODÈSIQUE. 


229.  Instruments  de  mesure  des  bases*  —  La  mesure  d^une  base 
de  quelques  kilomètres  de  longueur  est  une  opération  difficile  qui 
exige  les  instruments  les  plus  précis  et  les  précautions  les  plus 
minutieuses. 

Nous  supposerons  d'abord,  pour  la  facilité  de  Texposition,  que 
l'on  ait  réussi  à  tracer  sur  le  sol,  dans  un  plan  vertical,  une  ligne 
horizontale  et  qu'on  en  veuille  mesurer  directement  la  longueur. 

On  a  longtemps  employé  un  procédé  consistante  placer  l'une  à 
la  suite  de  l'autre  des  règles  de  longueurs  connues,  et  à  mesurer 
les  intervalles  qui  séparent  les  extrémités  successives  de  ces  règles. 
Les  règles  sont  à  bouts  ou  à  traits.  Dans  le  dernier  cas,  les  traits 
sont  tracés  sur  des  lames  d'argent,  d'or  ou  de  platine,  incrustées 
dans  les  règles.  Dans  le  premier  les  bouts  sont  des  cylindres  ter- 
minés par  des  disques  plans  ou  convexes  en  métal  poli. 

La  longueur  comprise  entre  les  traits  et  les  bouts  de  chaque 
règle  est  déterminée  une  fois  pour  toutes  par  une  comparaison 
avec  une  règle  étalon.  L'unité  universellement  adoptée  est  la  toise 
du  Pérou.  Il  résulte  des  recherches  de  M.  C.  Wolf,  que  cette  toise 
et  la  toise  du  Nord  existent  à  V Observatoire  de  Paris,  avec  des 
caractères  irrécusables  d^ authenticité  et  dans  un  état  de  con- 
servation qui  permet  de  les  considérer  comme  identiques  à 
ce  qu^ elles  étaient  à  V époque  même  de  leur  construction. 

Lenoir  construisit,  dès  1792,  un  grand  comparateur  en  cuivre 
de  i3  pieds  de  long,  pourvu  d'un  curseur  sur  lequel  sont  tracées 
des  divisions  en  tôïïôô  ^®  toise;  des  verniers  tracés  d'espace  en  es- 
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pace  sur  la  grande  règle  permettent  de  diviser  chaque  70TO  ^®  iohe 
en  dix  parties.  C'est  au  moyen  de  cet  instrument,  qui  est  conservé 
à  l'Observatoire  de  Paris,  que  furent  comparées  la  toise  du  Pérou, 
la  toise  du  Nord,  les  règles  de  Borda  dont  nous  allons  parler  dans 
un  instant,  le  mètre  provisoire,  en  cuivre,  construit  avant  l'achève- 
ment  des  opérations  de  Méchain  et  Delambre  et  dont  la  longueur 
devait  être  3  pieds  1 1  lignes,  44  de  la  toise  du  Pérou  et  enfin  le 
mètre  définitif  en  platine,  construit  par  Jannetti  et  déposé  aux 
Archives,  auquel  ont  été  comparés  depuis,  directement  ou  indi- 
rectement, toutes  les  unités  de  longueur.  Disons  seulement  qu'il 
existe  cinq  copies  directes  de  la  toise  du  Pérou,  comparées  et 
certifiées  par  Arago  :  l'une  construite  en  1821,  pour  Struve,  est 
conservée  à  Poulkova;  une  autre,  en  1828,  pourfiessel,  àKonigs- 
berg;  deux  en  1821  et  i83i  pour  le  Danemark  sont  à  Copen- 
hague; enfin,  la  toise  des  États-Unis,  déclarée  exacte  par  Arago 
et  Bouvard  en  i8i3,  se  trouve  à  Washington. 

Les  règles  usitées  en  Géodésie,  étant  d'abord  comparées  à  une 
règle  étalon,  à  une  température  connue,  les  lois  de  la  dilatation 
des  métaux  font  connaître  leur  longueur  à  toute  température 
donnée.  A  cet  effet,  ces  règles  sont  pourvues  de  thermomètres 
très  sensibles,  étudiés  avec  le  plus  grand  soin,  dont  on  lit  la  tem- 
pérature pendant  les  opérations.  Il  est  indispensable  de  faire  tout 
ce  qui  est  possible  pour  que  la  température  de  la  règle  soit  la 
même  que  celle  des  thermomètres  dont  la  règle  est  pourvue; 
l'essentiel  à  cet  égard  est  d'éviter  les  variations  brusques  de  tem- 
pérature, et,  à  cet  effet,  on  surmonte  les  règles  d'un  petit  toit  en 
bois  qui  les  abrite  des  rayons  du  Soleil. 

Borda  a  imaginé  de  faire  de  la  règle  elle-même  un  appareil 
thermométrique  en  la  composant  de  deux  règles  parallèles,  placées 
l'une  au-dessus  de  l'autre,  reliées  par  une  extrémité  ;  la  règle  in- 
férieure, en  platine,  de  alignes  de  largeur  et  une  d'épaisseur,  porte 
vers  son  extrémité  libre,  un  vernier  qui  sert  à  subdiviser  à  peu  près 
au  100*000  d^  toise,  des  divisions  tracées  sur  la  règle  supérieure,  en 
cuivre.  La  lecture  de  ce  vernier  dépend  de  la  température,  en  raison 
de  la  différence  de  dilatation  des  métaux  qui  constituent  les  deux 
règles.  Borda  avait  construit  ainsi  pour  Delambre  et  Méchain 
quatre  règles  bimétalliques  en  platine  et  cuivre,  qui  avaient,  comme 
nous  l'avons  dit  plus  haut,  été  directement  comparées  à  la  toise  du 
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Pérou.  Colby  imagina  de  détruire  refTet  de  la  dilatation  en  re- 
liant par  des  tiges  articulées,  prolongées  au  delà  de  l'une  des  arti- 
culations, les  extrémités  de  deux  règles  parallèles  formées  de  mé- 
taux différents,  et  prenant  pour  longueur  de  la  règle  la  distance 
des  extrémités  des  deux  tiges.  Il  est  aisé  de  voir  qu'il  est  possible 
de  déterminer  la  longueur  des  tiges  articulées  de  telle  façon  que  la 
distance  de  leurs  extrémités  soit  indépendante  de  la  température. 
L'intervalle  entre  deux  règles  successives  était  mesuré  par  un 
appareil  muni  de  deux  microscopes  maintenus  à  distance  inva- 
riable par  la  compensation  des  dilatations  de  deux  plaques  de 
cuivre  et  de  fer  qui  les  supportaient.  En  fait,  l'appareil  Golby,  em- 
ployé deux  fois  en  Angleterre  et  dix  fois  aux  Indes,  n'a  pas  donné 
les  résultats  précis  qu'en  attendait  àon  inventeur;  la  conception 
de  Borda,  au  contraire,  est  encore  appliquée  aujourd'hui. 

La  mesure  de  l'intervalle  compris  entre  deux  règles  consé- 
cutives s'est  faite  par  divers  procédés.  Dans  les  règles  de  Borda, 
l'extrémité  libre  de  la  règle  de  platine,  au  delà  de  l'extrémité  de 
la  règle  de  cuivre,  porte  une  petite  réglette  divisée  en  nrJôT  ^®  toise 
mobile  dans  une  rainure  et  qui  sert  à  mesurer,  par  un  vernier 
au  j^j  la  distance  entre  l'extrémité  de  la  règle  de  platine  et  l'extré- 
mité de  la  règle  suivante. 

Bessel  a  modifié  un  peu  cette  combinaison.  Ses  règles  sont  en  fer 
et  zinc.  La  règle  de  zinc  placée  en  dessus  ayant  2  toises  de  long, 
6  lignes  de  largeur  et  3  d'épaisseur  se  termine  par  deux  couteaux 
horizontaux  KK'  et  la  règle  de  fer  un  peu  plus  longue,  de  même 
épaisseur  et  deux  fois  plus  large  porte  un  double  couteau  vertical  iV, 

La  Jig.  38  représente  une  règle  en  projections  verticale  et 
horizontale  ;  vers  l'extrémité  K  les  deux  règles  fer  et  zinc  sont  inva- 
riablement liées.  La  longueur  de  la  règle  est  la  distance  des  cou- 
teaux K/.  La  mesure  de  l'intervalle  K'/'  fait  connaître  la  tempéra- 
ture des  règles.  Cet  intervalle  et  celui  qui  sépare  l'extrémité  1 
d'une  règle  de  l'extrémité  K  de  la  suivante  se  mesurent  au  moyen 
d'un  coin  en  verre  portant  1 20  traits  sur  une  longueur  de  4 1  lignes, 
l'épaisseur  du  coin  à  l'une  des  extrémités  étant  o*,  8,  à  Tautre 
2  lignes;  on  peut  apprécier  le  dixième  de  division  correspondant  a 
peu  près  à  une  différence  d'épaisseur  de  ^^  de  ligne. 

Struve  avait  pourvu  l'extrémité  de  chaque  règle  d'un  levier 
coudé  mobile  dont  le  bras  court  terminé  par  une  sphère  polie  peut 
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butter  contre  le  bout  également  poli  de  la  règle  suivante,  tandis 

que  le  bras  long  forme  alidade  sur  un  arc  divisé.  On  comprend 

que  la  lecture  équivaut  à  la  connaissance  de  la  distance  des  deux 

règles. 

Fig.  38. 
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L'appareil  construit  pour  les  États-Unis  d'Amérique  par  le  pro- 
fesseur Bâche,  en  i845,  offre  une  combinaison  des  principes 
appliqués  dans  tous  les  appareils  précédents. 

Aujourd'hui,  en  France,  le  Service  géographique  de  l'Armée 
emploie  un  appareil  à  règles  bimétalliques  semblable  à  celui  qui 
a  été  construit  par  Brunner  père  pour  le  Service  géodésique 
d'Espagne  vers  i856,  appareil  dont  la  description  publiée  par 
MM.  Ibanez  et  Saavedra,  a  été  traduite  en  français  par 
M.  Laussedat  sous  le  titre  :  Expériences  faites  avec  V appareil 
à  mesurer  les  bases  appartenant  à  la  Commission  de  la  Carte 
d^Espagne.  Un  appareil  analogue,  mais  à  une  règle  mono- 
métallique, avait  été  construit  quelques  années  auparavant  par  un 
ingénieur  piémontais  Porro. 

L'appareil  actuel  se  compose  d'une  règle  de  platine,  formant 
thermomètre  métallique  avec  une  règle  en  cuivre,  les  deux  règles 
étant  fixées  en  leurs  milieux.  Ces  règles  reposent  sur  des  galets 
portés  par  un  banc  en  fer,  lequel  se  place  sur  des  supports  mo- 
biles établis  sur  des  trépieds.  D'autres  trépieds  T  portent  des 
cercles  divisés  C,  aux  centres  desquels  sont  disposés  des  mi- 
croscopes micrométriques.  Ces  microscopes  divisent  la  base  en 
intervalles  un  peu  plus  courts  que  la  règle  et  dont  on  détermine  la 
longueur  en  plaçant  le  banc  entre  deux  microscopes,  au  moyen 
desquels  on  observe  les  divisions  gravées  sur  les  règles.  On  aligne 
les  centres  des  cercles  C  au  moyen  d'une  lunette  et  de  mires  que 
l'on  dispose  à  la  place  même  que  doivent  occuper  les  microscopes. 
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Un  micromètre  dont  la  lunette  est  pourvue  permet  de  mesurer  la 
déviation  si  Palignement  n'est  pas  parfait.  Des  niveaux  placés  sur 
la  règle  servent  à  mesurer  son  inclinaison. 

Si  Ton  désigne  par  /l'inclinaison  (ou  la  déviation),  la  correction 
à  apporter  à  la  longueur  mesurée  pour  avoir  celle  que  l'on  aurait 
obtenue  si  la  règle  avait  été  horizontale  (ou  exactement  orientée) 

est  Icosi —  /  =  —  a/sin^-  := —  -  H^,  Si  Ton  suppose  i  =  0,00 1, 

cette  correction  est  un  demi-millionième,  de  sorte  que  si  Ton  n'en 
tenait  aucun  compte  on  commettrait  sur  une  base  de  10  000"  une 
erreur  maximum  de  5"".  Si  c'était  0,01,  l'erreur  serait  cent  fois 
plus  grande. 

230.  Mesure  des  angles.  —  On  emploie  aujourd'hui  dans  la  me- 

Fig.  39. 


sure  des  angles  le  théodolite  (Jig*  Sg  et  4o)  qui  permet  de  mesurer  les 
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diflTérences  d^azimut  et  les  distances  zénithales.  On  mesure  donc, 
avec  cet  instrument,  non  pas  J'angle  sous  lequel  d'une  station  A  on 
voit  deux  stations  B  et  C,  mais  Tangle  formé  par  les  deux  plans 
passant  par  la  verticale  en  A,  l'un  par  le  point  B,  l'autre  par  le 
point  C.  Ainsi  qu'il  a  été  expliqué,  la  verticale  en  A  n'est  pas  ver- 

Fig.  4o. 


ticale  en  tous  ses  points,  mais  seulement  au  point  A,  la  ligne  issue 
de  A,  et  normale  en  tous  ses  points  aux  surfaces  de  niveau  qu'elle 
y  rencontre,  étant  généralement  une  ligne  à  double  courbure; 
néanmoins  la  déviation  est  pratiquement  insensible  et  l'angle  dièdre 
mesuré  par  le  théodolite  est,  sans  erreur  sensible,  l'angle  formé 
par  les  plans  verticaux  en  A'  passant  par  B  et  C,  A'  désignant  la 
projection  de  A  sur  le  géoide  (n°  247). 

Le  théodolite  permet  aussi  de  mesurer  les  distances  zénithales 
B.  —  II.  25 
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des  directions  AB,  AC,  distances  zénithales  qu'il  est  nécessaire  de 
connaître  si  Ton  détermine,    soit  avec  précision  le  nivellement 

Fig.  4i. 


géodésique,    soit  à  peu  près,  pour  le  calcul  delà  correction  résul- 
tant de  l'inclinaison  de  l'axe  de  rotation  de  la  Innette.  Si  le  nivel- 

Fig.  42. 


lement  est  connu,  on  emploie  pour  la  mesure  des  dislances  zéni- 
thales un  instrument  de  petites   dimensions  et  pour  celle  des 
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azimuts  un  cercle  azimutal  dépourvu  de  cercle  vertical  tel  que 
celui  qui  est  représenté  aunjig.  4'  et  4^. 

231.  Méthode  de  la  réitération.  —  On  applique  à  la  lecture  des 
cercles  des  théodolites  la  méthode  de  la  réitération,  qui  consiste 
à  recommencer  la  lecture  d'un  angle  en  prenant  pour  origine,  suc- 
cessivement, sur  le  limbe,  des  traits  équidistants  divisant  la  cir- 
conférence en  parties  égales.  Il  est  nécessaire,  pourqueTapplication 
de  cette  méthode  soit  possible,  que  l'on  puisse  modifier  à  volonté 
la  position  des  cercles  par  rapport  aux  index.  D'après  ce  qui  a  été 
dit  au  Tome  I  de  cet  Ouvrage  (n®  180),  au  sujet  des  erreurs  de 
division,  la  moyenne  de  n  résultats  obtenus  par  la  méthode  de  la 
réitéralion,  si  le  cercle  est  pourvu  dey?  microscopes,  est  indépen- 
dante des  np  —  I  premiers  termes  de  la  série  trigonométrique  qui 
représente  la  loi  des  erreurs  périodiques;  si  le  nombre  np  des  lec- 
tures est  grand,  les  erreurs  périodiques  de  division  seront  ainsi 
éliminées,  et,  d'autre  part,  la  moyenne  des  lectures  ne  compor- 
tera, en  ce  qui  concerne  les  erreurs  accidentelles,  qu'une  erreur 
moyenne  insensible. 

232.  Description  du  théodolite  réitérateur  de  Brunner. Un 

axe  vertical  légèrement  conique  fait  corps  avec  un  pied  porté  par 
trois  vis  calantes.  Il  passe  par  le  centre  d'un  cercle  horizontal  A 
qui  peut,  à  volonté,  tourner  aulour  de  lui  ou  Jui  être  invariable- 
ment fixé  par  des  pinces  P  serrées  par  des  vis  V.  Sur  l'axe  ver- 
tical s'emmanche  exactement  une  colonne  creuse  G  faisant  corps, 
à  sa  partie  inférieure,  avec  un  plateau  circulaire,  emboîté  dans  le 
cercle  A,  et  portant  quatre  verniers  destinés  à  servir  d'index  à  ce 
cercle.  A  sa  partie  supérieure,  cette  colonne  s'élargit  en  une  plate- 
forme horizontale  sur  laquelle  une  pièce  S  est  serrée  par  deux 
vis.  Cette  pièce  sert  de  support  aux  coussinets  d'un  axe  de  rota- 
tion horizontal  E.  Ces  coussinets  peuvent  être  réglés  par  une  vis 
butante  K  et  une  vis  calante  L,  de  façon  que  l'axe  E,  soit  perpendi- 
culaire à  l'axe  vertical.  A  l'axe  horizontal  sont  invariablement  liées 
une  lunette  L  et  une  plate-forme  portant  quatre  verniers  servant 
d'index  à  un  cercle  divisé  Z  centré  sur  l'axe  horizontal  E  et  pouvant, 
à  volonté,  tourner  autour  de  cet  axe,  ou  être  invariablement  fixé, 
par  les  vis,  à  la  pièce  fixe  qui  porte  les  coussinets.  Un  niveau  N 
pouvant  d'ailleurs  tourner  autour  de  l'axe  horizontal  ou  être  fixé 
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au  cercle  vertical  par  une  vis  R' est  pourvu,  une  fois  fixé,  d'un  lent 
mouvement  de  rappel  par  une  vis  r'.  Un  autre  niveau  mobile  N' 
peut  s'appuyer,  par  ses  deux  pieds  verticaux,  sur  l'axe  de  rota- 
tion E.  Enfin,  le  système  formé  de  la  lunette,  de  l'axe  de  rota- 
tion et  des  verniers,  peut  être  calé  contre  ce  cercle  vertical  par 
une  vis  R,  et  ensuite  recevoir  de  petits  mouvements  par  une  vis 
de  rappel  r  :  on  voit  en  M  un  contrepoids  destiné  à  équilibrer  le 
système  de  la  lunette,  du  cercle  vertical  et  des  index.  De  même, 
le  système  formé  par  le  manchon  C  et  toute  la  partie  supérieure 
de  l'instrument  peut  être  fixé  au  cercle  horizontal  par  une  vis  P', 
puis  recevoir  de  petits  mouvements  par  une  vis  de  rappel  /?'. 

233,  Réglage  du  théodolite.  —  II  s'agit  de  rendre  le  premier 
axe  vertical,  et  le  second  perpendiculaire  au  premier. 

La  première  opération  se  fait  au  moyen  du  niveau  N  et  des  vis 
du  pied.  On  amène  la  lunette  à  être  horizontale  et  parallèle  à 
deux  de  ces  vis.  Par  le  mouvement  de  l'une  des  vis,  ou  des  deux 
en  sens  inverse,  on  amène  la  bulle  au  zéro.  Après  quoi  on  fait 
tourner  le  théodolite  d'environ  i8o°  autour  de  l'axe  vertical.  Si 
la  bulle  n'est  plus  au  zéro,  on  l'y  ramène  en  faisant  une  moitié  du 
déplacement  au  moyen  d'une  vis  du  pied,  l'autre  moitié  au  moyen 
de  la  vis  de  rappel  t''.  On  revient  à  la  position  initiale  et,  si  le  ré- 
glage n'est  pas  complet,  on  agit  de  même.  Après  quelques  tâton- 
nements, le  niveau  est  réglé  et  l'axe  est  dans  un  plan  vertical 
perpendiculaire  à  celui  qui  passe  par  les  deux  vis  dont  on  s'est 
servi.  On  tourne  de  90**  et,  en  agissant  sur  la  troisième  vis,  on 
amène  la  bulle  au  zéro.  L'axe  est  alors  vertical.  La  bulle  reste  au 
zéro,  quelque  mouvement  que  l'on  donne  à  la  colonne  C  autour  de 
cet  axe. 

On  rend  le  second  axe  perpendiculaire  au  premier  au  moyen 
du  niveau  N'  que  l'on  doit  retourner  (t.  I,  n*'  163).  Ayant,  dans 
une  position  du  niveau,  amené  la  bulle  au  zéro  en  agissant  sur  la 
vis  calante  /,  on  retourne  le  niveau  et  l'on  ramène  la  bulle  au 
zéro,  si  elle  ne  s'y  trouve  pas,  en  produisante  moitié  du  déplace 
ment  nécessaire  au  moyen  de  la  vis  /,  et  l'autre  au  moyen  de  la 
vis  dont  le  niveau  est  pourvu. 

La  perpendicularité  des  axes  aux  cercles  correspondants  est 
assurée  par  construction  avec  une  précision  suffisante. 

L'axe  optique  de  la  lunette  est  déterminé  par  un  réticule  dont 
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on  oriente  les  fils  en  constatant  qu'un  point  éloigné  demeure  sous 
Tun  des  fils  verticaux  quand  on  modifie  Tinclinaison  de  la  lunette 
sans  changer  Tazimiit.  On  rend  Taxe  optique  perpendiculaire  à 
Taxe  horizontal  en  déplaçant,  au  moyen  d'une  vis,  la  plaque  qui 
porte  les  fils  de  façon  que  les  lectures  d'azimut,  faites  sur  un 
point  infiniment  éloigné,  dans  les  deux  positions  du  cercJe  ver- 
tical, diffèrent  exactement  de  180**. 

23t.  Formules  de  réduction  des  observations  d'azimut.  —  Le 

réglage  ne  peut  être  opéré  qu'approximativement.  Soit,  sur  la 
sphère,  Z  le  zénith  vrai,  P,  C,  L  les  extrémités  de  l'axe  vertical  de 


rinstrument,  de  Taxe  horizontal  et  de  Taxe  optique  de  la  lunette. 
Désignons  par  i,  90" —  b,  90°  —  «',  90° -f-  c,  les  arcs  ZP,  ZC,  PC, 
CL.  Supposons  les  azimuts  comptés  à  partir  de  la  position  dans 
laquelle  le  plan  ZC  coïncide  avec  ZP  et  soit  a^  la  lecture  corres- 
pondante du  cercle  horizontal.  L'angle  dièdre  PZC  est  l'azimut  A 
dans  la  position  actuelle  et,  si  a  est  la  lecture  du  cercle  horizontal, 
l'angle  MPC  est  égal  à  a  —  a^.  Soit  enfin  z  la  distance  zénithale 
ZL  et  Al  l'azimut  LZP  de  la  lunette. 

L'application  au  triangle  ZPC  des  relations  fondamentales  de 
la  Trigonomélrie  sphérique  donne 

sin6  =  cosi'sint' —  sinifcosi'  cos(a  —  a©), 
cos  6  sin  A  =  cos  i'  sin  (  a  —  a^  ), 
cosb  cos  A  =  sint  sint'-f-  costcosrcos(a  —  a©). 

Les  angles  /  et  i  étant  fort  petits,  et  leurs  carrés  étant  négli- 
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geables,  les  deux  premières  de  ces  formules  donnent 

(    6  =  i'  — tcos(a  —  ao), 
{  A  =  a  —  aof 

La  considération  du  triangle  CZL  donne 

—  sine  =  cos-8  sin6-hsin-5  cos6cos(Ai—  A). 

Visiblement,  dans  la  position  correspondante  à  l^Jlg-  43,  A<  —  A 
est  voisin  de  90°  et  90° — (A,  —  A)  est  un  petit  angle.  Si  l'on 
écrit 

--  sine  =  cosz  slnb  -h  sin^  cosb  sin[90*'  —  (\j  —  A)], 

on  a,  en  négligeant  les  termes  du  troisième  ordre, 

—  c  =  b  cosz  -h  (90' —  Al  -t-  A)  sin^, 
d'où 

Al  =  90"-*-  a  —  ao-f-  6  cotz  ■+-  c  cosécz. 

Il  faut  observer  que  Ton  peut  pointer  la  lunette  dans  la  même 
direction  en  donnant  à  l'instrument  une  seconde  position.  Il  suflit 
de  faire  tourner  l'instrument  autour  de  son  axe  vertical  de  180**. 
Dans  cette  seconde  position  {/ig»  44)»  '^  triangle  PZC  où  les 


Fig.  44- 
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angles  en  A  et  en  P  sont  égaux  respectivement  à  36o"  —  A  et  à 
a  —  «c  —  ï8o°  donne  encore  les  relations  (i).  Dans  le  triangle 
ZLC,  l'angle  en  ^,  A  —  Ai,  est  voisin  de  90** ;  on  a  la  relation 

—  sin?  =  cosz  sin6  -f-  sinz  cos6  cos(A  —  A») 

s=  C0S5  sini  -f-  sinzcos6  sin(9o"—  A  -H  Ai), 
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d'où 

—  c  =  b  cos^  -^-(90'' — A-f- Ai)sin^ 
et 

Al  =  —  9o°-4-  a  —  «0 —  ^  colz  —  c  cosécz. 

On  déLerinine  les  constantes  /,  i',  Uq  par  trois  nivellements  de 
l'axe  horizontal  faits  à  des  azimuts  a,  a  4- 120®,  a  4-  240".  Si  6|, 
62?  ^3  sont  les  trois  inclinaisons  mesurées,  l'application  de  la  for- 
mule (i)  donne 

34'=  6i-+-^,-f-6,, 
tV3sin(a  —  a^)  —  bx —  6a, 
3  *  cos (a  —  ao )  =  b^-r-  b^  —  2 6j . 

On  détermine  la  collimatlon  en  visant  un  même  objet  infiniment 
éloigné  dans  les  deux  positions  de  la  lunette.  Soient  a  et  ai  les 
deux  lectures  du  cercle  horizontal,  è,  b^  les  nivellements  de  Taxe 
horizontal,  2  la  distance  zénithale  lue  sur  l'instrument,  on  a 

A=      90" -h  a — ao-h  6  cot^  H- ccoséc^, 
A  =  —  9o"-H-  ai —  ay — bi  co\z  —  c  cosécz, 

d'où 


bx-^b 
s\nz cos  3. 

'2 


Si  l'axe  optique  de  la  lunette,  au  lieu  de  rencontrer  Taxe  ver- 
tical, est  placée  excentriquement  à  l'extrémité  de  l'axe  horizontal, 
à  la  distance  r,  les  choses  se  passent  comme  si  c  était  augmenté 

de  -9  A  étant  la  dislance  de  l'objet.  L'azimut  doit  donc  être 
augmenté  de  -  coséc^  dans  la  première  position  du  cercle,  diminué 

d'autant  dans  la  seconde. 

On  prend  ordinairement  pour  origine  des  azimuts  la  direction 
sud  du  méridien.  Les  formules  ci-dessus  donnent  Tazimut  compté 
à  partir  du  plan  ZP.  Soit,  par  rapport  au  méridien,  X^  Tazimut 
de  ce  plan  eta^Tazimut  de  la  lunette.  On  a 

e.'v)  =  A 1  —H  «- V  0 . 

On  détermine  X^^  en  mesurant  l'azimut  A^  d'une  polaire  dont  l'as- 
cension droite  et  l'heure  de  l'observation  donnent  l'angle  horaire 
et  dont  la  déclinaison  est  supposée  connue  ainsi  que  la  latitude.  Le 
changement  de  coordonnées  (n"  13)  donne  l'azimut  Xp  et  l'on  a 
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235.  Formule  de  réduction  pour  les  distances  zénithales*  — 
Nous  supposons  que,  la  lunelte  étant  pointée  en  L  dans  la  pre- 
mière position  de  l'instrument,  le  cercle  vertical  ait  donné  une 
lecture  !^'.  Soit  Z  la  lecture  du  point  du  cercle  qui  correspond 
au  zéro  du  niveau,  p  el  n  les  lectures  des  extrémités  de  la  bulle, 
p  étant  compté  dans  le  sens  où  les  lectures  du  cercle  croissent.  Le 
point  du  cercle  qui  correspond  au  point  le  plus  haut  du  niveau 

a  pour  lecture  Z  +  -(/>  —  n)(i),  <o  désignant  la  valeur  angulaire 

d'une  partie  du  niveau.  Par  suite,  l'angle  LCZ  est  égal  à 

C— Z—  -(/>  — 71)0); 

dans  la  seconde  position  du  cercle  il  est  Z  H — (p^  — «i)w — Ci-  La 
considération  du  triangle  ZLC  donne,  dans  la  première  position, 

cos^  =  —  sin  c  sin  b  -+-  cos  c  cos  b  cos  1  Ç'— Z (/>  —  /i)a), 

d'où 

cos^  — cos  Tf  — z—  !(/>  — /î)a)l  =_6c— i(^»»-^c»)cos(C— Z) 

et 

z  —  n'-hZ-h  l(p~-n)ta  =  —  6ccoséc(Ç'— Z)—  i(6«-+- c»)cot(Ç'  — Z), 

et  dans  la  seconde  position 

^  —  Z  -h  Cl  —  - (/>!—  /ii)w  =  —  bc  coséc  (C—  Z)  -  i  (6«-4-  c»)  cot( Ç'  —  Z), 

d'où,  en  prenant  la  moyenne,  /?i  —  n^  étant  égal  kp  —  n, 

^  =  i (î'—  Ç',  )  -  bc  coséc(Ç'-  Z)-  i  (6*-4-  c»)  cot(Ç'—  Z). 

Pratiquement,  b  peut  être  rendu  très  petit  et  la  formule  se  ré- 
duit à 

Si  l'objet  observé  est  voisin  du  zénith,  le  dernier  terme  peut  de- 
venir sensible.  Il  convient,  dans  un  tel  cas,  de  rendre  c  négligeable 
en  observant  au  fil  du  milieu. 
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236.  Signaux*  —  Les  signaux  sur  lesquels  on  fait  aujourd'hui 
les  pointés  sont  des  appareils  optiques  qui  réfléchissent  la  lu- 
mière du  Soleil  pour  les  observations  du  jour,  ou  qui  envoient 
dans  la  direction  de  l'observateur  la  lumière  d'une  source  artifi- 
cielle, pour  les  observations  de  nuit.  Il  résulte  des  travaux  du 
général  Perrier  que  ces  dernières  sont  généralement  préférables 
aux  observations  de  jour. 

L'héliotrope  de  Gauss  consiste  en  un  système  de  deux  miroirs 
rectangulaires  AB,  AC.  Si  SA  représente  un  rayon  émané  du 
centre  du  Soleil  et  normal  à  l'arête  A,  les  deux  rayons  réfléchis 


AS',  AS''  sont  manifestement  en  ligne  droite.  Une  lunette  est 
associée  au  système  des  deux  miroirs  de  façon  que  son  axe  op- 
tique soit  normal  à  l'arête  A  et  que  le  système  des  miroirs  puisse 
tourner  autour  de  cette  arête.  Dans  ces  conditions,  si  l'on  dirige 
l'axe  optique  de  la  lunette  vers  le  point  éloigné  où  se  trouve  l'ob- 
servateur et  que  l'on  incline  les  miroirs  de  façon  à  obtenir  au 
centre  du  réticule  de  la  lunette  une  image  du  Soleil,  réfléchie  par 
un  des  miroirs,  on  est  assuré  que  le  faisceau  réfléchi  par  l'autre 
miroir  passe  par  l'observateur.  Pratiquement  le  système  de  la  lu- 
nette et  des  miroirs  peut  tourner  autour  d'un  axe  vertical  supporté 
par  un  pied  que  l'on  peut  incliner,  si  cela  est  utile,  au  moyen  de 
trois  vis  calantes. 

Les  signaux  de  nuit  sont  des  collimateurs  optiques;  au  foyer 
d'une  lentille  de  20*^"  de  diamètre,  on  place  la  flamme  d'une  lampe. 
Le  faisceau  réfracté  est  reçu  par  la  lunette  de  l'observateur. 

Soient  S  la  surface  de  la  pupille  de  l'observateur,  s  la  surface 
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de  Ja  flamme,  S  celle  de  la  lentille,  F  la  distance  focale  de  celle 
lenlille,  I  Tinlensilé  spécifique  de  la  flamme  supposée  homogène, 
c'est-à-dire  la  quantité  de  lumière  que  l'œil  placé  à  la  dislance  un 
reçoit  de  l'unité  de  surface  de  cette  flamme.  On  voit  de  suite  que 
la  lentille  reçoit  une  quantité  de  lumière  a  donnée  par 

a  =  I  —  — • 
F*  2 

A  une  dislance  focale  L  assez  grande  pour  que  la  dislance  focale 
principale  F  puisse  être  regardée  comme  conjuguée  de  L,  il  se 

forme  une  image  de  la  flamme,  de  surface  s-^^  qui  reçoit  toute  la 

lumière  (a)  qui  a  traversé  la  lentille.  Si  la  pupille  est  placée  à 
cette  distance  L,  et  reçoit  une  quantité  de  lumière  p,  on  a 

fi         S  F»       _  S 

Si  la  lentille  n'avait  pas  été  interposée,  la  quantité  de  lumière 
reçue  par  la  pupille  eût  été 

On  a  donc 

ï        * 

Le  résultat  de  Tinterposition  de  la  lentille  est  donc  de  remplacer 
la  flamme  par  une  source  lumineuse  ayant  même  intensité 
spécifique,  mais  ayant  une  surface  égale  à  celle  de  la  len- 
tille et  coïncidant  as^ec  cette  lentille. 

Si  l'objectif  de  la  lunette  de  l'observateur  a  une  surface  S' et  un 
anneau  oculaire  s'  moindre  que  la  pupille,  l'eflet  de  celte  lunette 
est  d'augmenter  encore  l'intensité  lumineuse  dans  le  rapport  de 
S'  à  s'. 

Le  système  entier  du  collimateur  et  de  la  lunette  augmente 
donc  r intensité  lumineuse  dans  le  rapport  de  SS'  à  ss^  ;  la  dis- 
tance  la  diminue  dans  le  rapport  de  i  à  L*. 

La  présence  de  l'atmosphère  diminue  d'ailleurs  très  notablement 
cette  intensité  et  parfois  empêche  de  voir  les  signaux  de  nuil, 
même  à  de  petites  distances. 
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237.  Stations  géodésiques.  —  Une  slation  normale  est  établie 
sur  le  sol  résistant  et  l'on  en  découvre  les  stations  environnantes 
sans  s'élever  au-dessus  du  sol.  On  construit,  en  maçonnerie,  une 
fondation  large  et  profonde  dans  laquelle  on  noie  une  pierre  de 
taille  à  la  face  supérieure  de  laquelle  est  encastré  un  cjHndre 
en  cuivre;  sur  la  base  supérieure  de  ce  cylindre  sont  tracés  deux 
traits  rectangulaires  dont  le  point  de  rencontre  constitue  le  repère. 
Au-dessus  on  élève  un  pilier  percé  d'un  trou  vertical  laissant  voir 
le  repère  et  l'on  détermine  avec  soin  le  point  où  la  verticale  du  re- 
père rencontre  la  face  supérieure  du  pilier.  Autpur  de  ce  point  on 
décrit  des  circonférences  sur  lesquelles  on  pourra  placer  les 
pointes  des  vis  de  l'héliotrope,  du  théodolite,  ou  du  cercle  azi- 
mutal.  Au-dessus  du  pilier  on  construit  un  abri  avec  plancher 
isolé  du  pilier. 

S'il  est  impossible  d'établir  une  station  normale,  et  qu'il  soit 
nécessaire  de  s'élever  pour  apercevoir  les  stations  environnantes, 
on  construit  une  double  charpente,  dont  l'une  porte  le  plancher 
et  l'abri,  tandis  que  l'autre,  enveloppée  par  la  première,  sert  de 
support  aux  instruments. 

238.  Détermination  de  l'heure.  —  Nous  avons  vu,  au  Tome  I  de 
cet  Ouvrage,  comment,  au  moyen  d'observations  méridiennes  de 
passage,  on  détermine  la  correction  d'une  pendule  sidérale,  et  par 
suite  l'heure.  Dans  les  stations  géodésiques  il  n'est  pas  toujours 
nécessaire  de  connaître  Theure  avec  une  extrême  précision.  On 
peut  la  déterminer  au  moyen  du  théodolite. 

Un  procédé  simple  consiste  à  observer  la  hauteur  h  d'un  astre 
dont  on  connaît  la  distance  polaire  géocentrique  P.  Dans  le 
triangle  sphérique  ayant  pour  centre  le  zénith,  le  pôle  et  l'étoile, 
l'angle  au  pôle  est  l'angle  horaire  de  l'astre.  Les  trois  côtés  du 
triangle,  distance  zénithale  90° — h  de  l'astre,  distance  polaire  P, 
colatitude  90° — cp  sont  connus.  L'angle  horaire  H  est  donné  par 

la  relation 

.    P-+-®  — /i       P-+-o-t-/i 

„       sm ^ cos î 

.  .  H  2  2 

sin»  —  = 7—rz ; 

2  sinPcosçp 

on  choisit,  d'après  les  conditions  de  l'observation,  le  signe  de  H. 
On  doit  préalablement  avoir  corrigé  la  hauteur  de  l'astre  de  la 
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réfraction  et  de  la  parallaxe.  Ayant  H,  l'heure  sidérale  tg  est 

<,  =  a  —  H. 
La  relation 

sin /i  =  sin cp  cos P  -4-  coscp  sin P  cos H 
donne 

8A  =  —  cos(p  sinP  sinH  SH 

=  —  coso  cos^  sin  A  8H, 

A  désignant  Tazimut  de  Tastre.  L'observation  est  d'autant  plus 
précise  que  la  hauteur  varie  plus  vite.  Le  maximum  de  précision  a 
lieu  si  l'astre  est  à  la  fois  au  premier  vertical  et  à  l'horizon.  Pour 
éviter  les  inconvénients  dus  à  l'incertitude  de  la  réfraction  et  au 
trouble  des  images  dans  le  voisinage  de  l'horizon,  on  observe  vers 
le  premier  vertical  et  au  moins  à  1  5**  ou  20°  de  hauteur. 

On  peut  aussi  déterminer  l'heure  en  notant  les  indications  delà 
pendule  (ou  du  chronomètre)  lors  des  deux  passages,  avant  et  après 
le  méridien,  d'une  même  étoile  à  une  même  hauteur.  L'écart  entre 
la  moyenne  des  temps  observés  et  l'ascension  droite  de  l'astre  est  la 
correction  de  pendule.  Si  l'astre  observé  est  le  Soleil,  il  y  a  lieu  de 
faire  à  cette  moyenne  une  correction  pour  tenir  compte  de  la  va- 
riation de  hauteur  du  Soleil  entre  les  deux  observations.  Ce  pro- 
cédé ne  nécessite  ni  la  connaissance  de  la  hauteur  de  l'astre,  car  il 
suffit  de  fixer  l'instrument  en  hauteur  lors  de  la  première  observa- 
tion, ni,  comme  la  première  méthode,  celle  de  la  latitude  du  lieu. 

En  mer,  on  emploie  le  plus  souvent  la  première  méthode,  en 
mesurant  une  hauteur  du  Soleil.  La  déclinaison  du  Soleil  est 
donnée  par  la  Connaissance  des  Temps;  on  utilise  à  cet  égard 
l'heure  de  Paris  donnée  par  le  chronomètre.  L'incertitude  qu'offre 
cette  heure  est  sans  influence  sensible  sur  la  déclinaison  du  Soleil. 
L'heure  déterminée  par  l'observation  est  l'heure  vraie.  On  en 
conclut  l'heure  de  temps  moyen  en  ajoutant  l'équation  du  temps. 

On  peut  employer  le  lever  ou  le  coucher  du  Soleil. 

Dans  ces  observations,  comme  dans  toutes  les  observations  de 
hauteur  faites  au  sextant,  il  y  a  lieu  de  tenir  compte  de  la  dépres- 
sion de  l'horizon,  c'est-à-dire  de  l'angle  que  forme  avec  le  plan 
perpendiculaire  à  la  verticale,  la  tangente  menée  par  la  position 
de  l'observateur  à  la  surface  de  la  Terre.  Si  z  est  la  distance  zé- 
nithale observée  de  cette  tangente,  r  la  réfraction  atmosphérique 
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correspondante,  la  dépression  vraie  D  est  z-hr  —  90°.  Si  l'on 
désigne  par  h  Taltitude,  on  a  immédiatement 

a  =  (a-h  A)cos(z  -h  r  — 90°); 
d'où,  D  étant  très  petit, 

sin*  — 

cosD        2  ^ 

Or  on  a  approximativement 

r  =  mD; 
d'où,  sans  erreur  sensible, 

r  =  m{z  —  90*), 

m  étant  approximativement  0,08  {voir  Ghap.  XVIII,  Nivellement), 
d'où 

D  =  (i-h;n)(a  — 90"*) 
et 

h  =  -a(i-+-  m)'  tang»(^  —  90*); 
on  en  conclut  inversement 

^  i-h  my     a  ^    * 

en  posant 

logH  =  1,0295592, 

exprimant  h  en  centimètres,  z  —  90°  en  secondes  d'arc  ;  on  a  fait 
a  =  636669800^"». 

Il  est  aussi  nécessaire  de  tenir  compte  de  l'influence  de  la  ré- 
fraction sur  le  lever  d'un  astre.  Il  suffît  à  cet  effet  de  déterminer 
SH  par  l'une  des  équations  du  présent  numéro,  qui  donne 

8A 


8H=- 


cosçp  sinP  sinH* 


on  y  donne  à  ùh  sa  valeur  moyenne  —  33',  8.  L'angle  horaire  H,  au 
lever  apparent,  est  plus  grand  en  valeur  absolue  qu'au  lever  géo- 
métrique. 

S39.  Marche  des  chronomètres  et  des  pendules.  —  Bien 
entendu,  en  lisant  l'heure  du  chronomètre  du  bord,  on  tient 
compte  de  sa  marche  connue  par  des  déterminations  antérieures. 
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Celte  marche  est  représentée  par  une  formule  telle  que 

/no+a(T  — To)*-4-p(^  — <o), 

a,  P  désignant  des  constantes,  T  la  température,  t  le  temps,  m^ 
la  marche  à  la  température  T©  et  à  la  date  ^o-  La  marche  dépend, 
en  outre,  d'une  façon  complexe  de  la  hauteur  du  baromètre,  de 
l'état  hygrométrique  de  l'air  et  de  diverses  particularités. 

11  est  à  remarquer  que  le  terme  thermométrique  ayant  l'expo- 
sant a,  un  chronomètre  peut  être  réglé  pour  deux  températures 
telles  que  0°  et  3o°.  Il  tend  à  avancer  entre  ces  températures,  à 
retarder  en  dehors. 

La  marchç  d'une  pendule  à  balancier  est  représentée  par 

/no-+-  a(T  —  To)  -h  ^{t  ~  ^o)  -+-  ^{^  —  Bo), 

où  B  désigne  la  hauteur  du  baromètre,  Bq  sa  valeur  initiale,  v  une 
constante. 

Dans  les  chronomètres  et  dans  les  pendules  on  rend,  par  la 
compensation  (t.  I,  n°  157),  le  coefficient  thermométrique  presque 
insensible.  Dans  quelques  observatoires  on  a  introduit,  dans  des 
balanciers  à  compensation  à  mercure  un  appareil  destiné  à  com- 
penser les  variations  de  pression.  C'est  d'ailleurs  un  organe  d'une 
construction  fort  délicate  et  qui  n'est  pas  universellement  répandu. 
L'augmentation  de  la  pression  atmosphérique  ralentit  la  marche 
par  la  résistance  que  l'air  oppose  au  mouvement  du  pendule;  la 
valeur  du  coefficient  y  est  d'environ  o*,oi  par  jour  pour  une  varia- 
tion de  i""  de  hauteur  du  baromètre. 

Le  terme  proportionnel  au  temps  n'est  qu'une  approximation 
sommaire;  il  tient  à  l'épaississement  des  huiles  et  à  l'altération  de 
tous  les  organes  de  l'instrument. 

240.  Détermination  de  la  latitude.  —  L'observation  des  distances 
zénithales  d'une  circompolaire  à  ses  passages  supérieur  et  infé- 
rieur au  méridien  donne,  par  une  simple  moyenne,  en  supposant 
les  observations  corrigées  de  la  réfraction,  la  latitude  du  lieu.  Ce 
procédé  est  indépendant  de  la  connaissance  de  la  déclinaison  de  la 
polaire;  mais  le  résultat  est  affecté  des  erreurs  commises  sur  la 
réfraction,  sur  la  division  du  cercle,  sur  la  flexion  de  la  lunette. 

Si  la  déclinaison  d'une  étoile  est  bien  connue,  l'observation  de 
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la  distance  zénithale  de  cette  étoile  à  son  passage  supérieur  au 
méridien  donne  immédiatement  la  latitude.  Ce  procédé  appliqué 
à  une  seule  étoile  comporte  les  mêmes  erreurs  que  le  précédent, 
et,  en  outre,  celle  qui  provient  de  l'incertitude  sur  la  déclinaison 
de  Tétoile.  Mais  on  peut  éliminer  la  plupart  des  erreurs  systéma- 
tiques en  combinant,  par  une  moyenne,  lès  résultats  fournis  par  des 
étoiles  observées,  au  nord  et  au  sud,  à  peu  près  symétriquement  par 
rapport  au  zénith.  Les  erreurs  de  réfraction  et  de  flexion  dispa- 
raissent, étant  égales  et  de  signes  contraires,  et,  si  l'on  emploie  un 
grand  nombre  de  couples  d'étoiles,  les  erreurs  de  division  du 
cercle  et  celles  qui  proviennent  des  déclinaisons  adoptées  prennent 
le  caractère  d'erreurs  accidentelles  et  diminuent  considérablement 
dans  les  moyennes. 

Il  peut  être  commode  d'observer  un  peu  avant  et  un  peu  après 
le  méridien,  ce  qui  permet  de  multiplier  les  observations  d'une 
même  étoile.  Le  triangle  sphérique  qui  a  pour  sommets  le  zénith, 
le  pôle  et  l'étoile  a  pour  côtés  la  distance  zénithale  z,  la  distance 
polaire  P,  la  colatitude  90**  —  '^,  et  l'angle  opposé  à  z  est  l'angle 
horaire  H.  On  a  pour  déterminer  <p  l'équation 

cos^  =  cosP  sincp  -f-  sinP  cosç  cosH. 

Le  procédé  est  particulièrement  applicable  à  une  polaire.  Dans  ce 
cas  P  est  petit  et  o  voisin  de  90** —  z. 
Posant 

?  =  90°—  -s  ■+■  ?'» 

remplaçant  au  premier  membre  z  par  90° —  'f  -f-  cp',  ordonnant  le 
premier  membre  suivant  les  puissances  de  ^p',  le  second  suivant  les 
puissances  de  P,  on  trouve 

P*  I 

o  =  90"—^  —  PcosHh tangcp  sin'H  -h  -  P*(n-  3  tang'çp)sin*H  cosH. 

Dans  le  calcul  des  derniers  termes  il  suffit  de  remplacer  (f  par 
90" —  z  —  PcosH. 

Il  est  commode  de  déterminer  la  latitude  par  l'observation  de 
l'heure  de  passage  d'une  étoile  au  premier  vertical.  L'application 
de  cette  méthode  suppose  un  instrument  bien  stable  et  dont  les 
constantes  soient  bien  connues.  Le  triangle  sphérique  rectangle 
formé  par  le  pôle,  le  zénith  et  l'étoile  donne,  en  désignant  par  cp 
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la  latitude,  par  H  l'angle  horaire  et  o  la  déclinaison 

cotcp  =  cot8  cosH. 

L'angle  horaire  est  la  différence  entre  l'heure  sidérale  du  passage 
au  premier  vertical  et  l'ascension  droite  de  l'étoile.  Il  y  a  lieu  de 
faire  subir  à  Theure  donnée  par  l'observation  une  correction  pour 
tenir  compte  des  constantes  instrumentales.  Le  lecteur  trouvera 
dans  le  Traité  d^ Astronomie  pratique  de  Brunnow  (traduction 
C.  André)  le  développement  des  formules  nécessaires. 

241 .  Méthode  de  Horrebow-Talcotty  pour  la  détermination  de  la 
latitude.  —  La  méthode  la  plus  précise  pour  la  détermination 
astronomique  de  la  latitude  est  celle  de  Horrebow-Talcolt,  em- 
ployée aujourd'hui  pour  l'étude  systématique  des  variations  de  la 
latitude. 

Imaginons  qu'un  petit  cercle  méridien  soit  pourvu  d'un  niveau 
installé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation,  suscep- 
tible de  tourner  autour  de  cet  axe  de  rotation  et  aussi  de  lui  être 
invariablement  fixé.  Au  moment  où  un  astre  entre  dans  le  champ 
de  la  lunette,  on  dirige  l'axe  optique  vers  cet  astre,  on  fait  tourner 
le  niveau  de  telle  façon  que  la  bulle  soit  sensiblement  au  zéro,  on 
fixe  le  niveau  à  l'axe  et  on  fait  un  pointé  au  fil  horizontal  mobile 
au  moment  même  du  passage  au  méridien.  Soit  o^  la  déclinaison 
apparente  de  l'astre  supposé  au  sud  du  zénith,  ç  la  latitude,  R, 
la  réfraction.  La  distance  zénithale  apparente  est  ç — o,  —  R,. 
Si,  d'autre  part,  Z  désigne  l'angle  que  fait  la  direction  du  zéro 
du  niveau  avec  Taxe  optique  de  la  lunette  défini  par  le  zéro  du 
micromètre,  Çg  'a  lecture  de  la  vis,  R  la  valeur  du  tour  de  vis, 
et  que  N^  soit  en  secondes  la  lecture  du  niveau  supposée  positive 
quand  le  zéro  du  niveau  est  au  sud  du  zénith,  la  distance  zénithale 
est 

On  a  donc 

cp  =  0,-1-  N,-i-  Z  —  Kvs-\-  R,. 

Effectuons  un  retournement  et,  sans  desserrer  le  niveau,  pointons 
le  fil  mobile  sur  une  autre  étoile  passant  au  méridien  au  nord  du 
zénith.  Soit  o„,  N,i,  ^/,  les  quantités  analogues  à  8„  N„  v^,  La 
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distance  zénithale  apparente  est 

elle  est  aussi,  en  supposant  N^  positif  du  même  côté  du  niveau 
que  précédemment 

On  a  donc 

«p  =  S„-N„-Z-+-Rp«— R„. 

La  moyenne  des  deux  résultats  est  indépendante  de  Z  et  donne 

Il  est  manifeste  que  les  seules  erreurs  systématiques  à  craindre 
seraient  celles  qui  proviendraient  de  la  vis  du  micromètre.  On 
devra  étudier  cette  vis  avec  le  plus  grand  soin.  Si  l'on  n'employait 
qu'un  même  couple  d'étoiles,  les  erreurs  commises  sur  leurs  dé- 
clinaisons auraient  aussi  le  caractère  d'erreurs  systématiques;  on 
y  remédie  en  employant  le  plus  grand  nombre  possible  de  couples 
d'étoiles.  On  en  profite  pour  éliminer,  du  résultat  final,  l'erreur  du 
tour  de  vis  en  choisissant  les  étoiles  de  façon  que  la  somme  de  toutes 
les  différences  Vs —  p^  soit  nulle  ou  très  petite.  L'erreur  de  la  ré- 
fraction est  bien  petite  et  a  un  caractère  accidentel  comme  Terreur 
du  niveau,  si  ce  niveau  a  été  bien  étudié.  Les  erreurs  systéma- 
tiques du  pointé  se  détruisent  dans  la  différence  Vs —  ^n\  il  en  est 
de  même  de  celles  qui  proviennent  de  la  flexion  de  la  lunette. 

L'étude  d'une  vis  de  micromètre  se  fait  de  la  façon  la  plus 
simple  par  la  mesure  d'un  même  intervalle  constant,  assez  petit, 
avec  le  micromètre,  en  utilisant  successivement  pour  cette  mesure 
les  diverses  lectures  du  tambour  de  la  vis. 

Les  étoiles  d'un  couple  doivent  se  succéder  à  quelques  minutes 
de  distances  (  5"  à  i  o*")  ;  leur  différence  de  distance  zénithale  ne  doit 
pas  dépasser  lo'  et  les  distances  zénithales  absolues  20®  à  aS". 

242.  Détermination  précise  de  lalongitude.  —  La  détermination 
précise  de  la  différence  de  longitude  entre  deux  points  se  fait  au- 
jourd'hui par  la  méthode  télégraphique.  Il  s'agit  de  déterminer  à  un 
même  instant  la  différence  des  heures  sidérales  en  ces  deux  points. 

Des  observations  méridiennes  très  soignées,  faites  à  des  instru- 
ments identiques,  donnent  l'heure  aux  deux  stations.  Si  la  dif- 
B.  -  II.  26 
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férence  de  longitude  n'est  pas  trop  grande,  on  y  observe  les  mêmes 
étoiles  ;  tout  au  moins,  un  certain  nombre  d'étoiles  sont  communes 
aux  deux  stations,  et  pour  les  autres  on  s'astreint  à  n'employer 
que  des  étoiles  d'ascensions  droites  bien  connues.  On  détermine 
avec  tout  le  soin  possible  les  constantes  instrumentales;  notam- 
ment on  observe  dans  la  soirée  deux  polaires  à  des  culminations 
opposées,  avec  un  retournement  au  milieu  de  chacune  de  ces  ob- 
servations. On  répartit  les  étoiles  horaires  dans  les  deux  positions 
de  l'instrument. 

L'observation  se  fait  au  chronographe,  un  appareil  électrique 
qui  enregistre  les  secondes  indiquées  par  la  pendule  et  qui,  en 
outre,  enregistre  les  instants  des  passages  des  étoiles  aux  fils  du 
réticule.  Cependant  il  semble  avantageux  d'observer  les  polaires 
par  la  méthode  ordinaire  œil  et  oreille.  Si  l'on  opère  ainsi,  on  doit 
comparer  soigneusement  les  résultats  d'observations  œil-oreille  à 
ceux  que  donne  l'emploi  du  chronographe. 

Avant  et  après  la  détermination  de  longitude  on  détermine 
Téquation  personnelle  relative  des  deux  observateurs.  A  cet  effet 
les  deux  observateurs,  dans  une  même  soirée,  au  même  lieu,  font 
des  déterminations  complètes  de  l'heure.  La  différence  des  correc- 
tions de  pendule  est  leur  différence  d'équations  personnelles. 

Une  communication  électrique  établie  entre  les  chronographes 
des  deux  observateurs  permet  d'inscrire,  à  volonté,  sur  les  appa- 
reils, des  signaux  électriques  transmis  par  chacun  d'eux.  La 
meilleure  disposition  des  déterminations  d'heure  et  des  échanges 
de  signaux  est  la  suivante  :  première  détermination  d'heure, 
échange  de  signaux;  deuxième  détermination  d'heure,  second 
échange  de  signaux;  troisième  détermination  d'heure.  De  la  sorte 
le  résultat  des  comparaisons  est  indépendant  de  la  marche  des 
pendules.  La  réciprocité  des  échanges  de  signaux  élimine  l'erreur 
qui  résulte  de  la  non-instantanéité  de  la  transmission. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage;  le  lecteur  trouvera,  au  TomeXI 
du  Mémorial  du  Dépôt  de  la  Guerre,  le  mode  d'installation  des 
appareils  employés  par  le  Service  géographique  de  l'Armée. 
Au  cours  des  opérations  les  observateurs  se  permutent. 

243.  Détermination  de  la  longitude  en  voyage  par  les  chrono- 
mètres. —  En  voyage  il  est  indispensable  d'employer  des  pro- 
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cédés  n'exigeant  pas  que  des  relations  actuelles  soient  établies 
entre  le  voyageur  et  des  localités  dont  la  position  soit  connue.  Les 
phénomènes  astronomiques  concernant  des  astres  à  grande  pa- 
rallaxe, ou  à  rapide  mouvement  propre,  en  donnent  le  moyen. 

On  observera  cependant  que,  si  le  voyageur  emporte  avec  lui  un 
chronomètre  donnant  Theure  de  Paris,  il  lui  suffira  de  déterminer 
l'heure  locale  pour  avoir,  par  différence,  la  différence  de  longitude 
avec  Paris.  Il  convient  de  remarquer  que  le  transport  des  chrono- 
mètres est  un  moyen  d'établir  une  communication  permanente 
avec  Paris. 

244.  Détermination  de  la  longitude  par  les  culminations  lu- 
naires. —  Les  culminations  lunaires  donnent  une  autre  solution. 
Si,  à  une  époque  donnée  en  temps  moyen  tm  et  en  temps  sidéral  tg 
de  Paris,  l'ascension  droite  de  la  Lune  est  a  et  que  L  désigne  la 
longitude  occidentale  (rapportée  à  Paris)  du  Heu  où  la  Lune  passe 
au  méridien,  on  a  visiblement 

L- /,— a. 

La  Connaissance  des  Temps  donne  L  pour  toutes  les  valeurs 
de  t„t  d'heure  en  heure.  Supposons  que  l'on  ait  constaté  qu'en 
im  lieu  donné  le  centre  de  la  Lune  passe  au  méridien  à  l'heure  si- 
dérale Hj.  Ils  est  à  cet  instant  l'asrension  droite  de  la  Lune.  Cette 
ascension  droite  est  comprise  entre  deux  ascensions  droites  con- 
sécutives a',  a'' données  par  la  Connaissance  des  Temps,  pour  des 
heures  consécutives  /^„,  t],^\  si  \J  et  L''  sont  les  valeurs  de  L  qui 
correspondent  à  ces  heures,  la  proportion  suffisamment  exacte 

L  —  U  _  H^-g' 

donne  L. 

245.  Mesure  de  la  longitude  par  les  distances  lunaires,  —  La 

Connaissance  des  Temps  donne  de  trois  en  trois  heures  en  temps 
moyen  de  Paris  les  distances  géocentriques  du  centre  de  la  Lune  à 
ceux  du  Soleil,  de  Vénus,  Mars,  Jupiter,  Saturne,  Âldébaran, 
Pollux,  Regulus,  l'Épi,  Anlarès,  Altaïr,  Fomalhaut,  Markab.  Ces 
distances  ont  été  aisément  calculées  par  la  considération  du 
Iriangle  ayant,  sur  la  sphère  géocentrique,  pour  sommet,  le  pôle  et 
les  centres  des  deux  astres. 
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Si,  d'autre  part,  on  parvient,  par  des  mesures  faites  en  un  point 
de  la  Terre  à  une  heure  locale  connue,  à  obtenir  la  distance  géocen- 
trique  A  du  centre  de  la  Lune  au  centre  de  l'un  de  ces  astres,  la 
comparaison  avec  les  données  de  la  Connaissance  des  Temps 
donne,  par  interpolation,  l'heure  de  Paris  à  cet  instant,  et  la  diffé- 
rence entre  l'heure  de  Paris  et  Theurc  locale  est  la  longitude. 

Il  est  aisé  de  mesurer  au  sextant  la  distance  apparente  d  de 
deux  bords  intérieurs  ou  des  deux  bords  extérieurs  des  deux 
astres  et  en  même  temps  les  hauteurs  apparentes  (et,  par  suite, 
les  distances  zénithales  z  et  z')  des  bords  supérieurs  ou  inférieurs. 
Si  (D  et  CD'  sont  les  demi-diamètres  apparents  géocentriques 
(donnés  par  la  Connaissance  des  Temps) ^  on  peut  dans  le  tri- 
angle qui,  sur  une  sphère  ayant  pour  centre  l'observateur,  a  pour 
sommets  le  zénith  et  les  centres  apparents  des  deux  astres,  cal- 
culer sommairement  les  angles  A,  A'  aux  astres,  les  trois  côtés  de 
ce  triangle  étant,  avec  une  précision  suffisante  pour  l'objet  actuel 

Dans  les  deux  premières  expressions  on  prend  le  signe  supérieur 
si  l'on  a  observé  un  bord  supérieur,  le  signe  inférieur  dans  le  cas 
contraire;  dans  la  troisième,  on  prend  les  signes  supérieurs  si  la 
distance  mesurée  est  celle  des  bords  intérieurs,  les  signes  inférieurs 
si  l'on  a  mesuré  la  distance  des  bords  extérieurs. 

La  connaissance  des  angles  A,  A'  aux  deux  astres  permet  de 
calculer  exactement,  en  tenant  compte  de  la  réfraction,  les  rayons 
apparents  des  deux  astres  dans  la  direction  de  la  distance  mesurée. 
On  voit  sans  peine  que  ces  rayons  p,  p'  ont  pour  valeur 

p  =  ©1  —  C  cos  A,        p'  =  (î)'i  —  G'  cos  A', 

où  CD<,  (Si\  sont  les  demi-diamètres  apparents  vus  de  l'observateur 
et  non  affectés  de  la  réfraction,  C  et  C  les  différences  des  valeurs 
de  la  réfraction  aux  distances  zénithales 

z     et    ^  —  (î)i, 

z'  et  V— q;. 

Si  le  premier  astre  est  la  Lune, 

(B,  =  OD  -4-  (£)«  A  cos(>5  ±  A  -T-  /•), 
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h  désignant  le  rapport  du  rayon  de  la  Lune  au  rayon  de  la 
Terre,  r  la  réfraction  en  distance  zénithale  pour  la  position  de  la 
Lune  observée. 

D'après  cela,  sur  la  sphère  qui  a  pour  centre  l'observateur,  le 
triangle  qui  a  pour  sommets  le  zénith  Z  et  les  centres  apparents 
des  deux  astres  a  pour  côtés 

On  peut  calculer  l'angle  en  Z  par  la  relation 

cos^c=  cosZcCosz'c-T-  sinz^sin^icosZ. 

Cet  angle  Z  appartient  aussi  au  triangle  qui,  sur  la  même  sphère, 
a  pour  sommets  le  zénith  et  les  positions  vraies  (non  affectées  de 
la  réfraction),  et  aussi  au  triangle  qui  a  ses  sommets  aux  mêmes 
points,  sur  une  sphère  ayant  pour  centre  le  point  N  où  la  verticale 
MN  de  l'observateur  M  rencontre  l'axe  de  rotation  PON  de  la 
Terre  {fig^  46)«  En  désignant  par  j9  et/?' les  parallaxes  de  hauteur 

Fig.  46. 


des  deux  astres,  par  2^,  XJ  les  distances  zénithales  des  deux  astres 
sur  cette  nouvelle  sphère,  on  a 

Ç  =  zc-^  r-^p,        Ç'  =  z'c-\-  r'—p\ 
On  a  d'ailleurs  pour  calculer  j9  et  jd'  les  formules 

/>  =  N.Psiii(zc-t-r),        />'=N.P'sin«-4-r'), 

N  désignant  la  longueur  de  la  verticale  MN,  P  et  F  les  pa- 
rallaxes horizontales  équatoriales.  On  a  confondu  dans  ces  for- 
mules les  parallaxes  P  et  P'  relative  à  NM  avec  celles  qui  seraient 
relatives  à  ON.  Il  n'en  résulte  pas  d'erreur  sensible.  On  conclut 
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de  Ja  considéralion  de  ce  triangle 

cosd'  =  cosÇ  cosÇ'h-  sin^sinÇ'cosZ, 

d'  désignant  la  distance  des  centres  vus  de  N. 

Si  l'on  mène  par  le  centre  O  de  la  Terre  une  parallèle  OL, 
à  NL  et  le  rayon  vecteur  OS,  ce  rayon  vecteur  pouvant  être  regardé 
comme  confondu  avec  NS  à  cause  delà  petitesse  de  la  parallaxe  du 
Soleil,  l'angle  SOL<  sera  égale  à  d'. 

L'angle  POL^,  que  nous  désignerons  par  90" — o<,  est  égal  à 
POL  —  OLN.  Or  POL  est  la  distance  polaire  90"* —  S  de  la  Lune 
donnée  par  la  Connaissance  des  Temps  et  le  triangle  OLN 
donne  avec  une  précision  suffisante 

OLN  =  ON.Psino. 

L'angle  POS  est  la  dislance  polaire  géocentrique  go°  —  o'  du 
Soleil  et  l'on  obtient  l'angle  dièdre  LOPS  par  la  relation 

cosd'  =  sin8i  sino'-h  cosSi  coso'cosLOPS. 

Après  quoi  le  trièdre  OPLS  donne  pour  la  distance  géocentrique 

LOS] 

cosA  =  sino  sino'-h  cosû  coso'cosLOPS. 

246.  Détermination  du  méridien  et  de  l'azimut  d'un  signal.  — 
Le  procédé  le  plus  précis  pour  déterminer  le  méridien  est  l'instal- 
lation d'une  lunette  méridienne  dont  on  modifie  l'azimut  jusqu'à 
ce  que,  en  le  déterminant  par  l'observation  d'une  polaire  et  d'une 
étoile  équatoriale,  on  le  trouve  sensiblement  nul.  La  connaissance 
de  cet  azimut  achève  la  détermination  du  méridien  que  Ton  peut 
fixer  sur  le  terrain  en  installant  à  quelque  distance  une  mire.  En 
ce  qui  concerne  la  mire  il  convient  d'observer  qu'un  angle  de  1" 
à  60™  de  distance  correspond  à  peu  près  à  un  déplacement  latéral 
d'un  tiers  de  millimètre,  et  ce  déplacement  est  proportionnel  à  la 
distance  de  la  mire. 

L'observation  à  l'altazimut  d'une  étoile  à  des  hauteurs  égales, 
qui  donne  l'heure,  fait  connaître  la  direction  du  méridien  par  une 
moyenne,  si  l'on  fait  les  lectures  du  cercle  azimutal. 

Quand  on  connaît  l'heure  et  la  latitude,  il  suffit  de  mesurer 
l'azimut  d'une  étoile  connue  à  un  instant  donné.  L'heure  sidérale 
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de  l'observalion  donne  Tangle  horaire;  ayant  l'angle  horaire,  la 
distance  polaire  et  la  latitude,  le  changement  des  coordonnées 
donne  l'azimut.  La  différence  entre  cet  azimut  et  la  lecture  azimu- 
taie  du  cercle  donne  la  lecture  relative  au  méridien.  Il  convient 
particulièrement  d'emplojer  à  ces  observations  la  polaire  à 
l'époque  de  sa  plus  grande  dislance  au  méridien. 

Dans  certains  cas  il  est  commode  de  mesurer  une  distance  zéni- 
thale z  du  Soleil  ou  d'une  étoile.  Si  la  latitude  cp  est  connue  ainsi 
que  la  déclinaison  8  de  l'astre,  on  aura,  par  un  triangle  sphérique 
dont  les  trois  côtés  sont  connus,  pour  l'azimut  A  de  l'astre  au  mo- 
ment de  l'observation 

^^^,  A  ^  sin^jz  -+-  cp  -  8)  cos{(cp  -H  8  -4-  g) 
2        sin-|(.5  —  <p -f- 8)cosï(<p  4-8  — >5) 

Il  convient,  pour  augmenter  la  précision,  de  faire  l'observation 
dans  le  voisinage  du  premier  vertical. 

La  mesure  de  l'azimut  d'un  signal  se  fait  naturellement  par  la 
comparaison  de  la  lecture  du  cercle  azimutal  donnée  par  un  pointé 
sur  l'astre  avec  celle  qui  correspond  à  la  direction  du  méridien. 
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CHAPITRE  XVIIL 

CALCULS  GÉODÉSIQUES. 


TRIANGULATIONS.  —  MESURES  DE  L  INTENSITE  DE  LA  PESANTEUR  AU  MOTEN  OU 
pendule;  FORMULE  DE  ROUGCER.  —  CALCUL  DES  TRIANGLES  GÉODÉSIQUES. 
—  CALCUL  DES  LONGITUDES,  DES  LATITUDES  ET  DES  AZIMUTS.  —  LONGUEUR 
d'un  arc  de  MÉRIDIEN.  —  RÉSULTATS.  —  NIVELLEMENT  GÉODÉSIQUE,  NI- 
VELLEMENT MATHÉMATIQUE. 


247.  Du  géolde.  —  La  Géodésie  a  pour  but  Tétude  de  la  forme 
de  ]a  surface  mathématique  de  la  Terre,  surface  à  laquelle  Listing, 
en  1872,  a  donné  le  nom  de  géoïde. 

On  admet  que  la  Terre  a  été  primitivement  fluide,  que  la  distri- 
bution actuelle  de  la  masse  ainsi  que  la  direction  de  la  verticale  et 
l'intensité  de  la  pesanteur  en  chaque  point  satisfont  aux  condi- 
tions d'équilibre  relatif  d'une  masse  fluide,  la  verticale  résultant 
d'ailleurs  de  la  gravitation  et  de  la  force  centrifuge.  En  tout  point 
de  la  masse  terrestre,  passe  une  sur/ace  de  niveau,  c'est-à-dire  une 
surface  normale  à  la  verticale  en  chacun  de  ses  points.  La  surface 
formée  par  le  niveau  moyen  des  mers  fait  partie  d'une  surface  de 
niveau  qui  se  prolonge  dans  les  régions  continentales;  cette  sur- 
face est  le  géoïde.  Par  niveau  moyen  des  mers  on  entend  le  niveau 
auquel  s'élèverait  la  mer  en  chaque  point  si  elle  était  en  repos, 
c'est-à-dire  si  l'on  pouvait  faire  abstraction  des  diverses  causes 
(marées,  courants,  vents,  etc.)  qui  produisent  les  mouvements  des 
flots.  Si  les  continents  étaient  sillonnés  de  canaux  en  communi- 
cation avec  les  mers,  la  surface  des  eaux  dans  ces  canaux  appar- 
tiendrait au  géoïde. 

Les  diverses  surfaces  de  niveau  s'enveloppent  mutuellement.  Si 
la  verticale  en  un  point  A  de  l'une  en  rencontre  une  autre  en  un 
point  B,  elle  n'est  généralement  pas  verticale  en  B.  Partant  de  A 
suivant  la  verticale  en  A,  on  peut  décrire  une  ligne  dont  tontes 
les  tangentes  soient  des  verticales;  une  telle  ligne  s'appelle  ligne 
de  force.  Cette  ligne  est  généralement  une  ligne  à  double  cour- 
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bure,  très  peu  différente  d'ailleurs  d'une  droite.  Si  le  point  A  est 
un  point  quelconque  de  la  Terre,  que  la  ligne  de  force  qui  en  part 
rencontre  en  C  le  géôïde,  le  point  A  peut  être  représenté  par  le 
point  C  qui  en  sera  dit  la  projection  et  par  la  ligne  courbe  AC, 
l'altitude.  On  peut  aussi  projeter  A  sur  le  géoïde  au  moyen  de 
la  verticale  en  A.  Le  pied  B  de  cette  verlicale  diffère  très  peu  du 
point  C  et,  pratiquement,  on  peut  confondre  ces  deux  points  et 
aussi  la  courbe  AC  avec  la  droite  AB. 

En  fait,  le  géoïde  diffère  peu  d'une  sphère  ayant  6870'"°  de 
rayon.  Il  ressemble  très  sensiblement  à  un  ellipsoïde  de  révolution 
aplati  dans  lequel  V aplatissement,  c'est-à-dire  le  rapport  de  la 
différence  des  axes  au  plus  grand  d'entre  eux  est  voisin  de  ~.  La 
détermination  des  deux  axes  de  cet  ellipsoïde  n'exige  qu'un  très 
petit  nombre  de  mesures.  Seulement  la  comparaison  des  mesures 
géodésiques  à  un  ellipsoïde  de  révolution  laisse  toujours  des  ré- 
sidus qu'il  est  impossible  d'attribuer  aux  erreurs  des  observations, 
et  dont  l'ensemble  est  tel  cependant  qu'il  faut  renoncer  à  trouver 
une  forme  représentant  le  géoïde  avec  plus  de  précision  que  l'ellip- 
soïde de  révolution. 'D'après  M.  Helmert,  la  détermination  précise 
de  la  forme  du  géoïde  demanderait  autant  de  travail  que  celle  delà 
surface  physique  (ou  surface  réelle)  de  la  Terre;  celle-ci,  comme  le 
géoïde,  diffère  peu  d'une  sphère  de  ôS^o^"'  de  rayon  ;  la  différence 
des  distances  de  son  centre  au  point  le  plus  rapproché  et  au  point 
le  plus  éloigné  ne  dépasse  pas  82^™. 

248.  Triangulations.  —  Toutes  les  mesures  effectuées  à  la  sur- 
face de  la  Terre,  pour  l'étude  du  géoïde,  consistent  en  triangula- 
tions. Un  certain  nombre  de  points  plus  ou  moins  éloignés  étant 
choisis,  de  chacun  de  ces  points  on  vise  les  points  voisins.  A  cet 
effet,  on  installe  en  l'un  A  de  ces  points  un  théodolite,  et  l'on  me- 
sure l'angle  des  plans  passant  par  la  verticale  du  point  A  et  par 
les  points  voisins  B,  C,  ....  On  détermine  aussi  les  angles  que 
forment  en  A,  avec  la  verticale,  les  rayons  yisuels  AB,  AC,  .  . . , 
c'est-à-dire  les  distances  zénithales  de  ces  rayons  visuels.  On  opère 
de  même  au  point  B,  d'où  l'on  vise  les  sommets  voisins,  en  parti- 
culier A  et  C,  et  au  point  C  d'où  l'on  vise  aussi  B  et  A,  et  l'on  opère 
ainsi  en  tous  les  sommets.  D'autre  part  on  mesure  une  base,  c'est- 
à-dire  un  côté  aussi  long  que  possible  de  l'un  des  triangles.  On 
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détermine  les  latitudes  de  deux  stations  extrêmes  et  aussi  Tazimut 
en  Tune  d'elles  A,  c'est-à-dire  l'angle  que  fait  le  méridien  en  A 
avec  le  plan  vertical  en  A  passant  par  un  sommet  voisin  B.  On 
suppose  d'ailleurs  que  le  géoïde  est  un  ellipsoïde  de  révolution 
aplati.  Dans  cette  hypolhèse,  les  mesures  faites  permettent  de 
trouver  les  dimensions  de  cet  ellipsoïde  et  les  coordonnées,  lati- 
tudes et  différences  de  longitudes,  des  sommets.  On  joint,  à  l'ordi- 
naire, à  ces  mesures,  des  déterminations  surabondantes  de  lati- 
tudes, d*azimuts,  de  différences  de  longitudes.  Les  écarts  entre 
les  valeurs  mesurées  et  celles  qui  résultent  des  calculs  de  la  trian- 
gulation montrent  entre  quelles  limites  le  géoïde  est  exactement 
représenté  par  l'ellipsoïde  adopté  ou  obtenu. 

Historiquement,  les  travaux  géodésiques^  jusqu'au  xix*  siècle, 
ont  eu  exclusivement  pour  objet  des  mesures  d'arcs  de  méridien, 
et  c'est  de  l'ensemble  de  ces  mesures  faites  à  diverses  latitudes 
qu'ont  été  conclues  les  dimensions  du  géoïde.  Depuis,  la  compa- 
raison de  mesures  de  toutes  sortes,  d'arcs  de  méridiens,  d'arcs  de 
parallèles  ou  même  d'arcs  orientés  d'une  manière  quelconque  a 
montré  que  l'ellipsoïde  de  révolution  est,  de  toutes  les  surfaces 
simples,  celle  qui  représente  le  mieux  le  géoïde. 

En  chaque  point  il  existe  entre  la  verticale  réelle  et  la  verticale 
géodésique,  c'est-à-dire  celle  qui  correspond  à  l'ellipsoïde  de  ré- 
volution, un  écart  que  l'on  nomme  déviation  de  la  verticale.  On 
peut  bien  dire  que  les  mesures  géodésiques  ont  aujourd'hui  pour 
but  l'étude  de  ces  déviations.  Il  nous  sera  impossible  d'insister 
sur  le  détail  des  discussions  que  leur  détermination  comporte. 

249.  Mesure  de  l'intensité  de  la  pesanteur  au  moyen  du  pendule. 

—  Les  mesures  géodésiques  se  complètent  fort  utilement  par  celles 
de  l'intensité  de  la  pesanteur  au  moyen  de  la  durée  des  oscillations 
du  pendule.  Ces  dernières  ont  manifesté,  à  côté  des  déviations  de 
la  verticale  et,  par  suite,  des  variations  de  la  courbure,  des  surélé- 
vations ou  des  abaissements  du  géoïde  par  rapport  à  l'ellipsoïde 
de  révolution,  différences  qui,  sur  les  continents,  atteignent  en 
général  200";  elles  se  compliquent  de  variations  locales  d'altitude 
beaucoup  plus  faibles,  n'atteignant  dans  les  Alpes  que  5°*  à  6°. 
Il  est  à  noter  que  les  modifications  de  la  courbure  n'en  changent 
jamais  le  sens,  de  sorte  que  le  géoïde  n'offre  pas,  comme  la  surface 
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physique  du  sol,  des  alternances  de  montagnes  et  de  vallées. 
Les  observations  du  pendule  sont  extrêmement  délicates;  il  faut 
tenir  compte  de  Tentraînement  de  Tair  ambiant,  du  déplacement 
de  l'appui  sur  lequel  repose  le  couteau.  Le  lecteur  trouvera  dans 
le  Bulletin  des  séances  de  la  Société  française  de  Physique. 
p.  95,  1888,  un  beau  Mémoire  de  iM.  le  commandant  Defforges 
renfermant,  avec  une  discussion  complète,  la  description  des  ap- 
pareils construits  par  Repsold  et  plus  récemment  par  Brunner  pour 
le  Service  géographique  de  l'Armée. 

250.  Réduction  des  observations  du  pendule  au  niveau  de  la 
mer.  Formule  de  Boug^er.  —  Pour  rendre  comparables  les  obser- 
vations du  pendule  faites  en  divers  points  il  faut  les  réduire  au 
niveau  de  la  mer.  On  ne  se  borne  pas  à  la  réduction  relative  à  la 
variation  d^nteusité  de  la  pesanteur  en  raison  inverse  du  carré  des 
distances.  On  s'efforce  de  déduire  de  l'intensité  de  la  pesanteur,  au 
point  où  est  placé  le  pendule,  Taction  de  la  partie  de  la  croûte 
terrestre  qui  est  située  au-dessus  du  géoïde,  afin  d'avoir  l'intensité 
de  la  pesanteur  sur  le  géoïde  même.  On  attribue  à  cette  partie  de 
la  croûte  terrestre  que  nous  appellerons  le  continent  une  densité 
constante. 

Soit  P  un  lieu  d'observation,  Po  sa  projection  sur  le  géoïde, 
h  l'altitude,  Go  l'attraction  et  g^  la  pesanteur  au  point  Po,  G  l'ac- 
tion du  continent  sur  le  point  P,  G  -|-  C  l'attraction  et^  la  pesan- 
teur au  point  P.  On  néglige  la  différence  des  valeurs  de  la  force 
centrifuge  en  P  et  en  P©.  Dans  ces  conditions  on  a 

^  —  ^0=0 -H  G -Go. 

On  calcule  G  —  Go  comme  si  la  Terre,  de  rayon  moyen  R,  était 
formée  de  couches  sphériques   concentriques  dont  chacune  soit 

homogène.  On  a  alors,  en  négligeant  le  carré  de     » 

G  _  /     R     y_    _  ih 
Go  ~  VRh-A/  ~"'       R" 
d'où 


—  » 


ou  approximativement 


G  —  Go  = p"  ^« 
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etentiQ 

g  —  go—^ ^g^' 

On  assimile  le  coDtinent  à  un  cylindre  homogène  de  hauteur  A, 
de  rayon  a,  de  densité  p.  On  trouve  alors  aisément  pour  Faction 
de  ce  cylindre  sur  le  centre  P  de  sa  base  supérieure 

C  =  2Tzfp(a -H  A  —  /a«-f-;i«), 

et  comme  Go  =  5  ir/RD,  D  étant  la  densité  moyenne  de  la  Terre, 
3       p    hf         h         \ 

Le  plus  souvent,  -  est  assez  petit  pour  que  le  second  terme  soit 

négligeable  et  l'on  a,  en  remplaçant,  dans  la  valeur  de  C,  G© 
par  ^0, 

ce  qui  est  la  formule  de  Bouguer. 

Il  convient  de  remarquer  que  ce  procédé  est  assez  arbitraire; 
de  plus  il  est  fréquemment  contredit  par  les  faits.  La  comparaison 
des  résultats  des  observations  ainsi  réduites  indique  que,  sur  les 
continents,  Tintensité  observée  est  plus  faible  que  celle  que  donne- 
rait la  formule  de  Clairaut,  et  c'est  le  contraire  sur  les  îles,  comme 
s'il  y  avait  un  défaut  de  pesanteur  sur  les  continents,  un  excès  sur 
les  îles,  produisant  des  variations  de  5  ou  6  oscillations  par  jour. 
Ces  variations  sont  notables,  puisque,  sur  l'ellipsoïde,  le  pendule  ne 
fait  que  22g  oscillations  de  plus  au  pôle  qu'à  l'équaleur.  M.  Faye 
attribue  les  écarts  systématiques  offerts  par  les  continents  et  par 
les  îles  à  ce  que  le  refroidissement  du  globe  terrestre  serait  plus 
grand  sous  les  mers  que  sous  les  continents. 

M.  Faye  a  proposé  de  supprimer  sur  les  continents  le  terme 

DR'  ^^"^^^  s*  ^^s  continents  étaient  compensés  par  des  cavités 

souterraines  ou  par  des  diminutions  de  la  densité,  et  de  le  rem- 
placer dans  les  localités  accidentées  par  un  terme  C|  provenant 
seulement  des  saillies  s'élevant  au-dessus  du  niveau  général  des 
continents.   Ce  procédé  semble  avoir  amélioré  les  résultats  des 


CALCULS    GéODBSIQUBS.  4lS 

discussions  des  observations  du  pendule,  sans  faire  disparaître 
toutes  les  anomalies. 

S51 .  Calcul  des  triangles  géodésiques.  —  Le  point  de  départ 
de  toute  triangulation  est  la  mesure  d'une  base,  c'est-à-dire  d'un 
côté  de  Tun  des  triangles.  Pratiquement,  une  base  mesurée  n'a 
guère  plus  d'un  myriamètre  de  longueur.  Nous  avons  dit  comment 
on  corrige  cette  longueur  de  l'inclinaison  ;  il  est  nécessaire  aussi 
de  la  projeter  sur  le  géoïde,  ou,  comme  on  dit,  de  la  réduire  au 
niveau  de  la  mer.  Si  h  est  l'altitude  de  la  base  mesurée,  B  la  lon- 
gueur mesurée,  B  —  8B  sa  projection  sur  le  géoïde,  r  le  rayon 
correspondant,  supposé  connu,  du  géoïde,  la  relation 

B  — SB  _      r 
B       ~"  r-^h 
donne 

8B  =  B-^-r. 
r  -r-  h 

Pratiquement,  h  est  une  très  petite  fonction  de  r  et  les  erreurs 
à  craindre  sur  ces  éléments  n'ont  pas  sur  8B  d'influence  sensible. 

D'autre  part,  avant  de  s'occuper  de  la  résolution  des  triangles, 
il  est  nécessaire  de  les  définir  et  de  voir  comment  leur  résolution 
est  facilitée  par  la  petitesse  de  l'excentricité  du  géoïde. 

Soient  AoBqCo  les  trois  sommets  d'un  triangle  géodésique  à  la 
surface  physique  de  la  Terre,  A,  B,  C  leurs  projections  sur  le  géoïde. 
Du  point  Ao  on  a  mesuré  à  Taltazimut  l'angle  des  plans  passant  par 
la  verticale  en  Ao  et  respectivement  par  les  points  Bo  et  Cq.  On  peut 
admettre,  sans  erreur  sensible,  qu'un  plan  vertical  en  Aq  est  en- 
core vertical  en  A;  mais  celui  de  ces  plans  qui  passe  par  Bo  ne 
passe  pas  généralement  en  B.  En  désignant  par  e  l'excentricité  du 
géoïde,  par  a  le  rayon  de  la  Terre,  par  h  l'altitude  de  Bo,  par  '^  la 
latitude,  par  a  l'azimut  du  plan  AqBo,  la  différence 
azimut  AB  —  azimut  ABo 


est  sensiblement  égale  à  (*) 


^2    }l 

sinaacos^o. 

2  a  ' 


(')  Nous  énoncerons,  dans  ce  Chapitre,  sans  les  démontrer,  plusieurs  résultats 
de  la  haute  Géoàésie. 
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Si  l'on  désigne  par  a  Taplatissement  dont  la  valeur  surpasse  à 
peine  ^,  on  a 

e^=  û(2  —  a). 

e^  h 

—  vaut  donc  à  peu  près  j^;  -  est  une  très  petite  fraction  toujours 

bien  moindre  que  ^-^.  La  correction  ci-dessus  ne  vaut  donc  ja- 
mais i",  sans  cependant  être  toujours  négligeable. 

Ces  réductions  faites,  les  mesures  sont  ramenées  à  ce  qu'elles 
eussent  été  si  les  stalions  géodésiques  avaient  été  placées  directe- 
ment sur  le  géoïde.  Que  sont,  au  juste,  les  côtés  et  les  angles  ob- 
tenus? 

Soient  A,  B,  C  les  trois  sommets  d'un  triangle.  Du  sommet  A 
on  a  déterminé  Tangle  des  plans  verticaux  en  A  et  passant  l'un 
par  B,  l'autre  par  C.  Du  sommet  B  on  a  déterminé  de  même  l'angle 
des  plans  verticaux  en  B  et  passant  par  A  et  par  C.  Or  il  importe 
de  remarquer  que  le  plan  vertical  en  A,  passant  par  B,  ne  se  con- 
fond pas  avec  le  plan  vertical  en  B  passant  par  A.  Ces  deux  sections 
verticales  ne  se  confondent  que  si  les  deux  stations  sont  sur  un 
même  méridien,  ou  sur  une  même  parallèle. 

D'autre  part,  qu'est  la  longueur  AB?  Adoptera-l-on  l'une  ou 
l'autre  des  sections  verticales?  En  vérité,  la  différence  des  longueurs 
de  ces  sections  est  très  petite  et  toujours  négligeable,  étant  de 

l'ordre  de  <?M  -  )  j  s  étant  de  la  longueur  d'une  de  ces  lignes;  e* 

vaut  g^^  et  si  s  vaut  Boo"""',  -  est  ^;  e*(-j  est  moindre  que  j~j 
de  millimètre. 

Néanmoins  il  est  préférable  de  regarder  comme  vrai  côté  du 
triangle,  soit  une  courbe  d'alignement,  soit  une  ligne  géodésique. 

LdL  courbe  d^ alignement  entre  deux  points  A  et  B  est  le  lieu  des 
point  du  géoïde  en  chacun  desquels  il  existe  un  plan  vertical  en  ce 
point  passant  par  les  deux  points  A  et  B;  c'est  une  telle  ligne  qui 
est  mesurée  directement  comme  base  d'une  triangulation.  On  voit 
sans  peine  que  cette  ligne  est  tangente  en  A  à  la  section  verticale 
en  A,  en  B  à  la  section  verticale  en  B.  Elle  est  fréquemment  située 
entre  ces  deux  sections  verticales  :  cependant  il  n'en  est  pas 
toujours  ainsi.  En  supposant  la  latitude  de  B  plus  grande  que 
celle  de  A  et  ces  deux  points  dans  l'hémisphère  nord,  la  section 
verticale  en  B  est  au  nord  de  la  section  verticale  en  A,  et  il  peut 
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arriver  que  la  courbe  d'alignement,  d'abord  située  entre  elles  à 
partir  du  point  A,  traverse  la  section  verticale  en  B  et  demeure 
ensuite  au  nord  jusqu'en  B.  Il  peut  même  arriver,  et  c'est  notam- 
ment le  cas  quand  A  et  B  ont  même  lati  tude,  que  la  courbe  d'aligne- 
ment soit  entièrement  au  nord  des  deux  sections  verticales  con- 
fondues. Nous  montrerons  (n**  2o4)  que  l'angle  en  A  des  deux 
sections  verticales  est 

c'  cos*  uslniQ^  sin*  -  y 

2 

c  étant  la  longueur  de  Tune  d'elles,  a  l'azimut  de  la  section  ver- 
ticale en  A,  u  l'anomalie  excentrique  du  point  A  dans  la  section 
méridienne. 

Il  n'est  pas  moins  important  de  considérer  la  ligne  géodésique 
de  A  en  B.  On  sait  que  c'est  une  ligne  telle  que  le  plan  osculateur 
en  un  quelconque  de  ses  points  soit  normal  à  la  surface.  Elle  a  la 
propriété  d'être,  en  général,  sur  la  surface,  le  plus  court  chemin 
entre  deux  de  ses  points.  Elle  n'est  pas  rigoureusement  tangente 
à  la  courbe  d'alignement  en  ses  extrémités  A  et  B,  mais  elle  fait 
avec  elle  de  très  petits  angles  qui  constituent  en  A  et  en  B  les  dif- 
férences entre  les  azimuts  astronomiques  et  les  azimuts  géodé- 
siques;  la  valeur  azimut  géodésique  — azimut  astronomique  est 

égale  à 

i       /s\*  . 

e*  (  -      smaa  cos*cp. 

12      \a/ 

Le  coefficient —e^(  —  )    pour  5  =  64*^"  vaut  sensiblement  o",oi. 

Cette  correction  est  le  plus  souvent  négligeable,  et,  si  elle  ne 
l'est  pas,  on  peut  la  calculer  et  considérer  la  triangulation  comme 
formée  de  triangles  ayant  pour  sommets  les  stations  A,  B,  C,  . . .  ; 
pour  angles  les  angles  mesurés  (après  application  s'il  y  a  lieu  des 
corrections  précédentes)  et  pour  côtés  les  lignes  géodésiques  qui 
joignent  les  sommets  A,  B  ;  A,  C  ;  B,  C  ;  ....  Une  seule  longueur  a 
été  mesurée,  la  base,  qui  n'a  pas  plus  d'une  dizaine  de  kilomètres; 
or  la  longueur  s  de  la  ligne  géodésique,  qui  joint  deux  points  A  et  B, 
est  liée  à  celle  p  de  la  section  plane  verticale  en  A  et  passant  parB 
par  la  relation 

5  =  p    1-+-  —-  e*  I  -  I  cos*  o  sin*  2  a  -h . . .    . 
L        36o      \a/  •  J 
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Même  si  i^  =  j^  a,  ce  qui  donne 

s  —  p  _  I 

p      "~  Sooooooooo 

s  —  ('ne  dépasse  pas  3"".  Pour  les  distances  qui  se  rencontrent 
dans  la  pratique,  les  différences  entre  les  longueurs  des  sections 
verlicales,  de  la  courbe  d^alignement,  de  la  ligne  géodésique  sont 
entièrement  insensibles;  on  ne  constate  d'ailleurs  au  théodolite 
aucun  écart  entre  les  deux  sections  verticales  et  la  courbe  d'aligne- 
ment. La  théorie  montre  que  Técarl  entre  les  intersections  des 
deux  sections  verticales  et  de  la  courbe  d'alignement  par  un 
même  méridien  est  approximativement  représenté  (*  )  par 

,  2  sin  -  sin  — 

ae^cos-^ — (sino  —  sin©  ), 

2              x-r-  y  '  * 

cos — 

2 

f  et  cp'  étant  les  latitudes  des  extrémités,  x,  y  les  segments  dans 
lesquels  le  méridien  considéré  coupe  l'une  des  lignes  AB.  Si  Ton 
fait  X  =  S''"*,  y^=  S**",  que  l'on  remplace  sin©  —  sino' par  a  —  tp' 
ou  au  plus  57^,  on  voit  que  l'écart  n'atteint  pas  j^  de  millimètre. 
D'autre  part,  on  peut  démontrer  qu'un  élément  infiniment  petit 
d'une  surface  quelconque  est  applicable  sur  une  sphère  ayant  pour 
rayon  l'inverse  de  la  racine  carrée  de  la  courbure  totale  de  la  sur- 
face au  milieu  de  l'élément,  en  appelant,  d'après  Gauss,  courbure 
totale  en  un  point  la  limite  du  rapport  de  la  courbure  totale  d'un 
élément  renfermant  ce  point  à  l'aire  de  cet  élément.  La  courbure 
totale  d'un  élément  est  l'aire  d'une  portion  d'une  sphère,  de  rayon 
un,  déterminée  par  des  rayons  tous  parallèles  aux  normales  à  l'élé- 
ment. Si  Rj  et  R2  désignent  les  rayons  de  courbure  principaux 

en  un  point,  la  courbure  totale  en  ce  point  est  ^  p    et  l'élémehl 

de  surface  est  applicable  sur  une  sphère  de  rayon  y/RiR2«  Dans 
cette  transformation,  sans  déchirure  ni  duplicature,  les  lignes 
conservent  leurs  longueurs;  les  lignes  géodésiques  sont  rem- 
placées par  des  lignes  géodésiques  de  la  sphère,  c'est-à-dire  par 
des  grands  cercles,  et  les  angles  se  conservent. 

(«)  Clarke,  Geodesy,  p.  ii5. 
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On  peut  donc  calculer  chaque  triangle  d'une  triangulation 
comme  si  c'était  un  triangle  sphérique  ayant  les  mêmes  éléments 
sur  une  sphère  de  rayon  y/RjRa,  R|R2  étant  les  rayons  de  cour- 
hure  principaux  en  un  point  situé  au  milieu  du  triangle  considéré. 
D'autre  part,  ce  triangle  sphérique  pourra  se  calculer  comme  rec- 
liligne  par  application  du  théorème  de  Legendre;  si  les  angles  ont 
été  mesurés  on  aura  l'excès  sphérique,  et  l'on  n'aura  pas  besoin  de 
connaître  R|  et  R2;  si  les  angles  n'ont  pas  été  mesurés,  l'excès 
sphérique  sera  égal  à 

I      nh      sinC 
li   U1R2  sin  l"' 

(t,  6  étant  deux  côtés  et  C  l'angle  compris. 

252.  Formules  relatives  à  la  position  du  point  sur  l'ellipse  méri- 
dienne. —  Soient  a  le  rayon  de  l'équateur  terrestre,  e  l'excentri- 
cité du  méridien  ;  soient  aussi  u  l'anomalie  excentrique  d'un  point, 
o  sa  latitude,  Xy  z  ses  coordonnées  par  rapport  aux  deux  axes 
principaux  du  méridien  de  ce  point,  5  l'arc  de  méridien  compté 
depuis  l'équateur.  La  Géométrie  donne  immédiatement  les  rela- 
tions suivantes 

i\)  tanga  =  v''i — e^tangcp, 

et,  en  posant 


Aç  =  \/i  -  -  e*  sin*o. 


O)  AçA,,=  V^r-Ts 

AaSincp  =  siniij 
coso  =  Açcosw, 


(4) 
•d'où 

On  a  aussi 


9sînC©  —  ff  \ 


X  = 


dx  =  —  a  sîn  11  du  =.  —  sin  <p  ds 


dz  =  a^\  —  e*  cos  u  du  =  coscp  ds^ 


COS*  u  cos*  © 


II. 
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et,  si  il  désigne  le  rayon  de  courbure  du  méridien  terrestre  au 
point  considéré, 

Au  point  considéré  le  méridien  elle  parallèle  sont  des  lignes  de 
courbure,  puisque  les  normales  à  la  surface  en  tous  les  points  de 
chacune  de  ces  lignes  forment  une  surface  développable.  Les  sec- 
tions normales  principales  sont  tangentes  aux  lignes  de  courbure; 
Tune  d'elles  est  le  méridien,  l'autre  est  la  section  normale  per- 
pendiculaire. On  sait  que  le  centre  de  courbure  de  cette  sec- 
tion normale  tangente  au  parallèle  est  sur  l'arête  de  rebrousse- 
ment  de  la  surface  développable  formée  par  les  normales  à  ce 
parallèle;  c'est  le  point  où  la  normale  au  point  donné  rencontre 
l'axe  de  rotation  de  la  Terre.  La  dislance  de  ce  point  au  point 
donné  s'appelle  la  grande  normale.  Son  expression  est 

(8)  N=f. 

^3.  Relations  entre  la  longueur  de  la  droite  qui  joint  deux 
points,  les  anomalies  excentriques,  leur  différence  de  lon^tade, 
leurs  azimuts  et  leurs  distances  zénithales  réciproques.  —  Soient  FI 
le  pôle  de  l'ellipsoïde  terrestre,  O  le  centre,  EE,  l'équateur,  DPE, 
nP^Ei  les  méridiens  de  deux  points  P,  P^,  o)  leur  angle. 

Prenant  OE  et  Oïl  pour  axes  desx  et  des  5,  et  pour  axe  des  y 
la  perpendiculaire  Oj"  au  plan  zOx;  les  coordonnées  des  deux 
points  sont 

(    X  =:  acosUy  y  =  Oj  z  =  a\/i — e'sinu. 

(  Xi  =  a  cos  Wi  cos (»>,        j'i  =  acosMiSino),        Zi  =  a^i — e*siniii. 

Soient  k  la  longueur  de  la  droite  PP|,  a  l'azimut  de  P|  vu  de  P 
et  compté  du  nord,  90° H-  [jl  sa  distance  zénithale. 

Menons  par  le  point  P  trois  axes  rectangulaires  :  P^  tangent 
ù  nE,  Pvi  perpendiculaire  dans  le  plan  tangent,  P^  normal.  Les 
coordonnées  Çi,  r^,,  Ç,  du  point  P^  par  rapport  à  ces  axes  sont 

$,  = — X'cosficosa,         Ti  =  ^cosfisina,         Ç|  =  — A^sin;x, 
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D'autre  part,  désignant  par  9  la  latitude  du  point  P,  on  a  visible- 
ment 

a^i  —  ar  =  2^1  cos»  -+-  Ji  sino, 

71— 7  =  ^1» 
Donc 


A:(sin{jicoscp  -\-  cosficosasincp)  =  a(cosa  —  cosMiCOSw), 
(10)      i  ArcoSjUtsina  =acosMisincù, 

'  X:(sin;x  sino  —  cosfji  cosacaso)=:  ay^i  —  e-(sin  w  —  sin  w,  ). 


P»g.  4:. 


Ces  équations  donnent  aisément  A:  sinix,  k  cos[Jicosa,  A"cos[i.sina, 
d'où  l'on  tirera  /»-.  On  trouve 


/  4  •                   f     •             a\/i  —  e*  .  ... 

(A)  A:sin{jL=  —    (1  —  cosacosMiCOSw  —  smi^sinui), 


(B) 


ArcosjJicosa  =  ~  [cosasin«/i  —  smacosMiCosco 


-h  e*cosM(sina  —  sint^i)], 

(C)  A:  cosjji  sina  =  a  cosMisincù, 

(D)  I -^  =  cosMCOSMiCOsu>-H  sine^sini^iH (sina  —  sinMi)'. 


Si  l'on  construit  sur  une  sphère  de  rayon  a  un  triangle  dont 
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deux  côtés  soient  90° —  w,  90" —  «i  et  w  Tangle  compris,  que  roii 
désigne  par  x  le  côté  opposé  et  que  Ton  pose  . 

.Ml —  n  Ml -h  M  .     X    .     , 

e  sin cos =  sm  -  sinu/, 

a  2  2       ^ 

les  formules  A  et  D  se  simplifient  et  l'on  a,  pour  déterminer  /r,  [x,  a, 

Y, 

{  D')  A:  = -lasin -cos4', 

<  A')  sinjjL  =  Aysin-séc^l^, 

((.  )  sinacosfi  =  ,  cosMi  sino). 


De  même,  si  ai  et  U|  ont  en  P|,  par  rapport  à  P,  la  même  significa- 
tion que  a  et  [Ji  en  P,  par  rapport  à  Pf,  on  a 

X 

{  \j)  sinfii==  Aç,  sin -séci|/, 

<(.i)  siDZi  cosfii  =  -r  cosu  sincu. 

2oi.  Théorème  de  Dalby.  —  En  divisant  membre  à  membre 
ré(|uation  B  par  l'équation  G^  et  introduisant  au  lieu  de  u  et  U\ 
les  latitudes  cp  et  ©i,  on  trouve 

cosQSÎncpi        sinocoso>  f»'coso      /Ag,    .  .        \ 

cota=  -r * '. 1 — ; '■ —      ^— smo  —  sinai  ). 

sin  cocos  (pi  sino)  smu)  cosoi  \  Ao        ^  ^  J 

Si  Ton  désigne  par  ^  la  valeur  que  prend  a  si,  (o,  '^,  '^,  restant 
invariables,  e  s'annule,  on  a 

<n)  cota  =  coip -h/ie*, 

où 

<i2)  h=- ■ ( -— smo  — sin«P|  ) 

^  SinCDCOS©!  \  Ap  ^  '    / 

-et,  de  même, 

<!))  cotai  =  cotPi-h  Aie», 

où 

ro«o,       /  Aç    .  ,      \ 

*'  sinwcosç  \Aç        ^  V 


CALCULS    GÉODESIQUES.  î^k 

La  formule  (i  i)  donne  sin(j3  —  a),  d'où,  en  négligeant  r", 

p  =  a  -t-  hé^  sin*  a  -h  A*  e*  sin^  a  cos  x, 
et,  de  même, 

(i5)  ^^T=ai-¥-  Aie'sîn'ai-+-  /ife^sin'ai  cosai. 

On  peut  développer  les  seconds  membres  suivant  les  puissances 
de  e^,  dont  A  et  a  dépendent.  En  introduisant  la  considération  du 
triangle  qui,  sur  une  sphère,  a  pour  angle  to  et  pour  côlés 
adjacents  90® — cp,  go** — (pi,  et  désignant  par  x'  le  côté  de  ce 
triangle  opposé  à  l'angle  to,  on  trouve,  pour  le  coefficient  du  terme 
en  e*,  dans  l'expression  de  p, 

cos:p  coscpi  sinco(sino  —  sinoi  ) 
sin^x' 

Le  coefficient  de  e'^,  dans  l'expression  de  ^i,  n'en  diffère  que  par 
le  signe.  Donc,  dans  la  somme  ^  4-  j3|,  le  terme  en  e^  disparaît. 
On  trouve,  par  un  calcul  facile,  que  la  somme  des  coefficients^ 
des  termes  en  e'  est 

•  «  ?  — ?i  ?  — «5t 

^                               sinoj                1            .  © -f-oi    .    o-hcDi              'i 
G—  —  COS9COSCD1 7  , —  cos*' siii  ^ —    * . 

*  '  X  .  X  '1  «i  X 

cos  —      cos*  —  cos  — 

2  2  2 

OU,  en  utilisant  les  formules  de  Delambre  et  désignant  par  Ael  A, 
les  angles  du  triangle  sphérique  qui  correspondent  à  a  cl  a, 

.  y-' 

A        4  A        A  A        A     tang»  — 

,    r^        ry  A  —  A,     .A  — Al.,  ..A  +  At  ^5t 

(iG)      G=  —  cosçcosoicos sin* sin(9  +  oi)sin 

*  ^  2  2  T  i      /  .^  j^ 

cos*  — 
2 

L'angle  o>  est  toujours  petit,  A|  voisin  de  iSo'* —  A,  x'  de->  et  le 
coefficient  (16)  de 

—  jsinçcos'tp  sin  AiCos*Ai  f  —  J  > 

dont  le  maximum  est 

I  fkY 


32  \a) 


Le  terme  Ce*,  même  pour  k  =  1000^°™,  n'atteint  pas  o",oo! . 
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Oïl  a  donc,  daos  tous  les  cas,  sans  erreur  sensible, 

(17)  p-hPi  =  a-i-2i. 

La  somme  des  angles  du  triangle  ellipsoïdal  II  PP|  est  donc  égale 
à  la  somme  des  angles  du  triangle  sphérique  correspondant  dont 
les  points  ont  mêmes  longitudes  et  mêmes  latitudes. 
Il  s'ensuit  immédiatement  que  : 

Si  l'on  considère  sur  r ellipsoïde  un  triangle  ABC  dont 
cha<]ue  angle  soit  déterminé  par  les  plans  verticaux  au  sommet 
correspondant  et  passant  par  les  deux  autres,  et  dont  les  côtés 
soient  des  courbes  d'alignement,  la  somme  des  angles  de  ce 
triangle  est  la  même  que  la  somme  des  angles  correspondants 
d'un  triangle  sphérique  dont  les  sommets  auraient  mêmes  dif- 
férences de  longitudes  et  mêmes  latitudes, 

âo5 .  Formules  préliminaires  pour  la  détermination  des  longitudes 
et  latitudes  des  sommets  d'une  triangulation.  —  Soit  {fi g-  4;)  -^ 
un  arc  PF  de  la  section  verticale  en  P;  joignons  le  point  P'  au 
point  N,  et  calculons  l'angle  PNP'  que  nous  désignerons  par  6. 
Soit  r'  la  dislance  NP'  et  90*^—  '^  Tangle  P'NII  :  Tangle  4'  est 
évidemment  voisin  de  la  latitude  du  point  P'.  En  écrivant  que 
le  point  P'  est  sur  une  section  méridienne  de  centre  O,  d'axes  a 
et  a\  I  —  6'-,  que  NP'  fait  avec  Nil  Tangle  90°  —  'V,  se  souvenant 
(|iie  NO  est  égal  à  e^psinjp  et  a^  à  p2(i  —  e^gina^^  qq  obtient 
entre  /*',  la  longueur  p  =:  PN  de  la  grande  normale  et  l'angle  i!/',  la 
relation 

(18)  -.  -i —  (   -siiKl'— sino  )   =  I. 

^  p^         i  —  e-  \  p        ^  ^ ) 

Ou  peut  remplacer  i^'  au  moyen  de  0  par  la  relation  évidente 

sîn  4^'  =  sin  <p  cos  0  -f-  cos  cp  sin  6  cos a. 

En  posant,  pour  abréger, 

-— .   — r  sin  (5  — /,  -       _^__;COStp  cosa  =  À, 

/ 1  —  e;-  V  '  —  ^^ 

on  obtient 

r't       r ,'  "1  s 

-^  H-    -(/cosO-h/isinô)— /     =1, 
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d'où  Ton  lire  pour  —  >  qui  devient  égal  à  i  pour  0  =  o,  un  déve- 
loppement suivant  les  puissances  ascendantes  entières  de  8 

p  1.-2  1  .  -2 .  j 

où 

D'autre  part,  /•'etO  sontles  coordonnées  polaires  du  point  P'  dans 
le  plan  PNP,,  et  l'on  a 

dii  ~  y  '^  d^-^j  "'^  ^  'ir'  we  y     8/-''  \d^ }  '^"'' 

d'où  l'expression  de  s  en  fonction  de  0,  où  l'on  supposera,  pour 
déterminer  la  constante  d'intégration,  s  nul  en  même  temps  que  9, 
et,  par  le  retour  des  suites, 


iïï- 


Quand  on  suppose  que  l'azimut  a  soit  égal  à  90°,  h  s'annule  et 
l'on  trouve 

s     .        e'     .  ,    es 

p  I  —  e*  '40 

Si  l'on  supposait  que  0  vaille  10®,  le  second  terme  vaudrait  à  peu 
près  i*^"*.  On  a  donc,  pratiquement,  dans  cejcas 

Cl  9)  s  =  pe. 

Il  convient  de  remarquer  encore  que,  si  l'on  suppose  que  le 
point  P'  vienne  en  P|,  ^  deviendra  à  peu  près  égal  à  ©i,  et  l'é- 
quation (18)  donnera  approximativement 

NPi  I      e* 

Si  l'on  mène  en  P,  la  normale  P|  N|  à  l'ellipsoïde,  que  l'on  de- 
signe  parai  Tazimut  en  P| ,  par  cl\  l'angle  que  fait  la  section  verti- 
cale P|  PN  avec  le  méridien  de  P|,  la  considération  de  Pangle 
trièdre  P|PNN|  donne 

sina;  _  sinPPiNi  _  sinPPiNi   NPj  _  NP,  cos[JLt 
sina7  ~  sinPPjN    ~   sinPiPN     MP   ""   NF   cosfi  ' 
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Par  les  équations  (A')  el  (A',)  on  a 


cos 
cos 


el,  comme 


[î  —  4  7-rsin* -(ï  —  c'sin*©)    1 


cette  formule  devient 


cos 

COI 


)S|x  e'   .   .     /sin'o        sîn'oiN 

^1^1  -^  '^V    A|  Aj     / 


«« 


—  I  -7-  -^  sin*[jLsin(o  —  Oi)sin(ç  -h  Oi)-4-. .  .. 

Le  coefficienl  de  e-  est  du  troisième  ordre,  tandis  que  celui  de  e-. 
dans  le  rapport  NP|  :  NP,  est  du  second  ordre.  On  a  donc 

sina'.  I       c*     ,  .  .       ,, 

'-. — -  =1 (sinoi  —  sino)*; 

sinai  '2   1  —  e^^       ' 

d'où,  par  la  formule  de  Taylor 

ai  —  ai  —  —  7-('f  —  O|)*cos*-^ ^'— tangai  ; 

en  remarquant  que  pour  le  calcul  du  coefficient  de  e^  on  peut  re- 
garder le  triangle  IIPPi  comme  sphérique,  que  par  suite  les  for- 
mules de  Delambre  donnent  approximativement 


•K"-^') 


Ol  —  o 

a» 

COS  — 

'2 

que 

sino)  cos(p  =  sinxsinai, 

que  ai  est  sensiblement  le  supplément  de  a  et  que  o)  est  pelil,  Té- 
limination  de  ç  —  cp,  donne  finalement 

(20)  a\  —  0Li  =  —  c*cos'(p  sin2atsin*  -"* 

ce  qui  est  la  formule  donnée  à  la  page  4i5. 
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236.  Calcul  des  longitudes  et  latitudes.  —  I.  Cas  où  V azimut  a 
est  égal  à  QO^.  —  Prenons,  sur  le  méridien  du  point  P,  un  point  P', 

rig.48. 


r- 


\     I 


ayant  la  même  latitude  '4)|  que  le  point  P|  et  soit  vi  Tangle  PNP', . 
Dans  le  trièdre  N .  PP,  Il  rectangle  suivant  Tarête  NP,  on  a 


r,  =  P,Nn-PNn=:-=-^^^^^cotPNn     (!) 


et  comme,  d'après  la  formule  (19),  PAP|  est  égala  ->  on  a 

P 


Si,  d'autre  part,  p,„  est  le  rayon  de  courbure  du  méridien  au 
point  P,  on  a 

PP;    _     pT)    _    T       5^ 


o  —  5>j  = -'  —   '   -  = tangcp, 

P//*        P/«        2  pp,„  ^ 


(')  Dans  un  triangle  sphérique  rectangle,  dont  6  et  c  sont  les  côtés  de  l'angle 
droit  et  a  l'hypoténuse,  le  côté  c  el  l'angle  C  étant  supposés  très  petits,  les  re- 
lations 

ta  ne  c 
cosa  =  cosôcosc,         tangC  —  — — .-t         sin(9o«'—  B)  —  sinC  cosô 

donnent  respectivement  les  formules  approchées 


c*  c 

90»— B=  Cco5|6-t-  ^(ûf  — 6)   . 
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puis  désignant  par  Vt  Tangle  IIP, P  (,/î^.  48) 


s 


90°— Pi  =  tosin/ç>—  i  Tj: 
90** —  P,  s'appelle  la  com^ergence  des  méridiens. 

H.   Cas  général.  —  Soît  AP,  une  section  plane  passant  par  le 
point  P,,  normale  au  point  A  à  Tellipsoïde  et  perpendiculaire  au 


l^^ig.  49. 


méridien  du  point  P.  Considérons,  sur  une  sphère,  un  triangle 
jiopopo  ayant  l'angle  H"  égal  à  II,  les  côtés  n»P«,  n^PJ  égaux  aux 
colatitudes  de  P  et  P, ,  et  soit  A®  un  point  de  II*  P®  ayant  même 
latitude  que  A.  Le  triangle  PAP,  a  mêmes  côtés  et  mêmes  angles 
que  le  triangle  sphérique  P^A^PJ;  si  e  en  est  l'excès  sphérique, 
on  a  par  le  théorème  de  Legendre,  avec  une  précision  suffisante, 
en  désignant  par  a  l'angle  P 

AP  —  ccosf  a  —  ô*)'  A!*i  =  5  sin  (  a  —   -  e  ). 

Soit  'fa  la  latitude  de  A,  p^  le  rayon  de  courbure  moyen  du  mé- 
ridien entre  A  et  P;  on  a,  par  les  formules  de  l'alinéa  précédent, 

I  AP.APt          s^ 
t= -.    —  = r-sinacosa, 

^         99  m  'J?9m 

I    AP»  5«         .    , 

TQ  =  ?«—?!=  -  --:T^tang<pi=  -— -7-sin«a  tang<pi, 

puis 

X       AP       , 

?|  — ?=(?a— ?)  — (fa— ©1)^  -; (?a— ?l) 

9  m 

=  ;^cos    a—  -e)  — r^, 


AT,       _    _    ^'''"('-Ij 
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formules  qui  font  connaître  la  latitude  de  P,  et  la  différence  de 
longitude  de  P  et  P| .  Il  suffit,  pour  calculer  vj,  de  prendre 

s 

(^i=z  ^  -\ — j~  cosa. 

P/« 

On  peut  calculer  la  convergence  v  des  méridiens  ainsi  :  l'angle 
PP^  A  est  égal  à  90"* -|-  e  —  a;  Tazimut  du  point  A  vu  de  P,  est 

go*"—  ojsin(  pfl—  ^  i;  Tazimut  a,  de  P  vu  de  P^  en  est  la  somme; 

posant  comme  définition  de  v 

V  =  180"—  a  —  ai, 
il  vient  : 

V  =  w  sin  (  Oa —  .^  )  —  £  =  w  sin  (  0|  -f-  -  r^  )  —  £. 

256.  Longueur  d'un  arc  dé  méridien.  Dimensions  du  méridien 
terrestre.  —  La  formule  (7)  du  n"  2o2  donne 

ds  -  ' 

-;-  =  a(i  —  e*j(i  —  e^sin^cp)    », 

ou 

/        3  3.5 

^  ^\        2  '        -2.4  *  /     * 

d'où,  pour  la  longueur  5  de  Parc  de  méridien  compris  entre  deux 
points  de  latitudes  o'  et  cp",  une  expression  de  la  forme 

(  s  =  a[Ao(cp'— ç')-^  ABsin(ç''— ©')cos(cp"-hç') 
(  -f- A^sinaCtp' — ç')cos2(©''-»- ç')-+-.  . .]. 

Les  coefficients  sont,  par  rapport  à  e,  d'un  ordre  de  petitesse 
marqué  par  leurs  indices  ;  Ao  est  voisin  de  i .  Rappelons  que  e*  est 
à  peu  près  -—^  e®  ^ôf^vj;;,  de  sorte  que  les  termes  en  e^  ne  valent 
que  quelques  mètres,  et  on  peut  les  négliger  sans  inconvénient.  Il 
serait,  au  reste,  aisé  d'en  tenir  compte. 

On  voit  qu'il  suffit,  pour  déterminer  a  et  e,  de  connaître  deux 
arcs  de  méridien  s^  et  52,  d'amplitudes  mi  et  m^,  à  des  latitudes 
moyennes  fi  et  (^2  ;  I^s  équations 

—  =  Aomi-h  Ajsin/ni  COS291  -h  A»  sin2/ni  cos4çi, 
a.  *  * 

—  =  Ao/?ii-i-  Aîsiomicosiçj  -h  A^sin2/?i2COs49î 
a  '  * 
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ilonnenl  en  première  approximalion,  en  négligeante^  et  rempla- 
ranl  sinmi  et  sin/722  par  ^^i  et  //?,, 


a 


-  '    (l  -f-  3C0S2?9) ^(l  -t-  3C0S'2Ç|  ) 


4                ffii        m^ 

3    s,   ^ 

A'i     ^^^       ^ 

■C0S2©i C0S'2©i 

/;ii  *         ifii  ^ 

Ayant  des  valeurs  approchées  ^o^o  de  a  et  e,  on  applique  à  la 
détermination  finale  de  ces  éléments,  d'après  l'ensemble  des  arcs 
mesurés,  les  principes  de  la  théorie  des  erreurs.  A  cet  effet,  on 
transforme  l'équation  (21),  de  la  manière  suivante.  On  pose 
a  =zao-hoaoy  e^=el-^oel  et,  désignant  par  'i>^,  rf^  les  valeurs 
obtenues  pour  les  latitudes  des  extrémités  de  l'un  quelconque 
(les  arcs  mesurés,  on  fait  '^'=  "^'^  -h  x\  f"^^  'f  0  +  ^^  ?'  ^^  ^"  ^^" 
signant  les  angles  que  font,  avec  l'équateur  de  l'ellipsoïde  cherché, 
les  normales  à  cette  surface  aux  points  où  elle  est  percée  par  les 
verticales  des  extrémités  de  l'arc  de  méridien.  L'équation  (211 
devient 

C  22  )  cp „  -h  x""  —  ©i  —  a?'  =  Lo  4-  Mu  oao  -h  -\o  5e J , 

Lu,  Mo,  No  étant  actuellement  connus,  ainsi  que  les  latitudes^,", 
et  '^'p  qui  résultent  des  observations.  On  rend  minimum  la  somme 
des  carrés  des  écarts 

:r'*  4-  37** -4- .  .  . , 

relatifs  à  tous  les  arcs  mesurés.  On  obtient ,  en  y  comprenant  les 
équations  (22),  autant  d'équations  que  d'inconnues.  Si  l'un  des 
arcs  a,  par  son  étendue,  plus  d'importance  que  les  autres,  on  con- 
sidère un  certain  nombre  de  points  intermédiaires  et  on  introduit 
outre  l'arc  entier,  chacun  des  arcs  qui  joignent  une  même  extré- 
mité à  tous  les  points  intermédiaires. 

C'est  ainsi  que  le  géodésien  anglais  Glarke  a  déduit  14  équa- 
tions de  l'arc  anglo-français,  12  de  l'arc  russe,  i3  de  l'arc  indien. 
4  de  celui  du  Cap,  i  de  l'arc  du  Pérou  ;  il  a  obtenu  pour  mesure  de 

Taplatissement =  — ..  >>  les  écarts  x\  x" .  .  . .  étant  compris 

^  a  293,5  '  ' 
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entre  — 4'',o  et  h- 4'? 5:  Bessel  avait  trouvé  pour  raplatissemeiU 
^.jj  ^g.  Nous  nous  bornerons  à  signaler  que  la  valeur  trouvée  par 
Clarke  paraît  plus  forte  que  ne  le  permet  la  théorie  physique  de 
la  figure  de  la  Terre.  La  discussion  des  observations  du  pendule  a 
donné  à  M.  Helmert  pour  valeur  de  Taplatissement  âôihi^- 

Le  Tableau  ci  dessous  donne  les  résultats  obtenus  par  Bessel 
en  i84i,  par  Clarke  en  1880,  ces  derniers  adoptés  par  le  Service 
géographique  de  TArmée  : 

Bcssei.  Clarke. 

m  m 

a ^^77^97  6378249 

h 6356079  63565i5 

Quart  du  méridien ]oooo856  1 0001 869 

...  n  —  '»  \  f 

Aplatissement  = rx  — ^    ,,. . 

^  n  299,153  293,40b 

Excentricité  = 0,0816968  o, 0824831 

Le  lecteur  trouvera  de  plus  amples  renseignements  aux 
Chap.  XX  et  XXI  du  l.  Il  du  Traité  de  Mécanique  céleste  de 
M.  Tisserand.  L'exposé  systématique  des  méthodes  de  la  haute 
Géodésie  se  trouve  dans  FOuvrage  de  Clarke,  Geodesy  (1880), 
auquel  nous  avons  emprunté  plusieurs  démonstrations  données 
dans  ce  Chapitre,  et  dans  Helmert,  Die  mathematisclien  iind  pliy- 
sikalischen  Tlieorieen  der  hoheren  Geodàsie  (1880-1884^. 


257.  Compensation  des  triangles.  —  Le  problème  suivant  est 
de  haute  importance  pour  la  résolution  des  triangles  géodcsiques  : 

Des  valeurs  mesurées  A',  B',  C  des  angles  A,  B,  C  d'un 
triangle  déduire  les  valeurs  les  plus  probables  de  ces  angles. 

La  somme  de  ces  trois  angles  doit  êlre  égale  à  180" -h  £,  £  dési- 
gnant l'excès  sphérique  qui  peut  d'ailleurs  être  calculé  si  l'on  a 
la  longueur  d'un  côté.  La  relation 


donne 


A-+-  B-f-G  =  lSo*-r-£ 

C  =  i8o'»-+-e— \— B, 
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et  les  équations  approchées  qui  correspondent  aux  mesures  sont 

A  =  A', 

A-hB  =i8o"-he  — C. 

On  résoudra  ces  équations  par  la  méthode  des  moindres 
carrés;  les  équations  normales  sont 

2A-f-  B  T^A'~i8o°— E  — C, 
A   H2B  =  B'  :-i8o°-+-e  — C. 
Elles  donnent 

A  —  A'  =  B  —  rV  =  C  —  G'  =  —  ^  (  A'-+-  B'-H  C'~  180"  -  £). 

Il  faut  donc,  pour  avoir  les  valeurs  les  plus  probables  des  angles 
A,  B,  C,  retrancher  de  A',  B',  C  le  tiers  de  Texcès  de  la  somme  des 
mesures  sur  180"  -h  s. 

Si  Ton  a  un  réseau  de  triangles,  on  applique  les  mêmes  prin- 
cipes. Le  plus  souvent,  les  valeurs  des  angles  doivent  satisfaire 
rigoureusement  à  un  certain  nombre  de  relations.  Tout  triangle 
dont  on  a  mesuré  les  trois  angles  donne  une  relation  (R|) 
A-f-  B  -h  C  ::^  180" H-  e.  Si,  en  un  sommet,  on  a  fait  un  tour  d'ho- 
rizon, la  somme  des  angles,  en  ce  sommet,  doit  être  égale  à 
36o°,  ce  qui  donne  une  relation  (Ri)-  On  a  aussi  des  relations  d'une 
forme  différente  si  Ton  a  mesuré  une  base  de  vérification.  La 
longueur  de  cette  base,  calculée  par  l'ensemble  de  la  triangulation, 
doit  être  égale  à  la  longueur  mesurée  regardée  comme  exacte,  les 
erreurs  des  bases  ayant  beaucoup  moins  d'importance  relative 
que  celles  des  angles.  La  relation  (R3)  obtenue  ne  sera  pas  li- 
néaire par  rapport  aux  angles  inconnus;  mais,  si  Ton  pose 

A  =  A'^:r,         B  =  B'  f- k,         C  =  C'h-5, 

les  erreurs  x^y,  :;,...  seront  assez  petites  pour  qu'on  en  puisse 
négliger  les  puissances  supérieures  à  la  première  et  l'équation  (R3) 
sera  linéaire  par  rapport  k  x,  y,  z^  ...  ;  il  en  sera  encore  de  même 
des  relations  (R,  ),  (R^).  Au  moyen  de  ces  équations,  on  élimi- 
nera des  équations 

A  =  A',        B  =  B', 
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OU 

ap  =  o,        7  =  0,         .    ., 

un  nombre  d^nconnnes  égal  au  nombre  total  des  équations  (Rf), 
(K2)î  (Rs))  après  quoi  on  résoudra  les  équations  restantes  par  la 
méthode  des  moindres  carrés. 

258.  Nivellement  géodésique.  —  Le  nivellement  est  la  déter- 
mination des  altitudes  des  divers  points  du  sol  au-dessus  du 
géoïde.  Cette  détermination  a  été  longtemps  effectuée  par  opéra- 
lions  à  grandes  distances,  ayant  pour  objet  l'altitude  des  stations 
géodésiques,  et  pour  moyen  immédiat  la  mesure  des  distances  zé- 
nithales de  chaque  station  vue  des  stations  voisines. 

Les  résultats  des  mesures  sont  affectés  d'une  erreur  provenant 
de  la  réfraction  terrestre,  c'est-à-dire  de  la  réfraction  par  l'at- 
mosphère entre  les  deux  stations.  Si  la  différence  d'altitude  de 
deux  points  est  connue,  l'observation  de  la  distance  zénithale  de 
l'un  ou  de  l'autre  permet  de  déterminer  la  quantité  de  cette  ré- 
fraction. Les  mesures  faites  prouvent  qu'elle  est  sensiblement 
proportionnelle  à  l'angle  v  des  verticales  des  deux  points  et  de 
.  la  forme  ms^y  le  coefficient  m  étant  sensiblement  égal  à  0,08.  Ce 
coefficient  est  d'ailleurs  variable  et  la  variation  atteint  fréquem- 
ment un  huitième  du  coefficient  lui-même  ou  un  centième  de 
l'angle  ç',  ce  qui,  pour  des  points  éloignés,  est  loin  d'être  négli- 
geable. 

Le  calcul  des  altitudes,  d'après  le  nivellement  géodésique,  se 
fait  avec  une  précision  suffisante  en  regardant  la  surface  de  la 
Terre  comme  une  sphère  dont  le  rayon  r  soit  l'inverse  de  la  ra- 
cine carrée  de  la  courbure  dans  la  région  considérée.  Si  l'on  dé- 
signe par  k  et  A'  les  altitudes  de  deux  stations  A  et  A',  ;;  la  distance 
zénithale  vraie  de  la  seconde  vue  de  la  première,  par  5'  celle  de  la 
première  vue  de  la  seconde,  par  v  l'angle  des  verticales  en  A  et 
en  A',  le  triangle  CAxV  donne  les  relations 

(u3)  z'  -\-z—\%if-k-s;, 

( 2.4  )  lang = .- — -r  cot  - . 

Si  l'on  connaît  A,  h'  et  t'  ou,  ce  qui  revient  au  même,  5,  la  dis- 
lance BB'  des  deux  stations  projetées  sur  le  géoïde,  ces  équations 
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déterminent  z  et  z\  et  la  comparaison  de  ces  valeurs  avec  les  dis- 
fances  zénithales  mesurées  fait  connaître  la  réfraction  terrestre. 
C'est  par  de  telles  mesures  que  l'on  a  vérifié  qu'elle  est  propor- 
tionnelle à  s>^  et  qu'on  en  a  déterminé  le  coefficient. 

Si  l'on  connaît  la  dislance  s^  et  par  suite  r,  et  que  l'on  ait  me- 
suré les  distances  zénithales,   la  seconde  équation  donnera,  en 

remplaçant  tang  ^  par  ^  -j-  ^, 


A  —  A  =  5  (  IH 1 

\  2  r  17.  r^  J 


lang- 


l^a  réfraction  terrestre  étant  sensiblement  la  même  aux  deux  sta- 
tions, on  peut  remplacer  z  et  z'  par  les  distances  zénithales  mesu- 
rées. 

Fig.  5o. 


Si  Ton  n'avait  mesuré  qu'une  des  distances  zénithales,  l'équa- 
tion (^3)  donnerait  l'autre;  seulement  il  faudrait  corriger  la  dis- 
tance zénithale  mesurée  de  la  réfraction  terrestre.  Le  coefficient 
de  cette  réfraction  n'étant  pas  très  constant,  il  vaut  mieux  me- 
surer les  deux  dislances  zénithales  réciproques. 

259.  Nivellement  géométrique.  —  Théorie  ovthomêtrique^ 
théorie  dynamique,  —  Dans  la  théorie  actuelle,  on  appelle 
altitude  d'un  point  la  hauteur  de  ce  point,  comptée  sur  la 
verticale,  au-dessus  de  la  sur/ace  moyenne  des  mers  pro- 
longée, par  la  pensée,  sous  les  continents,  et  différence  de 
niveau  de  deux  points  la  distance  de  l'un  d'eux  iï  la  surface 
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de  niveau  qui  passe  par  Vautre,  On  admet  que  deux  surfaces 
de  niveau  sont  partout  équidistantes.  Dans  ces  hypothèses,  la 
somme  des  différences  de  niveau  franchies  en  allant  d'un  point  à 
un  autre,  par  un  itinéraire  quelconque,  est  indépendante  de  cet 
itinéraire. 

Mais  rhypothèse  du  parallélisme  des  surfaces  de  niveau  n'est 
pas  réalisée. 

Soient  AA',  aa'  deux  surfaces  de  niveau  très  voisines,  Aa, 
Ma'  les  verticales  en  A  et  en  A',  ^,  g'  les  intensités  de  la  pesanteur 
en  ces  points.  Si  Ton  va  de  A  en  a'  par  le  chemin  AA'a',  le  tra- 
vail de  la  pesanteur  est  h' g' \  si  Ton  va  de  A  en  a'  par  le  chemin 

Fig.  5i. 


1 

^""^>v  a  ' 

^^ 

Aa«',  ce  travail  est  hg.  Comme  ces  travaux  sont  égaux  et  g  dif- 
férent de  g^ ,  h  diffère  nécessairement  de  h\  et  l'écarté  ment  des 
surfaces  de  niveau  varie  en  raison  inverse  de  la  pesanteur. 
De  plus,  la  différence  de  niveau  entre  A  et  a'  dépend  du  chemin 
suivi  pour  le  nivellement,  et  si  l'on  revenait  au  point  de  départ 
après  avoir  parcouru  le  chemin  Aaa'A'A,  on  trouverait  pour  le 
point  A,  par  rapport  à  lui-même,  une  différence  d'altitude  h' —  h. 
Entre  Avignon  et  Clcrmont,  dont  la  différence  d'altitude  est  335"*, 
on  trouve  théoriquement  65™"  de  différence  suivant  que  l'on 
passe  par  Lyon,  Roanne  et  Gannat,  ou  par  Alais,  Villefort, 
Brioude. 

Ces  considérations  ont  conduit  à  effectuer  sur  les  nivellements 
très  précis  exécutés  depuis  1847,  conformément  aux  indications 
de  M.  Bourdaloue,  au  moyen  de  niveaux  à  courte  portée,  des 
corrections  qui  constituent  la  méthode  orthométrique.  A  chaque 
différence  mesurée,  on  applique  une  correction  e  donnée  par 

e  =•  —  2aH  s\Tiil,dl, 

où  a  =  0,00264  et  H  désigne  l'altitude  moyenne  de  la  distance 
nivelée,  /la  latitude  moyenne,  dl  la  différence  de  latitude  entre 
les  deux  extrémités. 

B.  -  If.  28 


434  DKlIXllhiK    PARTIE.  —    CHAPITRE    XVIII. 

Celle  formule  résiille  de  la  formule 

(|ue  Ton  oblient  en  combinant  les  formules  de  Clairaut  el  de  Boii- 
guer  et  supposant  dans  cette  dernière  que  p  soit  la  moitié  de  A  ce 
(|ui  donne 

3  =  -^  =  0,000000196     (R  élant  le  rayon  moyen  de  la  Terre), 

el  h  Taltitude  du  point  considéré. 
Soienl  : 

MM  une  station  de  nivellemenl; 

iM'P  la  surface  de  niveau  en  M'; 

PMNM'N',  les  verticales; 

iNN'  le  niveau  des  mers, 

H,  ir  les  altitudes  de  M  el  INF.  On  a 

H-  !I  -4-MP  — (NP  — N'M'\ 

Fi  g.  52. 


C'est  le  dernier  terme  NP  —  N'M'  qui  constitue  la  correction  £. 

Menons  entre  NN'  et  PM'  des  surfaces  de  niveau  intermédiaire 
Infiniment  voisines.  Soient  h  l'altitude  de  Tune  d'elles  au-dessus 
de  N,  h-\-  dh  celle  de  la  suivante.  On  a 

gdh  —  const.. 
d'où 

gd{dh )  ~r  dh,dg  —  o, 
et 

g 

Or 

dg  =  a^o*  sina/.c^/, 

puisqu'on  se  déplace  sur  une  surface  de   niveau.  On  a  donc,  en 
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négligeanl  les  termes  du  second  ordre  en  a  et  j3, 

d(dh)  =z  —  2CL  sin2  l.dLdkf 
et,  en  intégrant  pour  la  hauteur  II, 


NP 


—  N'M'=  /     d(dh)=^'iOLlî  sin2 Ldi, 


La  théorie  dynamique^  exposée  en  1878  par  M.  Ilelmert,  con- 
siste à  remplacer,  dans  le  calcul  de  la  différence  de  niveau  de  deux 
points,  Técarlement  géométrique  rfH  des  surfaces  de  niveau  infi- 
niment voisines  que  l'on  rencontre  successivement,  par  le  travail 
que  la  pesanteur  développerait  sur  la  masse  de  l^  unité  de  poids 
tombant  de  la  hauteur  rfll.  Ce  travail  est  constant  entre  deux 
surfaces  de  niveau  en  quelque  point  que  l'on  se  place  sur  l'une 
d'elles. 

Si  g^  est  l'accélération  de  la  pesanteur  au  niveau  de  la  mer  à 

la  latitude  de  45*^,  la  masse  de  l'unité  de  poids  est  — ,  et  le  travail 
nécessaire  pour  l'élever  de  rfH,  en  un  point  où  l'accélération 
de  la  pesanteur  est  g,  est  —  rfH.  La  différence  dynamique  de 

o  0 

niveau  Aj  entre  deux  points  A  et  B,  est 


^rfH, 


tandis  que  la  différence  brute  de  niveau  d'après  l'ancienne  défi- 
nition est 


d\\. 

A 

Si  le  point  A  est  au  niveau  de  la  mer,  AJ  est  la  cote  dyna- 
mique du  point  B  :  on  voit  de  suite  que  la  différence  dynamique 
de  deux  points  est  la  différence  de  leurs  cotes  dynamiques. 

Si  l'on  pose 

on  a 


A;=D«+y*  ^da. 
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Le  second  terme  du  second  membre  s'appelle  correction  dyna- 
mique. 

On  voit  que,  pour  évaluer  cette  correction,  il  sufTirait  de  me- 
surer y,  la  variation  relative  de  g^  pour  des  intervalles  sufGsam- 
ment  rapprochés  entre  les  points  A  etB,  et  d'appliquer  une  mé- 
thode quelconque  de  calcul  des  intégrales  définies. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage.  Le  lecteur  trouvera  plus  de 
détails  dans  une  Note  publiée  par  M.  Lallemand  dans  les  Comptes 
rendus  de  la  session  de  V Association  géodésique  internationale 
tenue  à  Nice  en  1887. 

260.  Résultats  actuels  du  nivellement  général  de  TEurope.  — 
On  a  cru  longtemps  qu'il  existait  une  différence  sensible  de  ni- 
veau entre  la  mer  Méditerranée  et  l'Océan.  Bourdaloue  avait 
trouvé  une  différence  moyenne  de  o",  72.  Les  études  plus  récentes 
n'ont  pas  confirmé  l'existence  d'une  différence  aussi  sensible.  A 
la  Conférence  générale  de  l'Association  géodésique,  tenue  à 
Bruxelles  en  189^,  il  a  été  établi  que  les  différences  de  hauteur 
du  niveau  moyen  de  la  mer  entre  des  points  appartenant  à  un 
même  littoral,  et  reliés  par  des  nivellements  directs,  atteignent 

cm 

Dans  la  Baltique 8 

»        mer  du  Nord 18 

»        Manche 27 

»        l'Océan  Atlantique 33 

»        la  Méditerranée 12 

M        l'Adriatique \j 

Aucune  de  ces  mers  ne  présente  un  niveau  uniforme,  et  les  dé- 
nivellations d'un  même  littoral  atteignent  les  mêmes  grandeurs 
que  les  dénivellations  des  mers  entre  elles. 
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CHAPITRE   XIX. 

DES    CARTES    GÉOGRAPHIQUES. 


261 .  Énoncé  du  problème  général.  —  Étant  données  deux  sur- 
faces, on  peut,  d'une  infinité  de  manières,  faire  correspondre  les 
points  de  la  seconde  aux  points  de  la  première.  Si  tout  point  de 
la  seconde  correspond  à  un  point  de  la  première  et  à  un  seul,  et 
que  Ton  ait  le  moyen  de  déterminer  les  points  correspondants, 
on  aura  représenté  sur  la  seconde  surface  les  points  de  la  première. 

L'application  de  cette  idée  à  la  représentation  du  ciel  étoile 
sur  une  sphère  offre  le  cas  le  plus  simple,  celui  où,  sur  deux 
sphères  concentriques,  on  fait  correspondre  les  points  situés  sur 
une  même  droite  issue  du  centre.  Dans  ce  cas  et  dans  tous  les  cas 
où  les  deux  surfaces  sont  homothétiques,  la  représentation  con- 
serve les  angles,  modifie  les  longueurs  et  les  aires  dans  des  rap- 
ports constants  dont  le  second  est  le  carré  du  premier. 

L'usage  des  globes  est  aujourd'hui  tombé  en  désuétude  à  cause 
des  difficultés  de  maniement  et  d'exécution;  on  prend  générale- 
ment pour  la  seconde  surface  un  plan.  Si  la  première  est  la  sur- 
face de  la  Terre  on  a,  dans  le  sens  le  plus  général,  une  carte  géo- 
graphique. 

Il  est  manifestement  impossible,  en  général,  de  trouver  un  sys- 
tème de  correspondance  dans  lequel  les  longueurs  se  conservent. 
Cette  condition,  si  elle  était  réalisée,  entraînerait  l'égalité  de 
toutes  les  figures  infiniment  petites  correspondantes;  ces  deux 
surfaces  seraient  applicables  l'une  sur  l'autre.  Dans  le  cas  des 
cartes  géographiques,  cette  circonstance  ne  se  présente  pas.  Il  y 
a  lieu  de  rechercher  comment,  dans  un  mode  quelconque  de  cor- 
respondance, se  modifient  les  longueurs,  les  angles,  les  aires, 
pour  des  éléments  infiniment  petits  :  cette  recherche  conduit  au 
théorème  général  suivant  dû  à  M.  Tissot. 
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262.  Loi  de  la  déformatioii  de  Tissot.  —  Toute  représentation 
(Tune  surface  sur  une  autre  peut  être  remplacée  par  une  infi- 
nité de  projections  orthogonales  ramenées  chacune  à  une 
échelle  convenable. 

Soient  O  et  O'  deux  points  correspondants.  Supposons  qu'à 
deux  directions  opposées  issues  de  O  correspondent  en  O'  deux 
directions  opposées  et  que,  si  une  direction  en  O  varie  d'une  ma- 
nière continue,  il  en  soit  de  même  de  la  direction  correspondante. 
A  deux  angles  droits  adjacents  AOB,  AOB,  correspondent  des 
angles  supplémentaires  A'O'B',  A'O'B'^.  Si  AOB  tourne,  d'une 
manière  continue,  de  trois  quadrants  jusqu'à  coïncider  avec  AOBi , 
l'angle  correspondant  variera  d'une  manière  continue  de  la  valeur 
A'O'B'  à  la  valeur  A'O'B', .  11  y  a  une  position  dans  laquelle  cet 
angle  est  droit.  Donc,  il  existe  toujours  au  point  O  deux  tan- 
gentes rectangulaires  telles  que  les  tangentes  correspondantes 
en  O'  soient  aussi  rectangulaires. 

Soient  M  un  point  de  la  première  surface  infiniment  voisin  du 
point  O  et  M'  le  point  correspondant.  La  limite  du  rapport  do 
OM'  à  OM  s'appelle  rapport  de  longueur  au  point  O  suivant  la 
direction  OM. 

Soient  a  et  6  les  rapports  de  longueur  suivant  les  deux  direc- 
tions rectangulaires  OA,  OB,  auxquelles  correspondent  des  di- 
rections rectangulaires  O' A',  O'B';  supposons  a  plus  grand  que  b. 
Construisons  un  rectangle  homothétique  au  rectangle  O'A'M'B' 

en  prenant  -  pour  rapport  de  similitude.  Le  côté  O'A'  deviendra 

O'A"  égal  à  OA  et  le  côté  O'B'  devient  0'B%  on  aura 

a  a 

Le  rectangle  O'A'M'B'  est  donc  homothétique  à  un  rectangle 
que  l'on  peut  obtenir  en  projetant  le  rectangle  OAMB  sur  un  plan 

faisant,  avec  le  sien,  un  angle  ^  dont  le  cosinus  soit->  et  ce 

cosinus  ainsi  que  le  rapport  d'homothétie  sont  indépendants  du 
point  M.  La  proposition  s'applique  donc  à  toute  figure  infiniment 
petite  autour  du  point  O. 

De  plus,  le  lemme  fondamental  relatif  à  l'existence,  en  chaque 
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point,  d'angles  droits  correspondants,  prouve  que  ron  peut 
tracer  sur  la  première  surface  deux  familles  de  courbes  ortlio- 
gonaleSy  telles  que  les  courbes  correspondantes  de  l'autre  sur- 
face soient  aussi  orthogonales, 

Enlin,  si  l'angle  <I>  n'est  pas  nul  et  qu'un  angle  droit  ROS  en  O 
ait  pour  correspondant  en  O'  un  angle  droit  R'O'S',  dans  le  pas- 
sage du  premier  au  second  par  projection  orthogonale,  l'un  des 
côtés  OR,  OS  doit  être  parallèle  à  l'intersection  des  deux  plans. 
Si  donc  a  n'est  pas  égal  à  6,  il  n'y  a  en  O  qu'un  angle  droit  AOB 
auquel  corresponde  un  angle  droit  A'O'B'.  La  condition  a  =:  b 
peut  être  réalisée  en  des  points  particuliers;  par  exemple,  dans 
une  projection  orthographique  sur  Téquateur,  elle  Test  au  pôle. 
Si  elle  l'est  pour  tout  point  de  la  première  surface,  le  mode  de 
correspondance  adopté  conserve  les  angles.  Dans  ce  cas,  il  existe 
sur  les  deux  surfaces  une  infinité  de  systèmes  de  trajectoires 
orthogonales  correspondantes;  dans  tout  autre  cas,  il  n'en 
existe  qu'un, 

263.  Ellipse  indicatrice.  —  Si  Ton  connaît  au  point  O  de  la 
première  surface  les  tangentes  principales^  c'est-à-dire  les  deux 
directions  OA,  OB  auxquelles  correspondent,  sur  la  seconde  des 
tangentes  rectangulaires  O'A',  O'B',  on  obtient,  comme  il  suit, 
la  direction  O'M'  qui  correspond  à  une  direction  quelconque  OM. 

Considérons  un  cercle  de  rayon  infiniment  petit  ayant  pour 
centre  le  point  O,  et  soient  OA,  OB  les  rayons  rectangulaires  de 
ce  cercle  auxquels  correspondent  des  droites  rectangulaires 
O' A',  O'B'.  Soient  a  et  6  (a  >  6)  les  rapports  de  longueur  sui- 
vant OA  et  OB.  On  passe  de  l'élément  infiniment  petit  en  O  à 
l'élément  correspondant  par  une  projection  orthogonale  en  fai- 
sant coïncider  OA  avec  O.V,  plaçant  les  deux  éléments  de  façon 

que  l'angle  de  leurs  plans  1*,  P'  ait  pour  cosinus  -  et  remplaçant 

la  figure  ainsi  obtenue  par  une  figure  homothélique  pour  laquelle 
le  rapport  de  similitude  soit  a. 

On  peut  renverser  l'ordre  des  opérations  :  remplacer  le  cercle 
OAB  {^Jig*  33)  dont  nous  prendrons  le  rayon  pour  unité,  par  un 
cercle  concentrique  OA,  B|  de  rayon  a  et  projeter  ce  second  cercle 
sur  le  plan  V ,  La  projection  sera  une  ellipse  de  cenlre  O,  ayant 
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pour  demi-axes  les  longueurs  OA  et  OB'  dirigées  suivant  OA  et 
OB,  et  égales  respectivement  à  a  et  6.  A  un  point  M  du  cercle  O 
correspond  le  point  M',  ce  qui  permet  d'étudier,  de  la  façon  la 
plus  simple,  les  propriétés  des  points  correspondants;  notam- 
ment, la  déformation  des  angles,  des  longueurs,  des  aires  autour 
du  point  O.  Cette  ellipse  a  été  appelée,  par  M.  Tissot,  indicatrice 
du  système  de  projection. 

Fig.  53. 


a"    1a, 


On  voit  de  suile  qu'à  deux  directions  rectangulaires  quelcon- 
ques correspondent  deux  diamètres  conjugués  de  cette  ellipse. 
A  un  angle  infiniment  petit  de  sommet  O  correspond  un  angle 
dont  la  grandeur  varie  avec  la  position  du  premier.  A  un  angle 
aigu  <p  dont  un  côté  coïncide  avec  OA,  correspond  un  angle  ©' 
moindre  que  ©,  tel  que 

,      b 
tang<p'=  -  tang«p, 

relation  d'où  Ton  tire  la  suivante 

qui  montre  que  l'altération  de  cet  angle,  nulle  pour  '^  =  o,  est 
nulle  de  nouveau  pour  ©  =  -,  et  passe  par  un  maximum  to  pour 
une  valeur  ^  de  cp  telle  que 
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ce  qui  donne 

tang*=^'i 

et 

a-b 

smoi  =  .-♦ 

441 


a  -h  6 

L'altération  de  l'angle  de  deux  rayons  quelconques  est  la  somme 
ou  la  différence  des  altérations  des  angles  que  forment  ces  rayons 
avec  OA.  Il  s'ensuit  que  l'altération  maximum  est  ato,  et  appar- 
tient à  l'angle  formé  par  deux  directions  symétriques  par  rapport 
à  OA  faisant,  avec  cette  ligne,  l'angle  <^. 

On  voit  aussi  que,  si  l'angle  de  deux  rayons  se  conserve  dans 
la  projection,  ces  rayons  font  avec  OA  d'un  même  côté  des 
angles  cpi  et  Q2  tels  que 

tangfpi         _         tan^Oj 

a  -h  6  tang^^pi  ~  a  -h  6  tang*oj 

ou 

b 
cotcpj=  -  tangçi, 

CL 

de  sorte  que  ^2  est  le  complément  de  o\  et  de  même  o^  de  cp^. 

On  obtient  le  rapport  de  longueur  r  suivant  la  direction  cp  par 
les  équations 

r  cos(p'=  acos<p,         r  siii<p'=  ft  sîncp, 
r*  =  a'  cos*ç  H-  b^  sin*<p. 

Le  maximum  et  le  minimum  de  r  sont  a  et  b. 

Si  Ti  et  /•2  correspondent  à  deux  directions  rectangulaires  de  la 
première  surface,  les  directions  de  r^  et  de  Tj  étant  celles  de 
deux  diamètres  conjugués,  on  a,  par  les  théorèmes  d'Apollonius, 

r}  4- r|  =  a' -h  6*,         ririCOs6  =  a6. 

Si  r^  et  r2  correspondent  à  deux  directions  ©i  et  (pa  dont  l'angle 
se  conserve  dans  la  représentation,  les  relations 

Ti  coscp'i  =  a  cos<pi, 
/•j  siiKpj  =  b  sinçpî, 
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si  Ton  tient  compte  de  ce  que 


?«  =  -  —  ?» 

donnent 

Ti  sin«pj=:  a  cosçi, 

/•jcosoi  =  b  sincpî, 
/', /'j  =:  ab. 

Le  rapport  suivant  lequel  est  modifiée  l'aire  de  l'élément  infi- 
niment petit  en  O  est  égal  à  aè,  c'est-à-dire  au  rapport  de  l'aire 
de  l'ellipse  à  l'aire  du  cercle. 

264.  Détermination  de  l'indioatrice  en  un  point  quelconque.  — 
Supposons  les  deux  surfaces  rapportées  à  un  même  système  d'axes 
de  coordonnées  rectangulaires  ;  soient  généralement 

les  équations  qui  définissent  les  coordonnées  de  la  première  en 
fonction  de  deux  paramètres  a,  p;  les  coordonnées  x,  y,  z  du 
point  correspondant  delà  seconde  s'exprimeront  par  des  fonctions 
connues  des  mêmes  paramètres 

Ayant  donné  à  a,  p  des  valeurs  déterminées  ao,  ^o  auxquelles  cor- 
respondent des  points  G(a:o7o^o)?  C^x'^y^ZQ)^  on  peut  considérer, 
dans  le  plan  tangent  à  la  première  surface,  un  cercle  ayant  le 
point  G  pour  centre  et  un  rayon  infiniment  petit.  Un  point  de  ce 
cercle  Xq  -+-  dx,  yo  +  dy,  Zq  -f-  dz  correspond  à  des  valeurs  ao  -h  rfa, 
[3o+  d[i  de  a  et  P,  et  l'on  a 

dx^  -r-  dy^  -h  dz^  =  e'. 

Le  point  correspondant  de  la  seconde  surface  x'^  -f-  dx'^  y'^  4-  dy\ 
z'^  -f-  dz'  est  donné  par  les  formules 

da:-='td.  +  %d^,    dy=^d^+%d'^,   dz-=p^.d^^%d}. 
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On  a  donc,  pour  les  coordonnées  polaires  du  point  P\ 

r  =  R(tang(po  -»-^), 
rO  =  XRsin(<po  -*-^)» 

0  désignant  l'angle  MOF. 

En  M,  rindicatrice  est  un  cercle  et  les  déformations  sont  in- 
sensibles. Nous  déterminerons  l'indicatrice  en  un  autre  point  P 
par  un  procédé  particulier. 

Pour  cela,  déterminons  les  deux  diamètres  conjugués  qui  en  P' 
correspondent  aux  directions  du  méridien  et  du  parallèle.  Le 
second  est  la  tangente  en  P'  à  Tare  MP'  et  sa  demi-longueur  est  la 
variation  que  subit  MP'  quand  le  point  P  se  déplace  de  e  sur  son 
parallèle;  c'est  donc  aussi  e.  Le  demi-diamètre  qui  correspond  au 

méridien  a  pour  longueur ^.,  i  désignant  l'angle  B'P' F' (yîg^.  54) 

Fig.  54. 

;\ 

I       \ 


sur  lequel  le  rayon  vecteur  coupe  la  représentation  du  méridien 
de  P',  puisque  la  distance  normale  des  deux  parallèles  voisins  est 
£  sur  la  carte  comme  sur  la  sphère.  Quant  à  l'angle  i,  on  l'obtient 
en  regardant  "k  comme  constant  dans  les  équations  ci-dessus; 
elles  définissent  alors  la  représentation  du  méridien  de  longitude 
).;  l'élimination  de  x  en  donnerait  l'équation.  On  a 


rdb       RXcos(?o- 


^  Xsin(QoH-x) 

tangço-f-a: 


R 


rr/O       ^  (r- 


tano;a>o'i  cos(oo-+-  ar)  —  sin  CooH-t) 


dr 


tang^po 
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Pour  se  rendre  compte  de  la  grandeur  de  l'angle  f,  on  peut 
lopper  sa  tangente  en  série  suivant  les  puissances  de  ^;  le  pr 
terme  du  développement  est 

■+-  Xxs'intfo. 

On  a  pris  Oq  =  45^.  Ou  a  au  maximum  (à  Brest)  \  =  ^®,  ^  = 
d'où 

\x  sin<po=  —  o,  iî2.o,o6i  =  0,00326. 

La  valeur  correspondante  de  i  est  environ  18'. 

Ou  trouve  les  demi-axes  principaux  a,  b  par  les  théoi 
d'Â.poIlonius  qui  donnent  les  relations 

a*-f-6*=  e*(2  + tang*i), 
aô  =  s, 

dont  la  seconde  montre  que  les  aires  sont  conservées.  La 
grande  altération  des  angles  est  20)  où 


sino)  = 7 


En  négligeant  les  puissances  de  i  supérieures  à  la  premier 
trouve 

a=  /i-T-  ^  tangcje, 


=  (,--tangt 
2  sinto  =  tange. 


)  ^i 


On  voit  que  la  plus  grande  altération  relative  de  longueu 
o,ooq63,  la  plus  grande  altération  des  angles  18'. 

266.  Ppojection  de  Mercator*  —  Outre  la  Carte  de  Fra 
nous  nous  bornerons  à  citer  la  projection  de  Mercalor,  u: 
dans  les  cartes  marines.  Les  méridiens  y  sont  représentés  par 
droites  parallèles,  séparées  par  des  distances  égales  aux  diffère 
de  longitudes;  les  parallèles  par  des  droites  perpendiculaires 
premières,  espacées  de  telle  façon  que  les  angles  se  conserveni 

distance  j^  d'un  parallèle  de  colatitude  ^  à  Téquateur  est  logcc 

La  conservation  des  angles  exige  que  le  petit  rectangle  d 
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Carte  qui  correspond  à  un  petit,  rectangle  de  la  surface  terrestre 
lui  soit  semblable.  Considérons  sur  la  sphère,  en  un  point  de  lon- 
gitude A  et  de  colatitude  y,  un  petit  rectangle  dont  les  côtés 
soient  dirigés  suivant  le  méridien  et  le  parallèle.  Il  a  pour  côtés  : 

Suivant  le  méridien R  rf^ 

»       le  parallèle N  sin  o  û^X 

R  désignant  le  rajon  de  courbure  du  méridien  et  N  la  grande 
normale  au  point  considéré. 

Sur  la  carte,  le  petit  rectangle  a  pour  côté  : 

Suivant  le  méridien dy 

»        le  parallèle aâX 

où  a  désigne  la  longueur  du  rayon  équatorial. 

î.a  condition  que  les  angles  se  conservent  est  donc 

dy  R       d*:» 


ou 


d\'    ^N  sinî>fA' 


I  —  e^ 

dy  —  a — — -: —  c/ç, 

(I  —  e*  cos*ç>)  sinç     * 

v  =  a(i  —  e«  )  / .- 

'^  ^  Vx     (I  —  e*cos«9)sin 


? 


Si  on  développe  en  série  suivant  les  puissances  de  e-,  on  trouve 
pour  la  latitude  croissante  y  cette  valeur  : 

y  =  a  logcot^ ae*  coso. 

Pratiquement,  le  terme  en  e^  est  négligeable. 

La  conservation  des  angles  est  particulièrement  importante 
dans  les  cartes  marines,  en  raison  de  ce  que  la  loxodromie,  c'est- 
à-dire  la  ligne  qui,  joignant  deux  points  de  la  surface  de  la  Terre, 
coupe  tous  les  méridiens  sous  le  même  angle,  est  représentée  par 
une  droite. 

Pour  les  nombreux  systèmes  de  projection  proposés,  nous  ren- 
verrons le  lecteur  au  Mémoire  de  M.  ïissot  [Mémoire  sur  la  re- 
présentation des  surfaces,  Paris,  1881)^ 
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APPARENCES   QU  OFFRENT    LES   ASTRES   DU   SYSTEME   SOLAIRE.  —    ROTATION. 
PHASES.    —   ÉCLIPSES. 


267.  Détermination  du  mouvement  de  rotation  d'un  astre.  —  On 
ne  peut  déterminer  que  le  mouvement  d'un  point  distinct  des 
autres  points  de  la  surface  de  l'astre.  Pour  la  Lune,  on  n'a  que 
l'embarras  du  choix  :  les  montagnes,  les  cirques,  les  plaines  vi- 
sibles à  sa  surface,  y  formant  des  configurations  absolument  inva- 
riables. Avec  moins  de  netteté,  mais  cependant  sans  difficultés 
bien  grandes,  on  a  pu  déterminer  les  durées  de  rotation  de  Mars, 
Jupiter,  Saturne.  Celles  de  Mercure  et  Vénus  sont  aujourd'hui 
encore  incertaines  malgré  les  travaux  récents  de  Schiaparelli  ; 
celle  d'Uranus  et  Neptune  sont  inconnues.  La  rotation  du  Soleil 
a  été  déterminée  au  moyen  des  taches  qui  apparaissent  constam- 
ment à  sa  surface,  et  dont  la  fréquence  offre  alternativement  un 
maximum  et  un  minimum  dans  une  période  de  onze  ans,  avec 
laquelle  coïncide  une  période  de  perturbations  des  éléments  du 
magnétisme  terrestre. 

Le  mode  d'observation  qui  se  présente  le  plus  immédiatement 
consiste  à  mesurer  la  différence  en  ascension  droite  et  en  déclinai- 
son du  point  que  l'on  veut  observer  avec  les  premier  et  second 
bords  pour  l'ascension  droite,  avec  les  bords  supérieur  et  inférieur 
pour  la  déclinaison,  et,  par  suite,  avec  le  centre  du  disque. 

On  déduit  de  ces  mesures,  comme  il  suit,  en  supposant  l'astre 
sphérique  la  longitude  et  la  latitude  astrocentrique  du  point  ob- 
servé. 

Soient  {fig.  56)  : 

ENWS,  sur  la  sphère  céleste,  le  disque  apparent  de  l'astre; 

A.  son  centre; 

V^NAS  son  cercle  horaire; 
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P  le  pôle  de  Téquateur; 

EAW  un  arc  de  grand  cercle  perpendiculaire  au  cercle  horaire; 

T  le  point  observé; 

PT^  le  cercle  horaire  qui  passe  par  T. 

Fig.  56. 


-iW 


L'arc  Tt  est  la  différence  mesurée  de  déclinaison  entre  les 
points  A  et  T;  l'arc  At  est  le  produit  de  la  différence  d'ascension 
droite  par  le  cosinus  de  la  déclinaison  de  l'astre.  Ces  deux  arcs 
sont  donc  connus.  On  en  conclut  l'angle  TA/  et  l'arc  AT  par  les 
relations 

tangTA/=I^. 

A/ 


AT 


COSTA/ 


Si,  d'autre  part  {/Ig.  57),  on  désigne  par  Acle  centre  de  l'astre, 
par  O  Tobservateur,  le  plan  A^OT  coupe  l'astre  suivant  un  cercle 
égal  au  cercle  NESW,  et  la  considération  du  triangle  OTA^  fait 
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connaître  l'angle  astrocentrique  Ac*  On  a,  à  cet  efi'et, 

si„(A,+  0)=^s.„0=^j^, 

A  désignant  le  demi-diamètre  apparent  de  Tastre  vu  de  la  position 
qu'occupe  robservateur. 

Fig.  57. 


Soient  a  et  8,  Xet  ^  l'ascension  droite  et  la  déclinaison,  la  longi- 
tude et  la  latitude  du  centre  de  l'astre  vu  du  centre  d'observation, 
et,  sur  une  sphère  ayant  l'observateur  pour  centre,  Il  (Jlg-  56)  le 
pôle  de  l'écliptique.  Le  triangle  spbérique  IIAP  a  pour  côtés 
l'obliquité  e  de  l'écliptique,  et  les  compléments  de  8  et  de  P; 
l'angle  P  est  égal  à  90"+  a,  l'angle  II  à  90** —  X.  Toutes  ces  quan- 
tités sont  connues  et  l'on  en  déduira  l'angle  IIAP  et,  par  suite, 
l'angle  UAT  par  la  relation 


II  AT  =  n  AP  -h  90"—  TA^ 


B.  -  II. 


-^9 
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Si  l'on  considère  une  sphère  ayant  pour  centre  le  centre  A^.  de 
Tastre  {fig*  58),  que  Ton  représente  sur  cette  sphère  les  plans  NAS, 


EAW  et  le  pôlell  de  Técliptique,  l'observateur  se  trouvant  sur  la 
droite  A^A,  le  plan  ÏIAA^  sera  le  même  que  le  plan  du  grand 
cercle  II  A  de  la  figure  56;  l'angle  DAT  sera  égal  à  l'angle  que 
nous  venons  de  déterminer,  et  l'arc  II  A  sera  égal  à  90®+  p,  la 
direction  A^II  étant  parallèle  à  la  direction  du  pôle  de  l'écliptique 
vu  de  l'observateur.  Le  triangle  II  TA  déterminera  le  côté  II  T  ainsi 
que  l'angle  AIIT.  On  connaîtra  donc  la  latitude  astrocentrique  du 
point  observé  T  ainsi  que  la  différence  entre  la  longitude  astro- 
centrique de  ce  point  et  celle  de  la  Terre,  laquelle  surpasse  de  180** 
la  longitude  de  Tastre  vu  de  la  Terre. 

Nous  admettons  que  l'on  ait  obtenu  ainsi  les  longitudes  astro- 
centriques  L,  L',  L"  d'un  même  point  T  à  diverses  époques  et  nous 
allons  en  déduire  les  éléments  de  la  rotation  de  l'astre. 

Soient  (/î^.  59)  sur  une  sphère  concentrique  à  l'astre  :  Il  le 


pôle  de  l'écliptique  E^Ec,  R  le  pôle  de  l'équateurE^E^  de  l'astre, 
ou  l'extrémité  de  son  axe  de  rotation.  Soit  N  le  nœud  et  aussi  la 
longitude  de  ce  point;  Il'inclinaison  de  l'équaleur  sur  l'éclip- 
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tîque.  Soit  encore  T  le  point  observé;  L  sa  longitude  astr  i 
trique;  B  sa  latitude;  D  sa  déclinaison.  Le  triangle  RIIT  a  i 
côtés 

Rn  =  I,        DT  =  9o»— B,        RT  =  9o»— D, 

pour  angles 

T,        R,        n  =  9o'-+-L--N. 
On  a  donc 

sinD  =  cosi  sinB  —  sini  cosB  siD(L  —  N) 

Posant 

sinD 

r  =^j 

cosI 

tangIcosN  =y, 
tangl  sinN  =  z, 

on  obtient  entre  les  données  L  et  B  et  les  inconnues  x,  y,  z] 
lation 

X  =  sinB  —  ^cosB  sinL  +  ^cosBcosL 

Cette  relation  fournira,  pour  déterminer  x,  y,  z  et,  par  si  I 
et  N  et  accessoirement  D,  autant  d'équations  que  l'on  aun 
d'observations  du  point  T. 

On  pourra  aussi  déterminer  l'angle  R  du  triangle  et,  parla  i  : 
paraison  des  valeurs  de  cet  angle  aux  intervalles  de  temps  con  ; 
entre  les  observations,  vérifier  l'uniformité  du  mouvement. 

268.  Rotation  du  Soleil.  —  La  rotation  du  Soleil  est  déterm  i 
par  l'étude  des  taches  qui  apparaissent  presque  constamment  ! 
surface  et  qui  ont  un  maximum  et  un  minimum  de  fréquence  < 
une  période  de  onze  ans,  coïncidant  avec  la  période  de  fréqu( 
des  perturbations  des   éléments    du  magnétisme  terrestre.   ' 
taches  ont,  d'ailleurs,  incontestablement,  à  la  surface  du  Soleil, 
mouvements  propres  qui  obligent  à  employer  un  nombre  co 
dérable  d'observations. 

Parmi  les  nombreux  travaux  auxquels  ces  taches  ont  donné  1  i 
nous  nous  bornerons  à  citer  le  résultat  suivant  déduit  par  M.  F 
des  observations  faites  par  Carrington 

$  =  862'— I86'sin^^^, 
b  désignant  la  latitude  d'une  tache,  \  la  rotation  diurne.  II  rés 
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de  cette  formule  ce  fait,  confirmé  par  toutes  les  études  ultérieures^ 
que  la  durée  de  la  révolution  d^une  tache  est  à  peu  près  25  jours 
à  Téquateur  et  atteindrait  32  jours  aux  pôles. 

Carrington  a  trouvé  78**  4o'  pour  la  longitude  du  nœud  rap- 
portée à  l'équinoxe  moyen  de  i85o,o  et  7^*1 5' pour  l'inclinaison  I. 

269.  Rotation  de  la  Lune.  —  L'étude  de  la  rotation  de  la  Lune 
a  conduit  aux  résultats  suivants  : 

La  Lune  tourne  uniformément  autour  d'un  axe  situé  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  la  ligne  des  nœuds  de  l'orbite  de  la  Lune, 
de  sorte  qu'au  centre  G  de  la  Lune,  les  perpendiculaires  CE  à 
l'écliptique,  CL  à  l'orbite  de  la  Lune  et  l'axe  de  rotation  CR  de 
la  Lune,  sont  constamment  dans  un  même  plan.  L'axe  CE  de  l'é- 
cliptique est  situé  entre  CL  et  CR  et  fait  avec  CL  un  angle  de 
6<»4o'49'S  avec  CR  un  angle  de  i*'32'9". 

La  ligne  des  nœuds  de  l'orbite  de  la  Lune  ayant  dans  l'écliptique 
un  mouvement  rétrograde  et  effectuant  une  révolution  complète 
en  18  ans  |,  l'axe  de  rotation  de  la  Lune  tourne  dans  les  mêmes 
conditions  autour  de  l'axe  de  l'écliptique. 

La  durée  de  la  rotation  de  la  Lune  est  précisément  égale  à  celle 
de  sa  révolution  autour  de  la  Terre,  de  sorte  que  la  Lune  nous 
présente  toujours  la  même  face. 

Cependant,  les  remarques  suivantes  montrent  que  cette  loi  n'est 
qu'approchée  :  l'axe  de  rotation  de  la  Lune  ne  coïncide  pas  exac- 
tement avec  l'axe  de  l'écliptique,  la  vitesse  de  révolution  est 
variable  et  ne  coïncide  qu'en  moyenne  avec  la  vitesse  de  rotation; 
enfin,  l'observateur  n'est  pas  placé  au  centre  de  la  Terre,  mais  a, 
par  rapporta  ce  point,  un  mouvement  diurne.  Ces  trois  causes  ont 
pour  résultats  trois  balancements  apparents  de  la  surface  de  la 
Lune,  dont  les  amplitudes  sont  d'ailleurs  fort  petites  et  qui  ont 
reçu  les  noms  de  libration  en  latitude,  en  longitude  et  de  libra- 
tion  diurne.  Pour  une  tache  centrale,  l'amplitude  de  la  libration 
en  latitude  peut  atteindre  3' 35";  celle  de  la  libration  en  longitude 
4'2o'';  celle  de  la  libration  diurne  32". 

270.  Rotation  des  planètes.  — -  Nous  avons  donné  (n^  180), 
d'après  V Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes,  les  durées  des 
rotations  des  planètes  principales.  Nous  ne  pouvons  qu'insister 
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à  l'observateur,  que  Ton  considère  la  section  S  de  Taslre  par  un 
plan  passant  par  cette  droite  et  perpendiculaire  à  l'équaleur,  le 
petit  axe  de  la  projection  C  du  contour  apparent  sur  la  sphère  est 
la  distance  du  centre  à  la  tangente  à  la  courbe  S  parallèle  à  D; 
cette  distance  est  égale  à 


a^i  —  e*  cos*çp, 

e  désignant  l'excentricité  d'une  section  méridienne. 

D'autre  part,  l'astre  n'est  pas  lumineux  par  lui-même.  La  courbe 
qui  en  limite  la  région  éclairée  est  la  section  diamétrale  conjuguée 
de  la  direction  qui  joint  le  centre  de  l'astre  au  centre  du  Soleil. 
C'est  une  ellipse  E  qui  ne  nous  apparaît  pas  en  vraie  grandeur, 
mais  par  sa  projection  orthogonale  G  sur  un  plan  perpendiculaire 
à  la  droite  qui  joint  l'observateur  à  l'astre. 

Le  véritable  disque  apparent  de  l'astre  est  limité,  en  partie,  par 
la  courbe  C,  en  partie  par  la  courbe  C  Les  deux  courbes  se  re- 
joignent en  chacun  des  points  de  l'ellipse  E  où  le  rajon  vecteur 
mené  de  l'observateur  est  tangent  à  l'ellipsoïde. 

Dans  le  cas  de  la  Lune,  la  courbe  G  est  un  cercle  ;  l'ellipse  E  esl 
aussi  un  cercle  et  l'ellipse  Q  en  est  la  perspective  sur  la  sphère, 
la  position  de  l'observateur  servant  de  point  de  vue.  Le  grand 
axe  A  de  cette  ellipse  à  peu  près  égal  au  diamètre  de  la  Lune, 
passe  sensiblement  par  le  centre  de  la  Lune,  est  perpendiculaire 
au  plan  qui  passe  par  les  centres  du  Soleil,  de  la  Lune  et  par  l'ob- 
servateur. Le  petit  axe  est  sensiblement  égal  au  produit  P  du 
grand  par  le  cosinus  de  l'angle  des  directions  qui  joignent  le 
centre  de  la  Lune  au  centre  du  Soleil  et  à  l'observateur.  La  largeur 
de  la  partie  éclairée  suivant  le  diamètre  perpendiculaire  à  A  esl 
égale  au  rayon  du  disque  augmenté  de  la  valeur  algébrique  du  pro- 
duit P.  Ces  remarques  expliquent  suffisamment  les  apparences 
connues  sous  le  nom  de  phases  de  la  Lune, 

272.  Éclipses  de  Lune.  —  Nous  exposerons  dans  les  para- 
graphes suivants  la  méthode  de  Hansen  pour  calculer  les  éclipses 
de  Soleil  et  généralement  les  passages  d'un  astre  sur  la  surface 
du  cône  circonscrit  à  deux  autres  astres.  Les  éclipses  de  Lune 
sont  un  cas  particulier  de  ce  problème  général  ;  néanmoins,  à  cause 
de  la  simplification  que  reçoit  leur  théorie  de  cette  circonstance 
qu'une  même  phase  de  l'éclipsé  a  lieu  à  un  même  instant  pour 
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tous  les  points  de  la  Terre,  nous  en  exposerons  une  théorie  élé- 
mentaire. 

Par  les  centres  T  et  S  de  la  Terre  et  du  Soleil  menons  un  plan 
et  dans  ce  plan  une  tangente  CEO  aux  sections  qu'il  détermine 
dans  les  globes  de  ces  deux  astres  {fig^  60).  CO  est  une  géné- 

Fig.  60. 


ratrice  du  cône  d'ombre  projeté  par  le  Soleil  derrière  la  Terre. 
Prenons  pour  unité  de  longueur  le  rayon  de  Ja  Terre  5  soient  II 
et  Ts  les  parallaxes  du  Soleil  et  de  la  Lune.  On  a 


TG  = 


TS  = 


sinG  '^       sinll' 

et  si  TL  désigne  la  distance  de  la  Lune  au  centre  de  la  Terre 


sinny 


Soit  8  le  demi-diamèlre  apparent  du  Soleil  vu  de  la  Terre, 
c'est-à-dire  l'angle  STO'  que  fait  TS  avec  la  tangente  TO'  menée 
de  T  au  Soleil,  on  a 


SO'=TSsina=  ?!^. 
sinll 


On  a  aussi  par  les  triangles  CET,  COS 


d'où 


sin  G  =  sin  8  —  sin  II, 
et,  à  moins  de  ^  de  seconde  près, 

C  =  8  — n. 
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Enfin,  si  Ton  décrit  de  T  comme  centre  une  sphère  de  rajon  TL, 
coupant  le  plan  de  la  figure  suivant  Tare  L|  U,  on  a 

CTU  =  TUE  —  C  =  Tïj  —  o-hD. 

En  fait,  cet  angle  est  toujours  positif. 
On  a  aussi 

-,^       -,.  I  I  sinro— sin8H-sinn 

smC        sinuT         sintiT(siDû  —  smU) 

et  cette  valeur  est  aussi  toujours  positive.  Le  sommet  C  du  cône 
d'ombre  est  donc  toujours  plus  éloigné  de  la  Terre  que  la  Lune. 

On  sait  d'ailleurs  que  la  courbure  imprimée  par  Tatmosphère 
terrestre  aux  rayons  lumineux  tels  que  OE  qui  la  traversent  a  pour 
résultât  de  rapprocher  considérablement  le  sommet  de  l'ombre 
absolue  et  qu'en  fait,  dans  les  éclipses  totales,  le  disque  de  la  Lune 
est  un  peu  éclairé.  Nous  nous  bornons  à  signaler  cette  circon- 
stance et  continuons  l'étude  de  l'éclipsé  purement  géométrique. 

Soit  À  la  latitude  géocentrique  de  la  Lune,  5'  son  derai-diamètre 
apparent.  Si  la  Lune  est  tangente  extérieurement  au  cône  d'ombre 
au  moment  de  l'opposition,  on  a 

CTU  =  m  -  a  -4-  n  =  X  —  8'. 

Si  X  —  8'  est  plus  grand  que  m  —  5  -|-  H,  il  n'y  a  pas  éclipse.  Dans 
le  cas  contraire,  la  Lune  est  éclipsée  au  moins  en  partie. 

La  condition  pour  qu'il  y  ait  éclipse  est  donc  qu'au  moment 
de  l'opposition  la  latitude  X  de  la  Lune  soit  moindre  que 
5'h-  Tsj  -h  n  —  8.  Les  valeurs  maxima  et  minima  des  divers  angles 
employés  étant 

8'.  ta.  n.  6. 

Maxima i6'45''  6i'a4'  9',o  lô'iS* 

Minima i4'4i'  53'38'  8',  8  i5'45', 

on  voit  que  si  A  est  moindre  que  62'  il  y  a  sûrement  éclipse  et 
que  si  "k  surpasse  63'  l'éclipsé  ne  peut  se  produire. 

Nous  avons,  dans  ce  qui  précède,  raisonné  comme  si  la  latitude 
de  la  Lune  était  constante  dans  le  voisinage  de  l'opposition.  En 
toute  rigueur,  il  est  possible  que,  par  suite  de  l'obliquité  de  son 
orbite  par  rapport  à  l'écliptique  un  bord  soit  légèrement  éclipsé 
sans  l'être   à  l'instant  précis  de   l'opposition.   L'inclinaison  de 
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l'orbite  lunaire  n'étant  que  de  4®,  cette  circonstance  n'a  pas  d'im- 
portance pour  ce  que  nous  venons  de  dire  :  nous  en  tiendrons 
compte  dans  ce  qui  suit. 

273.  Calcul  des  circonstances  de  l'éclipsé.  —  D'après  ce  qui  pré- 
cède, la  Lune,  au  moment  d'une  éclipse,  se  trouve  très  près  de  l'un 
des  nœuds  de  son  orbite. 

Soient  {fig>  61)  : 

EE'l'écliptique; 

LU  l'orbite  de  la  Lune,  près  de  l'opposition  ; 

S  le  centre  du  disque  d'ombre  pure  au  moment  de  l'opposition; 

L  la  Lune  à  cet  instant. 

Fig.  61. 


Soient,  en  une  heure  : 

SS'  le  mouvement  JVI  du  centre  d'ombre  pure; 
LL'  le  mouvement  de  la  Lune  dans  son  orbite; 
SP  la  projection  m  de  LL'  sur  l'écliptique; 

M  et  m  sont  les  mouvements  horaires  du  Soleil  et  de  la  Lune  en 
longitude. 

On  peut  admettre  que  S'  est  resté  fixe  en  S  si  l'on  trans- 
porte L'en  L|  par  le  parallélogramme  SLjS'L';  alors,  N'LLi,  est 
l'orbite  relative  de  la  Lune,  et,  si  6  désigne  son  inclinaison  sur 
l'écliptique, 

lange  =-j-^, 

/L|  étant  le  mouvement  horaire  n  de  la  Lune  en  latitude.  La  re- 
lation 
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donne  ainsi  6.  Le  mouvement  horaire  relatif  h  est  donné  par 

m  —  M 


h  = 


cosO 


Le  milieu  de  réclipse  arrive  quand  la  Lune  est  en  S|  le  plus 
près  possible  de  S;  le  temps  écoulé  entre  S|  et  L  est  en  heures 


T  = 


SiL       XsinB       XsinOcosO 


LL,  "■      /i  m  — M 

Ces  éléments  une  fois  déterminés,  soient  {fig-  62)  : 

EETécliptique; 

S  le  Soleil  ; 

xy  orbite  relative  de  la  Lune  ; 

S<  le  milieu  de  Téclipse; 

ABC  la  section  droite  du  cône  d'ombre  à  la  distance  de  la  Lune. 


Le  commencement  de  l'éclipsé  a  lieu  quand  la  Lune  est  en  L 
tangente  extérieurement  au  cercle  ABC;  alors 

LSi  =  /LSî— SSf  =  /(  R  -f-  8' -h  X  cose)(R  -+-  8' -  X  cos6). 

Au  commencement  de  la  totalité  la  Lune  est  en  L' tangente  in- 
térieurement au  cercle  ABC 


L'S,  =  /L'  S«—  SSf  =  /(  R  -  8'-h  X  cosO)(  R  —  8'—  X  cosO). 

Les  deux  dernières  phases,  fin  de  Téclipse  totale  et  fin  de 
l'éclipsé  sont  symétriques  par  rapport  à  la  date  du  milieu  de 
l'éciipse.  A  cette  date,  si  l'éclipsé  n'est  pas  totale,  la  largeur  du 
croissant  éclipsé  est  maximum  et  le  rapport  de  cette  largeur  au 
diamètre  de  la  Lune  est  la  grandeur  de  l'éclipsé.  Ce  rapport  est 


égal  à 
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R  —  S,  S  -h  8' 


Si  l'on  veut  se  préoccuper  de  la  pénombre,  on  remplace 
ce  qui  précède  le  rayon  R  du  cercle  du  cône  d'ombre  f 
rayon  R'  du  cône  de  pénombre  : 

R'  =  TU  -H  n  -f-  8. 

274.  Éclipses  de  Soleil;  éclipses  partielles^  totales,  annuli 
—  Il  y  a  éclipse  de  Soleil,  pour  un  point  de  la  Terre,  quai 
point  se  .trouve  dans  l'intérieur  de  l'un  des  deux  cônes  d 
volulion  de   sommets  «r/  et   o-^,  circonscrits  à  la  Lune  S 

Fig.  63. 


Soleil  S'  {fig^  63).  UnpointPde  la  Terre,  situé  danslarégio 
entre  les  deux  cônes,  ne  voit  qu'une  partie  du  disque  du  S 
limitée  par  le  bord  du  disque  et  par  l'intersection  du  disque 
le  cône  de  sommet  P<  circonscrit  à  la  surface  de  la  Lune.  La  f 
du  disque  solaire  ainsi  vue  ressemble  à  la  Lune  dans  l'une  • 
conque  de  ses  phases.  Si  le  point  P  est  situé  dans  la  régie 
entre  le  cône  de  sommet  «r^  et  la  Lune,  il  ne  voit  pas  le  S 
il  y  a  pour  ce  point  éclipse  totale.  Un  point  P  de  la  région  T3, 
rieure  au  même  cône  d'ombre  mais  située  au  delà  du  somm< 
voit  une  portion  annulaire  du  disque,  limitée  intérieuremen 
la  trace,  sur  le  disque,  du  cône  de  sommet  P  circonscrit  à  la  1 
Le  rapport  des  diamètres  du  Soleil  et  de  la  Lune  est  898; 
de  leurs  moyennes  distances  à  la  Terre  n'est  que  386;  de 
que  le  sommet  o-g  du  cône  d'ombre  ne  peut  atteindre  la  Terr 
grâce  aux  excentricités  des  orbites  qui  peuvent  porter  le  derni< 
deux  rapports  à  4i3.  La  section  du  cône  d'ombre  et  même 
du  cône  o-/  par  la  Terre  sont  beaucoup  moins  étendues  que  1î 
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face  de  la  Terre.  Le  diamètre  de  la  dernière  n'atteint  pas  les  -^  du 
rajon  terrestre.  Il  suit  de  là  qu'une  éclipse  de  Soleil  n'est  possible 
que  si,  à  la  conjonction,  la  latitude  de  la  Lune  est  très  faible,  et, 
quand  elle  a  lieu,  elle  n'est  visible  que  pour  une  zone  peu  étendue 
de  la  surface  de  la  Terre. 

Nous  exposons,  ci-après,  en  conservant  les  notations  mêmes  de 
l'auteur,  les  principes  de  la  méthode  donnée  par  Hansen,  pour  la 
détermination  des  circonstances  d'une  éclipse  de  Soleil. 

275.  Ligne  d'intersection  d'un  des  cônes  d'ombre  ou  de  pénombre 
avec  la  surface  de  la  Terre,  à  un  instant  donné.  —  Premier  système 
d'équations.  —  Hansen  résout  le  problème  suivant  :  On  suppose 
qu^à  un  instant  donné  un  point  donné  de  la  Terre  voit  les 
disques  du  Soleil  et  de  la  Lune  en  contact  :  déterminer  en 

Fig.  64. 


grandeur  et  en  direction  le  rayon  terminé  en  ce  point  de  la 
section  du  cône  d^ombre  par  un  plan  passant  en  ce  point  et 
perpendiculaire  à  Vaxe  de  ce  cône. 
Soient  (^fig-  64)  : 

S,  S',  O  les  centres  de  la  Lune,  du  Soleil,  de  la  Terre; 

5,  s^  les  rayons  de  la  Lune  et  du  Soleil  ; 

p'  la  distance  de  leurs  centres  S,  S'; 

/le  demi-angle  SHO'  du  cône  circonscrit  considéré; 

H  le  sommet  de  ce  cône. 
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Nous  supposons  /  positif  pour  le  cône  de  pénombre,  n 
pour  le  cône  d'ombre  pure. 

Par  le  centre  de  la  Terre  menons  trois  axes  rectangulaire 
OP,  OQ  et  par  la  position  O'de  l'observateur  trois  axes  para 
O'Z',  O'F,  O'Q'. 

Nous  supposons  OZ  parallèle  à  Taxe  SS'  du  cône,  axe 
voisin  de  Pécliptique  ;  nous  menons  OP  dans  l'écliptique  à  c 
OZ  vers  l'est,  OQ  vers  le  nord.  Soient  : 

K  et  K'  les  points  où  l'axe  du  cône  perce  les  plans  POQ,  P'< 
O''  le  point  où  la  droite  O'H  perce  le  plan  POQ; 
u  le  rajon  O'K'; 
a'IerayonO'^K; 
6i  Tangle  que  fait  u  avec  O'Q'; 

Z,  P,  Q  ;  Z',  P',  Q'  les  coordonnées  du  centre  de  la  Lune  pa 
port  aux  deux  systèmes  d'axes. 

On  a,  quel  que  soit  le  cône  considéré 

(    asinei=  P', 
(i)  <  acos6i=  Q', 

{  u—  u'  =(Z  — Z')tang/. 

Sauf  e^  et  6| ,  toutes  les  quantités  qui  figurent  dans  ces  équs 
peuvent  être  déduites,  à  une  date  donnée,  des  éphémérides  i 
nomiques  :  l'élimination  de  u  et  de  6|  donnerait  donc,  ent 
coordonnées  géocentrîques  de  l'observateur  O',  une  équatio 
définirait,  à  la  date  donnée,  l'intersection  du  cône  d'ombre 
sidéré  avec  la  surface  de  la  Terre. 

Occupons-nous  maintenant  du  calcul  des  quantités  introdi 

On  a  d'abord,  et  dans  tous  les  cas, 

(a)  sin/=— ^, 

en  prenant  le  signe  supérieur  pour  le  cône  de  pénombre,  le 
inférieur  pour  le  cône  d'ombre  proprement  dite. 

Observons,  à  ce  propos,  que  pendant  une   période  d'éc 
partielle  on  peut,  à  chaque  instant,  envisager,  dans  le  plan  pa 
par  la  ligne  des  centres  et  l'observateur,  la  tangente  menée 
position  de  l'observateur  au  globe  de  la  Lune  comme  tange 
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une  sphère  o*  concentrique  au  globe  solaire.  Cette  droite  est  alors 
une  génératrice,  passant  par  l'observateur,  d*un  cône  circonscrit  à 
la  Lune  et  à  la  sphère  o*.  On  peut  donc  assimiler  une  phase  quel- 
conque de  Téclipse  à  un  contact  des  bords  :  il  suffit  de  regarder  5' 
dans  la  valeur  de  sin/ comme  une  variable  susceptible  de  prendre 
toutes  les  valeurs  depuis  +  s' jusqu^à  —  s'. 
D'autre  part,  soient  : 

)/,  ^'  les  longitude  et  latitude  sélénocen triques  du  centre  5'  du 
Soleil  ; 

z^p,  q  les  coordonnées  rectangulaires  géocentriques  du  point  O'; 

Z,  P,  Q  celles  du  centre  S  de  la  Lune; 

r,  /,  b  les  coordonnées  polaires  géocentriques  écliptiques  du 
centre  de  la  Lune; 

r'j  /',  b'  celles  du  centre  du  Soleil; 

a',  d'  son  ascension  droite  et  sa  déclinaison; 

f ,  b"  les  longitude  et  latitude  géocentriques  de  la  droite  OZ'  pa- 
rallèle à  O'H; 

Z',  P',  Q'  les  coordonnées  rectangulaires  de  S  par  rapport  aux 
axesO'Z'FQ'; 

p,  L,  B  les  coordonnées  polaires  géocentriques  écliptiques  de  l'ob- 
servateur. 

Toutes  ces  coordonnées  varient  peu,  sauf  L  et  B  dont  la  varia- 
tion résulte  du  mouvement  diurne  de  la  Terre. 

Les  coordonnées  polaires  écliptiques  des  directions  OZ,  OP, 
OQ  sont 

Pour  OZ V  P' 

»     OP >^'  -+-  90*  o 

»    OQ X'  90*»-+- p' 

et  si  M  {fig>  65)  désigne  la  projection  de  S  sur  la  sphère  céleste 
géocentrique  et  II  le  pôledel'écliptique,  les  triangles  IIMZ,  DMP, 
nMQ  donnent 

IZ  =  r[sinp'sin6  h-  cosp'cos6  cos(/  —  X')], 
P  =  rcos6sin(/  — X'), 
Q  =  r[cosp'sin6  — sinp'cos6cos(/  — X')]. 
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données  polaires  écliptiques  de  ces  trois  droites  sont  : 
PourOZ' l'  h' 

»         OP' /'^rQO*  o 

»      OQ" /'  90<»-+-ô' 

Par  rapport  aux  axes  P  et  Q  soient  :  P'',  Q'  les  coordonnées 
géocentriques  du  centre  de  la  Lune  ;  />*,  (f  celles  de  l'observateur. 

Par  rapport  à  des  axes  parallèles  aux  précédents  et  menés  par 
le  point  O'  soient  P,,  Q*  les  coordonnées  du  centre  de  la  Lune. 

On  a  par  la  considération  de  triangles  ayant  pour  sommets,  sur 
une  sphère  géocentrique,  le  pôle  de  l'écliptique,  la  trace  de  l'un 
des  axes  P^,  Q''  et  la  position  géocentrique  du  centre  de  la  Lune 
ou  celle  de  l'observateur 

iP"  =  r  cos6  sin(/  —  /'), 
Q'=  rsinô  cos6' —  rcos6  sin6''cos(/  —  /';, 
y=pcosBsin(L-r), 
5r'=  p  sinB  cos6'—  p  cosB  sin6'  cos(L  —  /'). 

D'autre  part 

et,  0,  désignant  l'angle  que  fait  avec  OQ''  la  projection  sur  le 
plan  POQ"  du  rayon  de  la  Lune  qui  aboutit  au  point  de  contact 
des  disques 

(lo)  Pî  =  5sineî,      Q;  =  5cose;. 

On  en  conclut 

*sineî  =  P"  — pcosBsin(L  —  /'), 


^'^         \  *cos6;  =  Q'—p[8inBcos6'—cosBsin6'cos(L —  /•)]. 

Les  deux  équations  (i  i)  sont  les  deux  équations  cherchées. 

Les  équations  (ii)  sont  quelquefois  employées  par  Haiisen 
dans  la  solution  des  problèmes  auxquels  donne  lieu  l'étude  des 
éclipses;  les  équations  (6)  le  sont  plus  fréquemment;  mais  il  faut 
d'abord  exprimer  p',  V,  j3'  en  fonction  des  éléments  des  éphémé- 
rides  astronomiques,  et  les  coordonnées  écliptiques  L,  B,  de  l'ob- 
servateur, en  fonction  des  coordonnées  équatoriales,  pour  arriver  à 
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les  exprimer  en  fonction  du  temps.  Nous  ne  ferons  la  transforma- 
tion que  dans  les  équations  (6). 

277.  Calcul  des  coordonnées  sélénocentriques  du  SoleiL  — On 
a,  par  le  changement  de  l'origine  des  coordonnées, 

p'  cos  p'  cos  V  =  r'  cos b'  cos  /'  —  r  cos b  cos  /, 

p'  cos  p'  sin  X'  =  r'  cos  b'  sin  /'  —  r  cos  b  sin  /, 

p'sinp'=      r's'inb'       — rsin6. 

Le  rapport  de  r  à  r'  est  environ  de  i  à  4oo;  / —  P  et  b  —  6'  ne 
dépassent  pas  i^i&;  il  s'ensuit  que  Ton  peut  négliger  les  termes 
petits  du  second  ordre,  et  l'on  a 


(la) 


P'=6'-i.,(6-6'), 


p'=  /•' —  /•. 


S78.  Introduction  des  coordonnées  équatoriales  de  Tobserva- 
teur.  —  Pour  effectuer  la  substitution  des  coordonnées  équato- 
riales,  |JL  et  cp',   de  l'observateur  aux   coordonnées   écliptiques 

Fig.  66. 


considérons,  sur  une  sphère  céleste  géocentrique,  le  triangle  qui  a 
pour  sommets  le  pôle  nord  D  de  l'écliptique,  le  pôle  nord  N  de 
Téquateur  et  le  point  Z  de  coordonnées  écliptiques  X',  ^'  {fig*  66). 
Ce  triangle  a  pour  côtés 


II. 


NZ  =  90"—  0',      nz  =  90°—  p', 


3o 
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pour  angles 

Z  =  A,       n  =  9o'»  — X',       N  =  90** -+-«', 

d' et  S'  désignant  Tascension  droite  et  la  déclinaison  du  point  Z. 

De  même,  le  triangle,  qui  a  pour  sommets  H,  N  et  la  position 
géocentrique  O'  de  l'observateur,  a  pour  côtés 

Nn  =  e,        N0'=90»— (p',        nO'=9o«— B, 

pour  angles  opposés 

O',    90**— L,    9o«-HjjL. 

On  déduit  de  la  considération  du  dernier  triangle 

1  sinB  =  sîncp'cose  —  cos^'sinesinji, 

(i3)  \  cosB  sinL  =  sin<p' sine -h  C05<p' cosesinfi, 

(  cosB  cosL  =  coscp'cosfx. 

Cela  étant,  si  Ton  part  des  équations  (6),  que  l'on  déduise  des 
deux  dernières  u  sin9,  u  cos9,  en  posant  6  =  0|  —  A,  que  des  ex- 
pressions obtenues  Ton  élimine  L  etB  au  moyen  des  équations  (i3) 
et  qu'on  y  introduise  e,  a',  8'  au  lieu  de  A,  V,  P'  par  la  considéra- 
tion du  triangle  NIIZ,  on  trouve 

Iu  =  u' —  p[8in(p'sin8'-hcos<p'cos8'cos([i  — a')]  tang/, 
asin6  =  P  cosA — Q  sinA  — p  cos(p'sin(fx  —  a'), 
ucos6  =  PsinA-+-Qcos/it  — p[sin9'coso'—  cos^'  sînS'cos([i— a'j]. 

L'angle  6  est  analogue  à  6|.  Ce  dernier  est  à  peu  près  l'angle 
que  fait,  avec  le  cercle  de  latitude  du  point  X'P',  le  grand  cercle 
ayant  pour  centre  l'observateur  et  passant  par  le  centre  de  la 
Lune  et  par  le  point  Vp'.  L'angle  0  n'en  diffère  qu'en  ce  que  le 
cercle  de  déclinaison  du  point  V  P'  remplace  le  cercle  de  latitude. 

279.  Influence  de  la  réfiraction  atmosphérique.  —  Un  rayon  lu- 
mineux LAB  {fig*  67)  issu  d'un  point  du  bord  de  la  Lune, 
entrant  en  A  dans  l'atmosphère,  est  dévié,  et  arrivant  à  la  surface 
de  la  Terre  au  point  O  où  se  trouve  l'observateur,  paraît  avoir  la 
direction  OL'  de  la  tangente  à  la  trajectoire  AO  de  ce  rayon  lumi- 
neux. La  théorie  ordinaire  de  la  réfraction  donne  l'angle  des 
rayons  LA  et  OL'.  Elle  n'est  pas  immédiatement  applicable  ici. 
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attendu  que,  pour  Tobservateur  placé  en  O,  la  direction  vraie  du 
point  L  n'est  pas  LA,  mais  LO,  et  que,  à  la  distance  de  la  Lune, 
l'angle  ALO  n'est  pas  insensible. 

Fig.  67. 


Le  moyen  le  plus  simple  de  supprimer  Finfluence  de  la  réfrac- 
tion dans  la  théorie  des  éclipses  consiste  à  supposer  que  Tobserva- 
teur,  au  lieu  d'être  en  O',  est  en  B,  à  la  rencontre  du  rayon  LA 
avec  la  verticale  OZ.  Si,  négligeant  l'aplatissement,  on  désigne 
par  p  et  p(i  4-  ^')  les  distances  de  l'observateur  et  du  point  A  au 
centre  de  la  Terre,  par  po?  la  hauteur  OB,  par  i  et  z  les  distances 
zénithales  LBZ,  L'OZ,  par  [x  et  |jlo  les  indices  de  réfraction  de  l'air 
en  B  et  en  O,  on  a,  par  l'équation  fondamentale  de  la  théorie  de 
la  réfraction 

{jLp(i  '■\-  x')  sinLAL'=  (lop  sin^. 

Le  triangle  CAB  donne 

p(H-a7')sinLAL'=  p(i  -Ha?)  sini. 
On  a  donc 

fji(i  -ha?)  sini  =  [lo  sin-5, 
d'où 

tio  sinz 

X  —   • : r  I. 

(X   sini 
D'autre  part,  on  a 

t  =  -»-+-  r, 
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r  désignant  la  réfraction,  laquelle  est,  par  les  Tables,  donnée  en 
fonction  de  z.  Il  s^ensuit  que  x  ne  dépend  que  des  conditions 
atmosphériques  et  de  la  distance  zénithale.  Hansen  donne  une 
Table  faisant  connaître  log(i  -f-  x)  pour  chaque  valeur  de  la  hau- 
teur vraie.  Ce  logarithme  diffère  très  peu  de  zéro  et  l'emploi  de 
cette  Table  est  des  plus  aisés. 

Pour  tenir  compte  de  la  réfraction,  on  se  bornera,  dans  la 
théorie  des  éclipses,  à  remplacer  p  par  p(i  -f-  x). 

280.  Introduction  des  mouvements  horaires  de  l'axe  du  cône 
d'ombre,  des  coordonnées  géographiques  de  robservateur  et  de 
l'heure  vraie  de  l'observation.  —  Admettons  que  Ton  ait  calculé 
par  les  formules  (3)  les  valeurs  de  P  et  Q  pour  une  série  de  dates 
équidistantes  ...,  T_2,  T_|,  T©,  T|,  T2,  ...,  To  désignant  en 
temps  vrai  du  premier  méridien  celle  de  ces  époques  qui  approche 
le  plus  de  la  conjonction  en  longitude.  On  en  déduira  les  mou- 
vements horaires  moyens />«,  qn  par  les  formules 

Pn  —  TR ™r  >  Y«  —   T^ W  ' 

Puis,  une  interpolation  facile  donnera  les  mouvements  horaires 
moyens  /?,  q  entre  la  date  T©  et  une  date  quelconque  T  et  Ton 
aura  à  cette  date  T 

P  =  Po+jE>(T-To), 
Q  =  Qo-Hy(T-To). 

Si  l'on  désigne  par  T©  —  T' l'heure  de  la  conjonction,  par/?',  q' 
les  valeurs  de/>,  q  k  cette  date,  P  étant  alors  nulle,  on  aura 


et  si  l'on  fait 

U  =  Q.-9'T', 

U  sera  la  valeur  de  Q  à  la  même  date. 

A  cause  de  la  petitesse  de  Pq  on  peut,  dans  le  calcul  de  T',  rem- 
placer/?' par  une  quelconque  des  valeurs  de/?,  et  Ton  a 

(12)  P=/>(T-To+T'), 


puis 
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Q  =  U  +  y(T-T.)  +  g-'T', 
=  U  +  9(T-T,+  T')  +  (g'-g)T', 


ou,  à  cause  de  la  petitesse  de  q' —  q  et  de  T' 


(i3) 

Hansen  pose 


Q  =  U  +  g(T-T.+  T'), 

p  =  n  sinN, 
q  z=z  n  cosN, 
Y=  U  sinN, 
lJLo=i5(To— T')~— UcosN, 

Fig.  68. 


Y  désignant,  dans  le  plan  PQ,  la  plus  courte  distance  de  la  ti 
Taxe  du  cône  au  centre  de  la  Terre,  [Xo  l'heure  vraie  (en  d: 
du  premier  méridien  à  laquelle  n  est  égal  à  y. 

Si  l'on  représente  par  \  la  longitude  orientale,  en  degr 
l'observateur  par  rapport  au  premier  méridien,  par  t  l'heuni 
du  lieu  d'observation  aussi  en  degrés,  on  a 

i5T  =  /  — X, 
et  les  valeurs  (12)  et  (i3)  de  P  et  Q  deviennent 

P  =  —  Y  cos N  -h  ^~^r^"  n  sin  N, 
'  i5 

Q=      Y  sinN -H  ^"^^""^^ncosN. 

Le  calcul  de  a',  8',  h  se  fait  comme  il  suit  :  le  triangle 
riqueJMnZ  utilisé  au  n^  278  donnerait,  si  Ton  négligeait  P' et 
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remplaçât  V  par  /',  a'  et  8'  par  ci  et  d\  h  par  Ao, 

tan  g  a' =  cose  tang/', 
taDg^'=  tangesina', 
sîn^o=  sinecosa'; 
après  quoi,  posant 

le  triangle  lui-même  donne 


cosS 

A8'  =  —  sinA(V— /')— cosAP', 
AA=—  sm8'(«'— a'). 


Dans  les  équations  (6*)  il   entre   encore  |x — a'  qui  est  égal  à 
[JL  —  a'-f-  Aa',  ou  à  ^  +  Aa'. 

Si,  en  outre,  on  désigne  par  c  Taplatissement  du  méridien 
terrestre,  par  (p^  l'anomalie  excentrique  du  lieu  d'observation, 
on  a 

p  cos«p'=  cos«p,        p  sinç'  =  (i  — c)sin(pi, 

et   les  équations  fondamentales   deviennent,  en   posant  encore 

u  =  tt' — (H-a7)tang/[(i  —  c)sin?pisin8' 

+-  cosïpiCOs8'cos(^-h  Aa')], 


1  usinO=  —  Y^^^s^'"*" 
(6**) 


MsinO  =  —  ycosN'h — ^/isinN' 

'  i5 


—  (i  -H  x)  cosçi  sin(i  -t-  Aa'), 

acos6=      YsinN'H — !-^/icosN' 

'  i5 

—  (i-+-  a?)[(i  —  c)8iiiïp|  cosS' — cos^iSÎn8'cos(^-4-  Aa')]. 

Rappelons  que,  dans  ces  équations,  c,  y,  U,  |jlo  sont  des  con- 
stantes;/, A,  Xy  N',  8'  varient  très  peu  et  pourraient,  en  première 
approximation,  êlre  aussi  regardées  comme  des  constantes  :  Oi,  )^ 
donnent  la  position  de  l'observateur  à  la  surface  de  la  Terre,  / 
l'heure  vraie  du  lieu  d'observation  en  degrés.  A  l'égard  de/il  y  a 
lieu  de  remarquer  qu'on  en  peut  modifier  la  valeur  en  faisant 
varier  5'  ainsi  qu'il  a  été  expliqué. 
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contrant  deux  fois  le  point  A.  Cependant  pour  la  phase  maximum, 
les  deux  dates  se  confondent.  Cette  phase  maximum  correspond 
au  minimum  de  a-  et  par  suite  de /et  de  u.  La  recherche  des 
points  de  la  Terre  pour  lesquels  la  phase  maximum  a  une  grandeur 
donnée  se  fera  donc  en  écrivant  que  pour  la  valeur  correspon- 
dante m'  les  deux  valeurs  de  t  sont  égales.  Si  l'on  admet  que  celte 
valeur  de  u'  corresponde  au  simple  contact  des  deux  bords,  la 
ligne  obtenue  sera  l'une  des  courbes  limites  nord  ou  sud. 

Nous  aurons  donc  l'équation  à  adjoindre  aux  équations  (6**)  en 
écrivant  que 

df=o. 

Or  si  l'on  différentie  les  équations  (6**),  que  l'on  remplace  df  par 
zéro  et  que  l'on  néglige  le  produit  ianig/dxy  on  trouve 

du  =(i-Ha?)  tang/cos<pi  cos8'sin(/-H  Aa')rf/, 

sin6  du-i-  u  cosO  d^ 

[71  d^  ~\ 

-sinN'  — (i  -ha?)  cosçi  cos(<  -h  Aa') —  —  cosîpi  sin(^  -t-  Aa')L 

cos%  du  —  us'inbd^ 

=  rfi  |-  cosN' — (i-f-  rr)coscpisin8'sin(<  -h  Aa') 

dx  ) 

—  -T-  [(i  —  c)sin^iC0s8'  —  cosçisin8'cos(f  -\-  Aa')][. 

Il  convient  de  remarquer  que,  t  étant  supposé  exprimé  en  degrés, 
duj  rf8  en  parties  du  rayon,  on  a  dû  exprimer  dt  en  parties  du 
rayon  et,  pour  cela,  diviser  n  par  le  rapport  de  l'arc  d'un  degré  au 

rayon,  ce  qui  revient  à  remplacer  —  par  —,  où 
,  ,      i5.36oo      _  , 

L'élimination  de  du,  rf6,  dt  donne  l'équation  qu'il  faut  adjoindre 
aux  équations  (6**)  pour  avoir  les  équations  des  courbes  nord  ou 
sud. 

Le  terme  -  étant  beaucoup  plus  grand  que  les  autres  termes  à 
cause  de  la  grandeur  de  n  et  de  la  petitesse  de  x,  on  a  à  peu  près 

cos(e  — N')=o, 
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de  sorte  que  8  —  N'  diffère  peu  de  90®  ou  de  270**.  On  pose 

et,  sin^  différant  peu  de  1,  on  multiplie  par  sind/  la  valeur  de  du. 
Si  en  même  temps  on  néglige  ;r,  Aa'  ^^zn*  ^^  ^ 

cosïpi(sinN'cos^-h  cosN'  sinrsinS') 

Os)       tSEifir^  =  -_— _— _^ —  . 

^^       cos<pi[cosN'cos/— (sinN'sinS'zp  tang/coso')sin^J 

en  prenant  le  signe  supérieur  si  ^  est  voisin  de  90**,  le  signe  infé- 
rieur s'il  est  voisin  de  270®.  L'angle  ^  est  l'angle  que  fait  avec  l'or- 
bite de  la  Lune  le  grand  cercle  qui  passe  par  le  centre  de  la  Lune 
et  le  point  Vp',  ou,  à  peu  près,  le  centre  du  Soleil.  Cette  consi- 
dération montre  pourquoi,  au  maximum  de  l'éclipsé,  ^  diffère  peu 
de  ±90**. 

Le  calcul  des  points  des  courbes  limites  se  fait  comme  il  suit  : 
Des  combinaisons  faciles  des  deux  dernières  équations  (6**) 
donnent  u  sini{;  et  u  cos^.  Dans  la  valeur  de  u  sin^  on  remplace  u 
par  la  valeur  que  donne  la  première  équation  (6**).  On  a  alors 
une  équation  linéaire  en  sin^i  etcoscpi  d'où  l'on  tire  cp,  sous  la 
forme 

(i3)  sin(<pi— A)=-^ ^, 

a  et  A  désignant  des  nombres  connus. 

Pour  une  série  de  valeurs  de  t,  cette  équation,  où  l'on  remplace 
d*abord  ^  par  ±  i,  donne  cp<,  puis  l'équation  (12)  donne  ^,  après 
quoi  l'équation  (i  3)  donne  plus  exactement  cp,  ;  ensuite  la  première 
équation  (6**)  donne  u  et  la  valeur  de  u  cos^  donne  X. 

Il  y  a  lieu  de  remarquer  que  les  valeurs  de  ^p,  situées  dans  la 
première  demi-circonférence,  donnent,  si  u  est  positif,  la  courbe 
limite  nord,  les  autres  la  courbe  sud;  l'inverse  a  lieu  si  u  est  né- 
gatif. 

283.  Courbes  limites  nord  et  sud  pour  les  diverses  phases.  — 
Ces  lignes  s'obtiennent  comme  il  vient  d'être  expliqué  pour  les 
courbes  limites  nord  et  sud  de  l'éclipsé  générale.  Il  suffit  d'adopter 
pouryies  valeurs  qui  correspondent  aux  phases  considérées.  Si  l'on 
veut  une  phase  de  i  doigts,   c'est-à-dire  de  {  douzièmes,   on 
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I 

prendra 

sin/= —. 

Si  l'on  a  calculé  les  valeurs  /<  et /a  relatives  aux  contacts  extérieur 
et  intérieur,  on  a 

sin/=  sin/i =^-= -^i, 

et,  séc/ différant  très  peu  de  l'unité,  on  a  aussi 


u  =.  u^  — 


Pour  la  ligne  d'éclipsé  centrale,  il  suffit  de  remplacer  le  cône 
par  la  ligne  des  centres  du  Soleil  et  de  la  Lune,  et  par  suite  de 
remplacer  /  et  m'  par  zéro.  Les  équations  se  simplifient  considé- 
rablement; nous  ne  nous  y  arrêterons  pas. 

284.  Courbes  limites  est  et  ouest.  —  L'angle  de  position  6  ré- 
sulte de  la  génératrice  du  cône  de  pénombre  sur  laquelle  se  trouve 
l'observateur  O'.  Il  en  est  de  même  de  l'angle  de  position  i. 
Pour  un  point  d'une  des  courbes  limites  nord  ou  sud  cet 
angle  ^  est  voisin  de  itpo**.  Pour  les  points  intermédiaires  il 
peut  avoir  des  valeurs  quelconques.  Si  Ton  considère  les  points  de 
la  Terre  qui  correspondent  à  une  même  valeur  de  i(^  la  généra- 
trice qui*  passe  en  l'un  de  ces  points  perce  la  surface  de  la  Terre 
en  un  autre  point  situé  au-dessous  de  l'horizon  du  premier  et  qui, 
par  suite,  au  même  instant,  ne  voit  pas  l'éclipsé.  Le  contact  est  vu 
du  premier  de  ces  points,  et,  virtuellement,  du  second  à  une  date:. 
Cette  date  t  est  nécessairement  comprise  entre  deux  limites  en 
dehors  desquelles  la  génératrice  considérée  ne  coupe  pas  la  Terre. 
A  ces  limites  la  génératrice  est  tangente  à  la  surface. 

Si  dans  les  équations  (6**)  on  regarde  6  comme  une  constante, 
elles  déterminent  m,  X,  cp<  en  fonction  de  t,  et  pour  chaque  valeur 
de  T  deux  systèmes  de  valeurs  de  w,  X,  '^i  qui  se  confondent  à  l'une 
des  limites  de  t  et  deviennent  imaginaires  au  delà.  A  l'une  de  ces 
limites  t  est  maximum  ou  minimum  et  sa  différentielle  est  nulle. 
Comme  on  a 
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on  a  alors 

dt  =  dk. 

Il  s'ensuit  que,  pour  avoir  les  courbes  limites  est  ou  ouest,  il 
sufGt  de  différentier  les  équations  (6**)  en  y  faisant  varier  u^  \ 
^j  t  et  de  remplacer  dt  par  (tk.  L'élimination  des  différentielles 
donne  une  équation  finie  qui,  jointe  aux.  équations  (6**),  définit 
les  courbes  cherchées.  Dans  le  calcul  de  ces  courbes  il  n'est  pas 
permis  de  négliger  l'influence  de  la  réfraction,  ni  de  sa  variation. 

Les  figures  des  pages  473  et  474  donnent,  d'après  la  Connais- 
sance des  Temps,  les  courbes  limites  des  deux  éclipses  totales  de 
l'année  1889  {fig-  69  et  70).  La  seconde  offre  un  exemple  du 
cas  où  la  courbe  nord  a  disparu. 

285.  Calcul  de  l'éclipsé  en  un  lieu  donné.  —  On  néglige  ordi- 
nairement la  réfraction.  On  part  des  équations  (6**)  dont  on 
combine  les  deux  dernières  de  façon  à  eu  déduire  u  sin^  et  u  cos^. 
Ces  équations,  pour  une  valeur  donnée  de/,  déterminent  i/,  if  et  t. 
Par  rapport  à  cette  dernière  inconnue  elles  sont  transcendantes  : 
Hansen  lève  la  difficulté  comme  il  suit  :  Désignant  par  tm  une  va- 
leur approchée  de  t.  il  pose 

sin  <  =  sin  tfn  -h  k -, —  cos 


ID  2 

t  t  —  t,n     .  /  -4-  t,n 

COS/  =  cos t,n—  K -, —  sin  > 

lU  'À 

où 

t  —  f„l 


sin 


^  =  3o  "^ 


t  —  t,n     ' 


k  varie  très  peu  dans  les  limites  de  l'incertitude  de  /  —  tm  et  sa 
valeur  peut  être  tirée  d'une  Table.  Au  moyen  de  ces  formules  on 
fait  disparaître  t,  dans  les  formules  (6**),  des  signes  sinus  et 
cosinus,  après  quoi  on  procède  à  la  résolution  des  équations  par 
approximations  successives,  donnant  d'abord  à  /  la  valeur  t^* 

286.  Passages  de  Vénus,  occultations  d'étoiles,  etc.  —  Nous  nous 
bornerons  à  signaler  ici  l'emploi  qui  a  été  fait  des  passages  de 
Vénus,  qui  sont  en  fait  des  éclipses  annulaires  du  Soleil  par  Vénus 
pour  la  mesure  de  la  parallaxe  du  Soleil,  ou  de  la  distance  du 
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Soleil  à  la  Terre,  renvoyant  pour  le  détail  des  calculs  aux  Ouvrages 
spéciaux.  La  théorie  générale  permet,  si  Ton  regarde  la  parallaxe 
du  Soleil  comme  connue,  de  déterminer,  pour  un  lieu  donné  de  la 
Terre,  les  instants  des  diverses  phases  du  phénomène;  inverse- 
ment, les  observations  une  fois  faites,  pourvu  que  les  positions 
géographiques  des  lieux  d^observatîon  soient  bien  connues,  on 
peut  améliorer  la  connaissance  de  la  parallaxe  du  Soleil.  Nous 
nous  bornerons  à  signaler  les  résultats  obtenus  :  en  France, 
M.  Puiseux,  discutant  les  observations  de  contact  faites  pendant  le 
passage  de  1874,  a  trouvé  8'',9i.  En  Amérique,  les  observations  de 
contact  de  1874  et  1882  ont  donné,  diaprés  M.  Newcomb,  8^,89 ; 
les  mesures  des  distances  de  la  planète  au  centre  du  disque  du 
Soleil,  8'',86.  Nous  ajouterons,  pour  grouper  les  principaux  résul- 
tats, que  Le  Verrier,  en  1872,  en  discutant  les  variations  séculaires 
des  éléments  des  orbites  de  Vénus  et  de  Mars  a  trouvé  8^,86; 
en  1882  M.  Tisserand,  par  les  inégalités  de  Vénus,  8*^,85.  D'après 
les  déterminations  de  la  constante  de  Taberration,  Newcomb 
donne  8'',  80  et  d'après  des  observations  de  petites  planètes  8',  81. 

De  même  nous  ne  développerons  pas  les  calculs  relatifs  à  la 
détermination  des  longitudes  par  les  éclipses.  Il  apparaît  immé- 
diatement qu'une  observation  d'éclipsé  étant  faite  en  un  lieu 
donné,  les  équations  (6**),  si  l'on  regarde  comme  connue  la  lati- 
tude du  lieu,  permettent  de  déterminer  u^  0  et  la  longitude  X. 

En  ce  qui  concerne  les  occultations  d'étoiles  par  la  Lune,  nous 
nous  bornerons  à  remarquer  que  leur  théorie  se  déduit  de  celle 
des  éclipses  en  supposant/=  o  et  u^^=s.  Bien  que  les  formules 
se  simpliGent  considérablement,  nous  pensons  que  le  détail  des 
calculs  pour  cette  question,  comme  pour  les  questions  précédentes, 
sortirait  du  cadre  de  cet  Ouvrage,  les  idées  générales  de  la  théorie 
des  éclipses  intéressant  seules  les  étudiants. 
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DISTANCES,  MOUVEMENTS,   ECLAT  DES  ETOILES.  —  SPECTROSCOPIB. 
PHOTOGRAPHIE. 


287.  Distances  des  étoiles  au  Soleil;  parallaxes  annuelles.  — 
Les  distances  des  étoiles  à  la  Terre  sont  iellement  grandes,  par  rap- 
port au  diamètre  du  globe  terrestre,  que  toute  parallaxe  stellaire, 
entendue  dans  le  sens  ordinaire  du  molparallaxe,  est  absolument 
insensible.  Le  mouvement  de  la  Terre  autour  du  Soleil  permet, 
par  des  observations  faites  à  environ  six  mois  d'intervalle,  de  dé- 
terminer les  directions  des  droites  D,  D|  qui  joignent  une  étoile 
à  deux  points  voisins  des  extrémités  d'un  diamètre  de  l'orbite  ter- 
restre. Si  ce  diamètre  est  perpendiculaire  à  la  direction  qui  joint 
l'étoile  au  Soleil,  la  moitié  de  l'angle  des  droites  D,  D|  reçoit  le 
nom  de  parallaxe  annuelle  de  l'étoile.  Cette  parallaxe  atteint  une 
seconde  d'arc,  si  la  distance  de  l'étoile  à  la  Terre  (ou  au  Soleil) 
vaut  206265  fois  la  distance  de  la  Terre  au  Soleil. 

Les  essais  de  détermination  de  parallaxes  annuelles  par  des  ob- 
servations méridiennes,  au  xviii*  siècle  et  au  commencement  du 
XIX*,  ont  été  généralement  infructueux.  Cependant,  il  n'en  a  pas 
été  de  même  à  des  dates  plus  rapprochées  et  notamment  la  paral- 
laxe de  a  Centaure,  la  plus  forte  parallaxe  connue,  a  été  déduite  à 
diverses  reprises,  et  tout  d'abord  de  i83i  à  i84o  par  Henderson, 
au  Cap,  d'observations  méridiennes  de  sa  déclinaison.  Il  est  plus 
aisé  de  comparer,  aiasi  que  l'avait  proposé  Galilée,  la  position  de 
l'étoile  à  celle  d'une  étoile  très  voisine  physiquement  indépen- 
dante de  la  première.  On  voit  sans  peine  que  si  la  seconde  étoile 
n'a  pas  de  parallaxe  sensible,  la  position  relative  des  deux  étoiles, 
à  six  mois  de  distance,  pourra  être  affectée  d'un  changement  cor- 
respondant au  double  de  la  parallaxe  annuelle.  La  précision  que 
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comportent  aujourd'hui  les  mesures  micrométriques  permet  d'ob- 
tenir, avec  certitude,  des  parallaxes  ne  dépassant  pas  un  ou  deux 
dixièmes  de  seconde  d'arc. 

C'est  ainsi  que  Bessel  a  déterminé,  à  l'héliomètre  de  Kônigs- 
berg,  par  la  comparaison  à  deux  étoiles  voisines,  la  parallaxe  de 
la  soixante  et  unième  étoile  de  la  constellation  du  Cygne  (o%35), 
étoile  sur  laquelle  l'attention  était  naturellement  attirée  par  son 
très  fort  mouvement  propre  de  5'^]  celui  de  a  Centaure  est  3',  6. 
En  même  temps  Struve  (i836)  déterminait  par  le  même  procédé 
la  parallaxe  de  Véga  (o",  a6). 

Pritchard,  à  Oxford,  a  déterminé  des  parallaxes  d'étoiles  en 
comparant,  sur  des  clichés  photographiques,  les  positions  de  ces 
étoiles  à  celles  des  étoiles  voisines;  la  haute  précision  que  com- 
portent les  mesures  faites  sur  les  clichés  à  courte  pose,  la  possi- 
bilité d'obtenir  pour  une  même  étoile  un  grand  nombre  de 
clichés,  rendent  la  méthode  photographique  particulièrement 
avantageuse. 

Ajoutons  que  récemment  on  a  réussi  à  mesurer  des  parallaxes 
faibles  par  des  déterminations  méridiennes,  faites  au  chrono- 
graphe,  de  différences  d'ascensions  droites  d'étoiles  peu  éloignées 
l'une  de  l'autre,  en  prenant  d'ailleurs  des  précautions  particulières 
pour  diminuer  l'effet  des  erreurs  instrumentales  et  surveillant 
notamment  la  marche  de  la  pendule. 

288.  Étoiles  doubles,  mouvements  relatifs,  observations.  — 
L'étude  systématique  des  systèmes  d'étoiles  doubles  a  été  inau- 
gurée par  W.  Herschell  en  1782  et  poursuivie  constamment  par 
lui.  En  1802,  il  prouva  que  cinquante  de  ces  couples  étaient  réel- 
lement des  couples  physiques  dont  les  composantes  tournent  l'une 
autour  de  l'autre,  et  fixa  un  bon  nombre  de  périodes. 

Depuis  cette  époque,  les  étoiles  doubles  ont  été  étudiées  par 
de  nombreux  observateurs  parmi  lesquels  W.  Struve,  à  Dorpatel 
à  Poulkowa,  Otto  Struve  à  Poulkowa,  John  Herschell  en  Angle- 
terre et  au  Cap  de  Bonne-Espérance,  Dembowski  à  Florence, 
Burnham  en  Amérique,  sans  parler  des  beaux  travaux  d'un  grand 
nombre  d'autres  contemporains. 

Le  catalogue  général  de  John  Herschel  renferme  plus  de  dix 
mille  couples. 
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recherches  n'ont  que  très  peu  modifié  le  résultat   obtenu    par 
Herschel. 

Les  coordonnées  les  plus  probables  rapportées  à  t'équinoie 
de  1800, o  sont,  d'après  L.  Struve, 

Celles  de  a  Hercule 

a  =  '260°  40',         0  =-h  iGo  17'. 

L'élude  approfondie  des  mouvements  propres  de  Sirius  et  de 
Procyon  a  conduit  Bessel  à  conclure  à  leur  variabilité  et  à  annon- 
cer, en  i844î  que  ces  astres  ont  des  compagnons  obscurs  tour- 
nant autour  d'eux  dans  une  période  de  cinquante  ans.  Le  3i  jan- 
vier 1862,  Glarke,  essayant  un  objectif  de  dix-huit  pouces 
d'ouverture,  aperçut  à  côté  de  Sirius,  à  9''  du  centre  de  son 
image  et  à  la  place  résultant  de  la  théorie  de  Bessel,  un  asirc 
extrêmement  faible,  fréquemment  observé  depuis,  dont  la  période 
est  de  49""'.«4-  L'éclal  de  ce  satellite  n'est  qu'un  dix-millième  de 
l'éclat  de  Sirius,  mais  sa  masse  est  la  moitié  de  celle  de  l'éloile 
principale. 

On  n'a  pas  aperçu  le  satellite  de  Procyon,  mais  il  n'y  a  aucun 
doute  sur  son  existence  avec  une  forte  masse  et  une  période  d'une 
quarantaine  d'années. 

291.  Masses  des  étoiles  doubles.  —  Si  l'on  connaît  la  parallaxe 
p  d'un  couple  d'étoiles,  le  demi  grand  axe  a  (en  secondes)  de  l'or- 
bite relative,  la  durée  T  (en  années)  de  la  révolution,  on  a,  parla 
loi  de  Newton, 

d'où 

on  peut  donc  obtenir  le  rapport  de  la  somme  m  -\-  m^  des  masses 
des  deux  composantes  à  la  masse  M  du  Soleil. 

Le  centre  de  gravité  des  deux  composantes  a  un  mouveuieni 
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instant,  en  un  même  lieu,  change  avec  la  hauteur  et  même  avec 
Tazimut;  la  diversité  de  Téclat  du  fond  du  ciel  modifiée  par 
Theure,  parla  phase  de  la  Lune,  par.  le  voisinage  d'étoiles  bril- 
lantes ou  de  belles  planètes,  par  la  lumière  zodiacale,  par  la  voie 
lactée;  l'inégale  sensibilité  de  l'œil  aux  divers  points  de  la  ré- 
tine, etc. 

La  polaire  est  à  peu  près  le  type  des  étoiles  de  seconde  gran- 
deur et  elle  constitue  un  excellent  repère,  sa  position  dans  le  ciel 
étant  sensiblement  invariable. 

L'échelle  des  grandeurs,  depuis  l'invention  des  télescopes,  a  été 
prolongée  successivement  par  d'habiles  observateurs  qui,  dans 
notre  siècle,  se  sont  accordés  mieux  que  l'on  ne  pourrait  le  croire 
a  priori.  Il  est  à  signaler  cependant  que  la  plupart  des  étoiles  de 
sixième  grandeur  du  catalogue  de  Lalande  sont  notées  à  la  sep- 
tième par  Piazzi.  Les  mesures  photométriques  faites  depuis  un 
petit  nombre  d'années  par  des  méthodes  très  diverses  ont  donné 
des  résultats  peu  différents  de  ceux  qu'avait  obtenus  Argelander  à 
Bonn  par  l'estimation  directe. 

On  pourrait  aujourd'hui  adopter  la  définition  suivante  : 

La  différence  AM  des  grandeurs  de  deux  étoiles  d^ éclats  A 
et  B  est 

Cette  règle,  proposée  par  Pogson,  indique  que  les  grandeurs 
croissent  en  progression  arithmétique  quand  les  éclats  croissent 
en  progression  géométrique.  La  différence  d'une  grandeur  corres- 
pond à  un  rapport  d'éclats  égal  à  lo**'*  ou  sensiblement  2,5. 

293.  Mesures  photométriques.  —  Les  premiers  essais  de  me- 
sures photométriques  remontent  à  la  fin  du  siècle  dernier.  De 
Ilumbolt  compara  les  principales  étoiles  du  ciel  austral  en  ame- 
nant leurs  images  dans  une  lunette  à  avoir  le  même  éclat,  au 
moyen  de  diaphragmes  de  diverses  grandeurs  placés  devant  l'ob- 
jectif. Vidal,  aux  environs  de  Toulouse,  observait  à  travers  des 
ouvertures  inégales  moindres  que  le  diamètre  de  la  pupille. 

Arago,  ayant  admis  la  loi  de  Malus,  d'après  laquelle  l'intensité 
d'un  faisceau  de  lumière  polarisée  se  partage  entre  les  deux  fais- 
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rObservatoire  de  Paris  a  montré  autour  de  Mérope  une  mag^nifique 
nébuleuse  et  une  autre,  autour  de  Maïa,  que  personne  n'avait  aper- 
çue. La  nébuleuse  annulaire  de  la  Lyre  a  donné  un  autre  exemple 
bien  frappant  :  les  clichés  photographiques  de  cette  nébuleuse  ré- 
vèlent en  son  centre  même,  avec  des  poses  de  dix  minutes  seule- 
ment, une  magnifique  étoile,  invisible  à  Toeil  dans  les  pins  puissants 
instruments. 

Cependant  la  définition  des  grandeurs  photographiques  n'a  pas 
encore  été  donnée  d'une  façon  pleinement  satisfaisante.  On  a  songé 
à  la  fonder  soit  sur  les  rapports  des  temps  de  pose  nécessaires  pour 
obtenir  les  diverses  étoiles,  soit  sur  le  diamètre  des  images  obte- 
nues dans  un  même  temps  sur  un  même  cliché. 

A  ce  dernier  point  de  vue,  Pritchard  a  donné  la  formule 

D  — D'=c(logM'— logM), 

D  et  D'  étant  les  diamètres  des  images,  M  et  M' les  grandeurs. 

L'expérience  n'a,  jusqu'à  présent,  justifié  ni  l'une  ni  l'autre  de 
ces  conceptions.  Nous  nous  bornerons  à  signaler  encore  les  deux 
résultats  suivants  : 

En  moyenne,  pour  gagner  sur  un  cliché  une  grandeur  visuelle, 
il  faut  multiplier  le  temps  de  pose  par  un  nombre  plus  grand  que 
le  rapport  2,5  des  éclats  des  étoiles  de  deux  grandeurs  consécu- 
tives. 

A  un  autre  point  de  vue,  l'écart  entre  les  grandeurs  visuelles  el 
les  grandeurs  photographiques  a  paru  dépendre  de  la  position  de 
la  région  photographiée  par  rapport  à  la  Voie  lactée. 

295.  Travaux  d'Argelander.  —  Argelander,  dans  un  chaleureux 
Mémoire  publié  en  i844  {Aufforderung  an  Freunde  der  Astro- 
nomie) a  appelé  l'attention  sur  diverses  sortes  d'observations  sus- 
ceptibles d'être  faites  sans  aucun  instrument,  en  particulier  sur  la 
détermination  des  grandeurs  des  étoiles  visibles  à  l'œil  nu  et  sur 
celle  des  étoiles  variables.  Il  signale  les  motifs  qui  obligent  à  ne 
comparer  l'éclat  d'une  étoile  qu'à  celui  d'étoiles  assez  voisines 
d'elle,  ne  s'en  écartant  pas  de  plus  de  io°  à  12®,  tout  en  évitant 
le  voisinage  immédiat,  cas  dans  lequel  l'éclat  d'une  étoile  influe 
sur  l'estime  de  l'éclat  de  l'autre.  Il  expose  le  mode  d'observation 
qu'il  a  adopté.  Et  tout  d'abord  on  ne  doit  comparer  que  des  étoiles 
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ayant  presque  le  même  éclat.  On  les  regardera  successivement, 
alternativement,  autant  que  possible  dans  une  même  position  de 
la  tête,  mais  pas  les  deux  à  la  fois,  les  deux  yeux  d'un  même 
observateur  et  les  diverses  parties  de  la  rétine  d'un  même  œil 
n'ayant  pas  la  même  sensibilité.  «  Je  fixe  d'abord  l'une  des  étoiles 
et  l'amène,  par  le  mouvement  de  l'œil  sur  cette  partie  de  la  rétine 
où  je  la  vois  le  plus  clairement  possible;  puis  je  me  tourne  rapi- 
dement vers  l'autre  étoile  et  l'observe  de  même,  et  je  l'observe 
de  la  même  manière  jusqu'à  ce  que  j'aie  fermement  établi  mon 
jugement  sur  leur  différence  de  clarté....  On  peut  aussi  prendre  la 
moyenne  des  différences  obtenues  en  passant  de  la  première  étoile 
à  la  deuxième,  puis  de  la  deuxième  à  la  première,  différences  qui, 
d'habitude,  diffèrent  de  un  degré  ou  même  de  deux  degrés.  )> 
Argelander  définit  en  ces  termes  le  degré  qui  est  pour  lui  l'unité 
de  différence  d'éclat  : 

«  Que  je  voie  deux  étoiles  également  brillantes,  ou  (|ue  j'hésite 
à  savoir  laquelle  brille  le  plus,  je  les  appelle  également  brillantes 
et  je  les  représente  en  inscrivant  leurs  noms  l'un  à  la  suite  de 
l'autre,  dans  un  ordre  arbitraire  ab  ou  ba. 

»  Si,  au  premier  coup  d'œil,  elles  paraissent  également  bril- 
lantes, mais  que  je  reconnaisse  par  un  examen  attentif  et  par  un 
passage  réitéré  de  a  à  6  ou  de  6  à  a  que  toujours,  à  de  très  rares 
exceptions,  a  a  brillé  plus  que  6,  je  dis  que  a  est  de  un  degré 
plus  brillante  que  b  et  j'écris  ai  6.  L'étoile  a  apparaît-elle  con- 
stamment et  sans  aucun  doute  plus  brillante  que  6,  la  différence 
est  évaluée  à  deux  degrés  et  j'écris  a  2  6.  Une  différence  qui  tombe 
sous  le  sens  au  premier  coup  d'œil  vaut  trois  degrés  et  j'écris  aib. 
Enfin  a^b  représente  une  différence  encore  plus  manifeste  à 
l'avantage  de  a,  »  Argelander  conseille  de  ne  pas  aller  plus  loin; 
en  revanche,  il  emploie  des  demi-degrés  et  une  notation  telle  que 
rt2,5  6.  Il  propose  Procyon  comme  type  de  comparaison  pour  les 
étoiles  de  première  grandeur  et,  lui  attribuant  55  degrés,  trouve 
que  les  plus  faibles  étoiles  de  sixième  grandeur  seront  représentées 
par  o  degré  et  les  étoiles  invisibles  à  l'œil  nu  par  des  nombres 
négatifs.  Le  degré  d'Argelander  est  à  peu  près  le  dixième  de  la 
différence  d'éclat  qui  existe,  en  moyenne,  entre  deux  grandeurs 
consécutives. 

Il  est  bon  d'avoir  choisi  des  couples  d'étoiles  correspondant 
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normalemenl  à  des  différences  d'un,  deux,  trois  ou  quatre  degrés 
et  de  Jes  observer  au  début  de  chaque  soirée  pour  en  déduire  de 
façon  précise  Timpression  que  ces  divers  écarts  font  sur  l'œil  dans 
celle  soirée,  impression  qui  dépend  des  conditions  atmosphé- 
riques. 

Argelander,  aidé  par  Schônfeld  et  Rrueger,  a  dressé  à  l'obser- 
vatoire de  Bonn  une  liste  de  positions  approchées  de  3 14 9^5  étoiles 
comprises  entre  o**  et  92°  de  distance  polaire  nord.  Il  a  noté  en 
même  temps,  à  la  simple  estime,  les  grandeurs  de  ces  étoiles,  au 
dixième  de  grandeur. 

Littrow  a  fait  le  dénombrement  des  étoiles  des  diverses  gran- 
deurs contenues  dans  la  Bonnerdurchmusterung  et  a  trouvé  les 
résultats  suivants  : 

i*^        grandeur 10 

•x""               »         37 

3«               »         i3o 

4«               »         3i2 

5*               »         looi 

6*               »         4386 

7*                1)         i3823 

8*                I»         58095 

9*-9'»5       »         237131 

3149^5 

Les  grandeurs  de  la  Bonnerdurchmusterung  onlélé  évaluées  à 
la  simple  estime;  Argelander  a  fait,  d'autre  part,  pendant  plus  de 
trente  ans,  des  observations  d'éclat  d'étoiles  variables,  dans  les- 
quelles il  comparait  chaque  étoile  variable  à  un  ensemble  d'étoiles 
de  grandeurs  fixes  choisies  dans  le  voisinage,  à  tous  les  degrés  de 
l'échelle  parcourue  par  la  variable  à  étudier.  Argelander,  comme 
11  a  été  dit,  notait  les  différences  par  degrés  valant  à  peu  près  o?*",  1 . 
La  Bonnerdurchmusterung  a  été  publiée  de  1869  à  1862;  les 
observations  d'étoiles  variables  l'ont  été  dans  le  t.  VII  des  Bonner- 
beobachtungen  en  1869. 

296.  Photomètre  de  ZôUner.  —  Cet  instrument,  tel  qu'il  a  été 
conçu  par  Zollner,  est  constitué  comme  il  suit  : 

Dans  le  tube  d'une  lunette  astronomique  est  placée  une  glace 
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sans  tain,  à  faces  parallèles,  inclinée  de  45°  sur  l'axe  de  la  lu- 
nette. 

En  face  cette  glace  pointe  un  tube  latéral  perpendiculaire  à  celui 
de  la  lunette  et  tel  que  la  glace  sans  tain  soit  perpendiculaire  au 
plan  des  axes  des  deux  tubes. 

En  face  ce  tube  se  trouve  placé  un  bec  de  gaz  dont  les  rayons 
après  avoir  traversé  une  très  petite  ouverture  O,  forment  par  ré- 
flexion sur  la  glace  sans  tain  une  étoile  artificielle  d'intensité  con- 
stante. Pour  rapprocher  le  plus  possible  de  l'oculaire  de  la  lunette 
l'image  de  cette  étoile  artificielle,  Zôllher  a  placé,  à  la  rencontre 
des  deux  tubes,  une  lentille  convergente  L  qui  donne  de  Touver- 
ture  O  une  image  réelle  O'  formant  par  réflexion  sur  la  glace  une 
image  virtuelle  O'^;  le  réglage  est  tel  que  l'image  O''  se  trouve  dans 
le  plan  focal  de  l'objectif  Q  de  la  lunette,  plan  dans  lequel  se 
trouve,  à  côté  de  O",  l'image  E  de  l'étoile  à  étudier  {fig*  71). 

Fig.  71. 


91'  n 


2^^^=0=0—0 


La  comparaison  des  intensités  des  images  O"  et  E  se  fait  comme 
il  suit  ;  on  rend  l'éclat  de  l'image  O''  égal  à  celui  de  E  en  faisant 
traverser  au  faisceau  lumineux  OL  un  système  de  deux  niçois  n, 
n'  placés  dans  le  tube  latéral.  Le  premier  transforme  le  faisceau 
primitif  en  un  faisceau  polarisé;  le  second  nicol  n'  peut  tourner 


490  DEUXIÈME    PARTIE.  —   CHAPITRE    XXI. 

autour  de  l'axe  du  tube  latéral;  cette  rotation  permet  de  modifier 
rintensité  du  faisceau  ;  l'angle  dont  on  a  tourné  est  lu  sur  un 
cercle  centré  sur  Taxe  du  tube  latéral  ;  l'index  est  au  zéro  quand 
les  sections  principales  des  deux  niçois  sont  perpendiculaires; 
dans  cette  position,  l'intensité  de  l'image  O''  est  nulle.  Dans 
d'autres  positions,  l'intensité  de  l'image  O''  est  proportionnelle  au 
carré  du  sinus  de  la  lecture. 

Zôllner  avait  placé  en  outre  dans  le  tube  latéral  un  troisième 
nicol  et  une  lame  de  quartz  destinés  à  la  mesure  des  couleurs; 
nous  nous  bornerons  à  renvoyer,  pour  de  plus  amples  détails,  à  son 
Mémoire  imprimé  à  Berlin  en  1861  {Grandziige  einer  allgemei- 
nen  Photometrie  des  Himmels), 

M.  Ceraski,  dans  un  Mémoire  {Le  photomètre  astronomique 
et  ses  applications^  Moscou,  1887),  imprimé  en  langue  russe,  a 
apporté  de  notables  améliorations  au  photomètre  de  Zôllner. 

11  résulte  des  discussions  auxquelles  ont  donné  lieu  les  travaux 
de  cet  astronome  que  le  photomètre  ne  donne  pas  plus  de  préci- 
sion que  la  vue  simple  pour  la  comparaison  d'astres  de  grandeurs 
voisines  ;  il  offre  l'avantage  de  permettre  de  comparer  avec  la  même 
exactitude  des  étoiles  de  grandeurs  beaucoup  plus  différentes. 
L'erreur  moyenne  d'une  comparaison  est  voisine  de  o^'^"'**'"'^,  i . 

297.  Photomètre  méridien  d'Harvard  Collège.  —  L'instrument 
est  formé  d'une  double  lunette  horizontale  fixe  dirigée  vers  l'ouest; 
les  deux  objectifs  ont  4^"  d'ouverture  et  80"^"*  de  distance  focale. 
Devant  chaque  objectif  se  trouve  un  prisme  à  réflexion  totale. 

L'un  de  ces  prismes,  placé  au  sud,  peut  tourner  autour  de  l'axe 
de  l'objectif  correspondant  et  envoie  dans  la  lunette  les  images 
des  étoiles  au  moment  où  elles  passent  au  méridien;  un  cercle 
entraîné  dans  la  rotation  a  pour  lectures  les  déclinaisons  de? 
étoiles.  L'autre  prisme  envoie  dans  la  lunette  l'image  de  la  polaire: 
ce  prisme,  en  raison  du  mouvement  de  la  polaire,  peut  être  légè- 
rement déplacé  dans  tous  les  sens  au  moyen  de  manettes.  Un 
prisme  à  double  image  est  placé  près  du  foyer  commun  des  deux 
objectifs;  on  l'oriente  de  telle  façon  que,  après  réfraction,  le 
faisceau  ordinaire  venant  de  la  polaire  coïncide  avec  le  faisceau 
extraordinaire  venu  de  l'autre  étoile. 

Un  nicol  analyseur,  monté  sur  un   cercle  de  position,  sépare 
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ensuite  les  deux  faisceaux  et  permet  de  rendre  les  images  égales. 
Soient  Vq  la  lecture  pour  laquelle  l'image  de  la  polaire  disparaît, 
i^  la  lecture  qui  correspond  à  l'égalité  des  images,  A  l'éclat  de 
l'étoile,  B  l'éclat  de  la  polaire.  A  la  lecture  r,  l'éclat  de  l'image  de 

l'étoile  est 

A  cos*(r  —  cq); 

l'éclat  de  l'image  de  la  polaire  est 

En  égalant  ces  deux  valeurs,  on  obtient 

La  différence  de  grandeur  M  des  deux  étoiles  est 

M  =  .i,5log- 

=  2,5  Jog  tang>(p  —  Vo) 
=  5Iogtang(p  — t'o)- 

298.  Photomètre  de  Pritchard.   —  L'instrument  se  compose 
essentiellement  d'une  lame  de  verre  teinté,  à  teinte  neutre,   en 
forme  de  prisme  triangulaire  droit  dont  la  base  est  un  triangle 
ayant  i6^",  5  et  o*=",  35  de  côtés  ;  le  prisme  a  a*'™,  5  de  hauteur.  Un 
second  prisme  de  mêmes  dimensions,  en  verre  blanc,  est  accolé 
au  premier  par  les  faces  hypoténuses  des  deux  verres  ayant  le 
même  indice;  l'ensemble  ne  produit  aucune  dispersion.  Le  double 
prisme  est  mobile  dans  une  coulisse  qui  s'adapte  devant  l'oculaire 
de  la  lunette  astronomique,  entre  l'oculaire  et  l'œil  de  l'observa- 
teur. La  position  de  l'œil  de  l'observateur  est  déterminée  par  un 
œilleton  placé  en  avant  du  double  prisme  et  centré  sur  l'oculaire. 
La  monture   du  double  prisme  porte,    d'une   part,   une   échelle 
tracée  sur  une  lame  de  laiton  en  biseau  et,  d'autre  part,  une  cré- 
maillère mise  en  mouvement  par  un  pignon  adapté  à  la  partie  fixe 
de  la  monture.  Cette  partie  fixe  porte  aussi  un  index  qui  sert  à  lire 
sur  l'échelle  divisée  la  position  qu'il  faut  donner  au  prisme  pour 
éteindre  Timage  de  Tastre  à  observer.  Les  différences  des  grandeurs 
des  étoiles,  par  rapport  à  une  étoile  choisie  comme  repère,  sont, 
tout   étant  égal  d'ailleurs,  proportionnelles  aux  différences   des 


lectures  entre  le  point  d'extinction  des  étoiles  à  observer  et  le  point 
d'extinction  de  l'étoile  repère. 

Il  est  tout  indiqué  de  prendre  pour  repère  l'éloile  polaire. 

M.  Pritchard  a  trouvé  que  l'erreur  moyenne  d'une  détermination 
isolée  estoS"°**-,3,  de  sorte  qu'en  répétant  la  même  observation  un 
nombre  de  fois  suffisant,  on  peut  obtenir  une  moyenne  exacte  à 
un  dixième  de  grandeur  près. 

299.  Étoiles  variables.  —  Le  i3  août  1096,  David  Fabricius, 
astronome  amateur,  trouva  à  l'angle  de  la  Baleine  une  étoile  qui 
disparut  en  octobre;  celte  étoile  fut,  en  i6o3,  notée  0  par  Bayer  et 
de  quatrième  grandeur;  en  Allemagne,  Holwarda  en  observa  les 
variations  de  i638  à  1639;  Hevelius  la  nomma  Mira  Ceti,  et 
Boulliaud,  en  1667,  lui  fixa  une  période  de  334  jours.  En  1600, 
Janson  nota  une  étoile  variable  dans  le  Cygne  et,  en  1669,  Mon- 
tanari  signala  la  variation  d'Algol  dans  Persée;  en  1782,  avant 
les  travaux  d'Herschel,  on  connaissait  une  demi-douzaine  d'étoiles 
variables. 

Pendantle  séjour  de  J.  Herschel  auCap(àFeldhausen),  t^  Argus, 
vue  par  Halley  en  1677  de  grandeur 4,  par  Lacaille  de  grandeurs, 
en  1827  par  Burchell  de  grandeur  i,  fut  vue  par  Herschel,  le 
26  décembre  1837,  aussi  brillante  que  Rigel  et  le  2  janvier  que 
a  Centaure,  puis  elle  déclina.  En  i843,  Mac  Lear  vit  un  second 
maximum  où  l'éclat  de  cette  étoile  approcha  de  celui  de  Sirius; 
la  variation  offre  probablement  un  cycle  de  soixante-dix  ans. 

Herschel  trouva  a  Centaure  27408  fois  moins  brillant  que  la 
Lune;  Vollaston  trouva  le  Soleil  1801  071  fois  plus  brillant  que 
la  Lune  (Zollner,  618000  fois).  Vollaston  en  conclut  que  Véga 
brille  4o  fois  plus  que  le  Soleil,  a  Centaure  4  fois,  Arcturus 
200  fois. 

Depuis  cette  époque,  l'étude  des  étoiles  variables  a  reçu  un 
développement  considérable;  V  Annuaire  du  Bureau  des  Longi- 
tudes pour  1896  contient  les  positions  de  245  étoiles  variables  dont 
la  période  de  variation  est  connue,  184  dont  la  période  est  irré- 
gulière ou  inconnue,  200  supposées  variables. 

Le  second  Catalogue  de  Chandler,  publié  en  1893  au  n**  300 
de  Gould  AstronomicalJournaly  donne  les  éléments  de  variation 
de  260  étoiles. 
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L'hypothèse  de  Goodrîcke  est  conGrmée  par  l'analyse  spectrale, 
M.  Vogel  ayant  prouvé  que  la  vitesse  radiale  d' Algol  éprouve  des 
variations  dont  la  période  est  la  même  que  celle  de  son  éclat. 

D'autre  part,  M.  Chandier  a  trouvé  que  l'inégalité  dans  la  pé- 
riode d'Algol  est  périodique  et  que  l'époque  du  minimum  peut  être 
représentée  par 

f  =  /ç-H  i'T  -h  1 73"  sin(202%  5  -i-  2%  55t), 

où 

to  =  i888  janvier  3  à  7'*3o"5o"  (temps  moyen  de  Paris), 

T  =  2^2o''48"'55',4-25, 

T  désignant  l'intervalle  t  —  ^o  exprimé  en  années.  M.  Tisserand  a 
montré  récemment  que  celte  inégalité  peut  s'expliquer  par  l'action 
mutuelle  de  Tétoile  principale  et  de  son  satellite  obscur  en  sup- 
posant que  l'étoile  principale  ait  un  aplatissement  égal  à  ^  et 
l'orbite  du  satellite  une  excentricité  égale  à  o,i3si. 

M.  Tisserand  pense  que  des  inégalités  périodiques  analogues 
obtenues  par  M.  Chandier  pour  'j  Ophiuchus  et  u  Céphée  s'expli- 
(jueraient  de  la  même  manière. 

Il  y  a  lieu  de  citer  encore  la  conclusion  à  laquelle  arrive  M.  Du- 
nér  pour  y  Cygne,  dont  il  représente  bien  les  minima  alternatifs 
par  deux  formules  distinctes 

h      m      0         J        h      m      s 

Minima  pairs,  i886  décembre    gàii.SS.  5 -h  2. 23. 54-52, Spe 
»        imp.  »  10  à  21.46.  i5  +  2.23.54.33,93* 

D'après  M.  Dunér,  l'orbite  du  satellite  est  elliptique  et  la  ligne 
des  absides  ne  coïncide  pas  avec  le  rayon  visuel  ;  l'étoile  et  le  satel- 
telHte  ont  même  grandeur  et  même  éclat;  l'intervalle  entre  deux 
minima  successifs  pendant  lesquels  a  lieu  le  passage  au  périastre 
est  plus  court  que  Tintervalle  suivant  pendant  lequel  a  lieu  le  pas- 
sage à  l'apoastre. 

Plus  une  variable  est  rouge,  plus  la  période  est  longue;  il  parait 
y  avoir  des  différences  bien  tranchées  entre  les  variables  à  période 
moindre  que  vingt  jours  et  les  variables  à  période  longue. 

300.  Spectroscopie.  —  Nous  avons  indiqué,  au  n*»  72,  les  di- 
verses sortes  de  spectres  que  donnent  les  étoiles,  les  nébuleuses, 
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les  noyaux  des  comètes,  les  queues  des  comètes,  les  planètes,  etc. 
L'étude  de  ces  spectres  a  fourni  des  renseignements  sur  la  nature 
des  substances  qui  entrent  dans  la  constitution  des  corps  célestes. 
Une  étude  un  peu  approfondie  de  la  question  sortirait  entière- 
ment du  cadre  de  cet  Ouvrage;  mais  il  est  nécessaire  de  rappeler 
les  principes  fondamentaux.  L'emploi  du  spectroscope,  comme 
moyen  d'investigation,  a  fait  connaître  la  nature  de  la  matière  des 
astres  et  a  donné  un  moyen  inattendu  de  déterminer  les  mouve- 
ments célestes  dans  un  cas  où  les  méthodes  géométriques  de 
l'Astronomie  sont  entièrement  inapplicables. 

C'est  Vollaston  qui,  le  premier,  reconnut  des  raies  sombres 
dans  le  spectre  solaire.  Les  physiciens  ne  prirent  pas  garde  à 
cetre  découverte  et  Frauenhofer  ne  la  connaissait  sans  doute  pas, 
quand  il  créa  le  spectroscope  en  visant,  au  moyen  d'une  lunette, 
à  travers  un  prisme,  l'image  virtuelle  d'une  fente  éclairée  parle 
Soleil.  Il  reconnut  plus  de  600  raies  distinctes,  mesura  la  position 
de  Sao  d'entre  elles  et  désigna  les  principales  par  les  lettres  A, 
B, . . .,  H.  Depuis,  le  nombre  des  raies  mesurées  a  augmenté  avec 
la  puissance  dispersive  des  appareils  employés;  le  spectre  a  été 
étendu,  en  deçà  du  rouge,  par  des  mesures  calorimétriques  et 
par  le  bolomètre,  au  delà  du  violet  par  la  photographie.  Stokes 
ayant  montré  que  les  rayons  très  réfrangibles  sont  rapidement 
absorbés  par  la  plupart  des  milieux  transparents,  mais  traversent 
aisément  le  quartz,  le  spath  d'Islande,  le  spalh  fluor,  l'étude  de 
la  région  ultra-violelte  a  été  faite  par  M.  Mascart,  puis  par 
M.  Cornu  au  moyen  d'un  spectroscope  formé  d'un  prisme  de 
spath  et  de  lentilles  de  quartz. 

Une  flamme  ordinaire  donne  un  spectre  continu  dans  lequel 
on  voit  une  raie  jaune  beaucoup  plus  brillante  que  le  fond  général, 
à  la  place  oq  se  trouve  la  raie  D  du  spectre  solaire.  En  réalité,  un 
gaz  incandescent  donne  un  spectre  formé  de  lignes  brillantes;  le 
spectre  continu  des  flammes  brillantes  est  dû  aux  substances  so- 
lides en  suspension;  la  raie  jaune  brillante  au  sodium  qui  se 
trouve  partout.  Quant  au  spectre  solaire,  nous  dirons  qu'il  est 
continu,  mais  sillonné  de  lignes  sombres  dont  nous  indiquerons 
bientôt  l'origine. 

C'est  en  iSSg  que  l'analyse  spectrale  fut  vraiment  fondée  par 
Kirchofi^et  Bunsen.  Elle  repose  sur  les  principes  suivants  : 
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A  Vétat  dHncandescence^  les  corps  solides  ou  liquides 
émettent  une  lumière  dont  le  spectre  est  continu;  les  gaz  et 
les  vapeurs  émettent  une  lumière  dont  le  spectre  est  formé  de 
lignes  brillantes  séparées;  les  longueurs  d^onde  de  ces  lignes 
brillantes  sont  caractéristiques  des  diverses  substances  chi- 
miques* 

Il  résulte  de  ces  lois  qu'uû  spectre  formé  de  lignes  brillantes 
provient  de  gaz  ou  de  vapeurs  à  Tétat  d'incandescence  ;  qu'un 
spectre  continu  (nous  faisons  abstraction,  pour  un  instant,  des 
raies  sombres),  provient  de  particules  solides  ou  liquides  :  en  par- 
ticulier, les  spectres  du  Soleil  étant  continus  (toujours  abstraction 
faite  des  raies  sombres),  cet  astre,  s'il  n'esl  pas  à  l'état  liquide,  est 
formé  de  vapeurs  contenant  des  particules  solides  ou  liquides  en 
suspension. 

Les  raies  sombres  sont  le  résultat  de  l'absorption  de  certains 
rayons  solaires  par  des  gaz  refroidis,  absorption  régie  par  les  lois 
suivantes  : 

Tous  les  gaz  non  incandescents  absorbent  les  rayons  qu^ ils 
peus^ent  émettre  en  de^^enant  incandescents.  Pour  toute  vibra- 
tion [définie  par  sa  longueur  d^onde)  le  pouvoir  émissif  d'un 
corps  est  égal  au  pouvoir  absorbant. 

Les  raies  obscures  du  spectre  solaire  occupent,  dans  le  spectre» 
la  même  position  que  les  raies  brillantes  de  certaines  vapeurs 
métalliques  ou  de  certains  gaz  incandescents  parmi  lesquels  on 
doit  citer  d'abord  le  fer  dont  le  spectre  comprend  un  grand  nombre 
de  raies,  l'hydrogène,  le  sodium,  le  calcium,  etc.  La  constatation 
de  ce  fait  démontre  l'existence,  au-dessus  de  la  masse  incandes- 
cente du  Soleil,  d'une  atmosphère  relativement  obscure  qui  ab- 
sorbe les  rayons  dont  l'indice  correspond  aux  raies  du  spectre. 

Cependant,  Brewster  reconnut,  en  i833,  que  plusieurs  groupes 
de  raies  sombres,  à  peine  visibles  quand  le  Soleil  est  près  du 
zénith,  augmentent  d'intensité  près  de  l'horizon,  M.  Janssen  a 
montré  que  ces  raies  sont  dues  à  l'absorption  des  rayons  corres- 
pondants par  l'atmosphère,  principalement  par  la  vapeur  d'eau 
qui  s'y  trouve,  elles  a  nommées  raies  telluriques.  Il  a  constaté, 
entre  autres  résultats,  que  les  raies  dues  à  la  vapeur  d'eau  di- 
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miauenl  d'intensité  à  mesure  que  l'on  s'élève  dans  l'atmosphère, 
et  pensent  que  les  raies  de  l'oxygène  n'ont  leur  origine  que  dans 
l'absorption  par  l'atmosphère  terrestre. 

Un  des  progrès  les  plus  notables  dans  l'application  de  la 
spectroscopie  à  l'étude  des  astres  fut  réalisé  en  1868,  pendant 
l'observation  d'une  éclipse  de  Soleil.  On  étudia  les  protubérances 
rouges  que  l'on  voit  pendant  les  éclipses  et  qui  peuvent  s'étendre 
à  une  distance  du  Soleil  égale  au  tiers  du  rajon.  On  reconnut, 
dans  leurs  spectres,  plusieurs  raies  brillantes,  notamment  les 
raies  G  et  F  de  l'hydrogène  et  une  raie  voisine  de  la  raie  D. 

Au  même  moment,  M.  Janssen  eut  l'idée  que  ces  protubérances 
pouvaient  être  observées  en  dehors  des  éclipses.  Il  les  retrouva  le 
lendemain  en  faisant  tomber  l'image  du  Soleil  sur  la  fente  d'un 
spectroscope  placée  perpendiculairement  au  bord  du  disque,  de 
façon  à  éliminer  l'image  directe  de  ce  disque.  Les  raies  des  protu- 
bérances apparurent  brillantes  sur  le  spectre  plus  pâle  que  donne  la 
lumière  diffusée  par  les  régions  du  ciel  voisines  du  Soleil.  L'éclat 
de  ce  dernier  spectre  esty  en  effet,  d'autant  plus  faible  que  la 
dispersion  est  plus  forte,  et  il  n'en  est  pas  de  même  de  l'éclat  des 
raies  brillantes  homogènes  provenant  des  protubérances.  Ces  raies 
paraissent  donc  brillantes  sur  champ  pâle  comme  les  images  des 
étoiles  dans  les  lunettes  ordinaires. 

La  hauteur  des  raies  brillantes  observées  indique  la  hauteur  de 
la  protubérance  au  point  où  l'on  se  trouve;  en  déplaçant  ce  point 
de  proche  en  proche,  on  peut  dessiner  la  protubérance.  On  peut 
même  l'apercevoir  dans  son  ensemble,  si  la  dispersion  est  suffi- 
sante, en  élargissant  la  fente. 

L'étude  du  Soleil  a  montré  que  l'atmosphère  relativement  re- 
froidie qui  entoure  le  Soleil  est  limitée  extérieurement  par  une 
couche  mince  incandescente,  la  chromosphère,  formée  des  vapeurs 
des  éléments  (hydrogène,  sodium,  calcium,  etc.)  les  plus  volatils. 
La  chromosphère  a  été  signalée  dès  1868  comme  étant  la  base  des 
protubérances,  par  Lockyer  qui  trouva,  en  même  temps  que 
Janssen,  le  moyen  de  voir  les  protubérances  en  dehors  des  éclipses. 
La  raie  voisine  de  D,  reconnue  depuis  longtemps  dans  la  chro- 
mosphère, a  été,  dès  l'origine,  attribuée  à  un  métal  inconnu, 
V hélium,  qui  a  été  découvert  dans  un  minéral  rare,  la  clévéite, 
par  Lord  Bamsay  au  commencement  de  1896. 

B.  -  IL  32 
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Au  delà  de  la  chromo  sphère  s'étend  une  lueur  étendue,  la  cou- 
ronne, visible  dans  les  éclipses  totales  et  caractérisée  par  une  raie 
verte,  de  longueur  d'onde  53i,i6,  la  raie  i474  de  Kirchhoff.  C'est 
la  seule  raie  solaire  qui  ne  se  retrouve  dans  les  spectres  d'aucune 
substance  chimique  terrestre. 

Pour  l'observation  des  spectres  d'étoiles,  on  place,  devant 
l'objectif  du  spectroscope  ou  à  l'oculaire,  suivant  la  nature  et  la 
forme  de  spectroscope  employé,  une  lentille  cylindrique  de  long 
foyer  qui  transforme  chaque  point  du  spectre  en  une  ligne  focale. 

Toutes  les  étoiles  renferment  de  l'hydrogène  dont  les  raies  ap- 
paraissent toujours  sombres  sur  fond  brillant,  sauf  dansyCassiopée 
et  P  Lyre;  leurs  spectres  ont  été,  dès  1867,  classés  par  Secchi,  en 
trois  classes  : 

Classe  I.  —  Étoiles  blanches  ou  bleues,  où  les  raies  de  l'hy- 
drogène sont  très  marquées,  les  raies  métalliques  très  difficiles  à 
voir;  le  bleu  et  le  violet  sont  les  parties  les  plus  éclatantes  du 
spectre. 

Classe  If,  —  Étoiles  jaunes,  raies  métalliques  très  apparentes, 
la  partie  violette  du  spectre  très  pâle,  spectres  tout  à  fait  analogues 
à  celui  du  Soleil. 

Classe  IIL  —  Étoiles  rouges,  le  spectre  offre,  outre  les  raies 
métalliques,  dé  nombreuses  bandes  obscures  dans  toute  son 
étendue. 

Nous  avons  dit  au  Tome  I  de  cet  Ouvrage  que  les  nébuleuses 
donnent  des  spectres  formés  de  raies  brillantes.  La  détermination 
de  la  nature  de  ces  spectres  donne  donc  le  moyen  de  distinguer 
nettement  les  nébuleuses  résolubles,  ou  amas  stellaires,  dont  les 
spectres  sont  continus  et  les  nébuleuses  proprement  dites,  ou  né- 
buleuses non  résolubles.  Un  des  faits  les  plus  importants  pour  la 
connaissance  de  la  constitution  de  l'univers  a  été  constaté  dans 
ces  dernières  années.  Une  étoile  nouvelle  de  grandeur  4»5 
(a=5*"25"3»,3,  0=  3o^2i'5o",5)  était  vue  le  1"  février  1892 
dans  la  constellation  du  Cocher;  son  éclat  décroissait  rapidement; 
à  la  fin  d'avril  elle  n'était  plus  que  de  16*  grandeur;  le  9  août 
elle   se    retrouvait  de   grandeur  9,6  avec  l'aspect  d'une   nébu- 
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et  finalement  au  violet,  ....  Si  la  vitesse  d'une  étoile  vient  à 
changer,  sa  couleur  aussi  bien  que  son  intensité  subissent  une 
variation  et  il  peut  toujours  arriver  qu\ine  étoile,  dans  la  suite 
des  temps,  nous  paraisse  parcourir  les  couleurs  du  spectre.  » 

Ces  conclusions  ne  seraient  exactes  que  si  l'astre  n'émettait  que 
des  rayons  d'une  seule  couleur  et  si  la  vitesse  de  l'astre  était 
comparable  à  celle  de  la  lumière.  Cette  dernière  condition  n'est 
pas  plus  réalisée  que  la  première.  Le  mouvement  relatif  de  Tastre 
produit,  pour  chaque  rayon,  une  variation  de  la  longueur  d'onde 
et,  par  suite,  de  l'indice,  mais  ne  change  pas  l'ensemble  des  ra- 
diations. Si  la  source  lumineuse  avait  une  vitesse  assez  grande 
pour  que  les  rayons  rouges  devinssent  orangés,  des  rayons  obscurs 
voisins  du  rouge  deviendraient  rouges  et  ainsi  de  suite,  et  l'en- 
semble du  spectre,  en  apparence,  ne  serait  pas  modifié. 

C'est  en  1848  que  M.  Fizeau,  dans  un  Mémoire  imprimé  en 
1870,  dans  les  Annales  de  Chimie  et  de  Physique,  rétablit  les 
vrais  principes  et  annonça  que  l'effet  du  mouvement  relatif  de 
l'observateur  et  de  la  source  lumineuse  devait  se  traduire  par 
un  déplacement  des  raies  correspondant  au  changement  de  la 
longueur  d'onde. 

M.  Fizeau  trouve  que,  si  la  vitesse  relative  de  la  source  et  de 
l'observateur  était  égale  à  la  vitesse  orbitale  de  la  Terre,  le  déplace- 
ment de  la  raiaD,  dans  un  spectre  fourni  par  un  prisme  de  flinl 
ayant  un  angle  de  60",  dépasserait  deux  secondes. 

Les  principes  énoncés  par  Doppler  et  Fizeau  fournissent  une 
méthode  pour  la  mesure  de  la  vitesse  des  corps  célestes  suivant 
la  ligne  de  vue.  Il  convient  de  les  énoncer  ainsi  : 

La  réfrangibilité  d^une  onde  lumineuse  ne  dépend,  toutes 
choses  égales  d^ ailleurs,  que  de  la  période  apparente  de  son 
mouvement  vibratoire. 

Après  la  découverte,  par  Kirchhoff,  de  l'analyse  spectrale,  deux 
physiciens  anglais,  MM.  Huggins  et  Miller,  adaptèrent  un  spectro- 
scope  à  une  lunette  astronomique,  analysèrent  la  lumière  de  la 
Lune,  des  planètes,  des  diverses  étoiles,  des  nébuleuses,  en  rele- 
vèrent les  raies  et  constatèrent  leur  identité  avec  celles  de  sources 
artificielles.  En  1868,  Huggins,  avec  un  spectroscope  suffisam- 
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ment  dispersif ,  parvint  à  constater  certains  écarts  entre  la  position 
de  ces  raies  et  la  position  des  raies  des  sources  employées.  Max- 
well retrouva  la  théorie  de  Fizeau;  Huggins  en  fit  l'application  au 
mouvement  de  Sirius,  mesura,  dans  son  spectre,  le  déplacement 
de  la  raie  F  de  Thydrogène  et  démontra  que  cette  étoile  s'éloigne 
de  la  Terre  de  47^™  P^r  seconde. 

Depuis  cette  époque,  des  vérifications  nombreuses  ont  été 
faites,  pour  l'exposé  desquelles  nous  renverrons  le  lecteur  à  la 
remarquable  Notice  publiée  par  M.  Cornu  dans  V Annuaire  du 
Bureau  des  Longitudes,  pour  1891,  nous  bornant  à  citer  les 
résultats  les  plus  saillants. 

En  1880,  à  l'observatoire  de  Nice,  Thollon  a  mis  en  évidence 
la  rotation  du  Soleil  par  la  comparaison  de  quatre  raies  situées 
dans  l'orangé.  Deux  de  ces  raies,  a  et  rf,  sont  telluriques  ;  les  deux 
autres,  b  et  c,  appartiennent  au  fer.  Les  longueurs  d'onde,  expri- 
mées en  dix-millièmes  de  micron  ou  en  dix-millionièmes  de  milli- 
mètre, sont  pour  les  quatre  raies  : 

a  =  6976,35, 
b  =  5976,1, 
c  =  5974,6, 
rf  =  5974,36. 

Les  intervalles  a  —  b,c  —  d  paraissent  très  sensiblement  égaux, 
quand  le  spectroscope  est,  le  matin  ou  le  soir,  dirigé  vers  le  centre 
du  Soleil.  Si  l'on  dirige  le  spectroscope  vers  un  bord  de  Téquateur 
solaire,  le  rapport  de  ces  intervalles  devient  égal  au  rapport  de  3  à  2 . 

L'application  de  la  méthode  a  révélé  que  certaines  étoiles  va- 
riables sont  assurément  doubles,  la  variabilité  étant  due  à  la  varia- 
tion des  positions  relatives  des  deux  composantes  qui  peuvent, 
comme  dans  le  cas  d'Algol,  être  l'une  brillante,  l'autre  obscure, 
ou  comme  dans  le  cas  de  Ç  Ophiuchus  et  celui  de  P  Cocher,  être 
toutes  deux  brillantes. 

M.  Vogel  a  constaté  que  la  vitesse  d'Algol,  dans  la  direction  de 
la  ligne  de  vue,  change  de  sens  au  minimum  d'éclat;  les  mesures 
faites  donnent  pour  la  vitesse  dans  l'orbite  ^2^"^  et,  la  durée  de 
révolution  étant  2^20^^g,  il  s'ensuit  qu' Algol  décrit  approxima- 
tivement un  cercle  de  i  700000*^"^  de  rayon. 

Dans   le  spectre  de  ^  Grande  Ourse  la  raie  K,  ordinairement 


simple,  se  dédouble  tous  les  52  jours;  dans  celui  de  ^  Cocher  la 
même  raie  est  presque  toujours  dédoublée  et  l'élude  de  la  varia- 
tion des  distances  donne  une  période  de  quatre  jours. 

Le  spectre  de  la  remarquable  étoile  variable  jî  Lyre  offre  des 
raies  sombres  fixes  et  des  raies  brillantes  dont  Téclat  et  la  position 
varient  sensiblement  en  même  temps  que  la  grandeur  de  l'étoile. 
Ces  circonstances,  rapprochées  de  la  loi  complexe  de  la  variation 
de  grandeur,  montrent  clairement  que  cet  astre  est  un  système 
complexe  offrant  un  mouvement  orbital. 

Les  résultats  de  cette  nature  peuvent  jeter  une  vive  lumière  sur 
les  mouvements  des  étoiles;  la  méthode  Doppler-Fizeau  a  donc 
ouvert  à  Tétude  des  mouvements  célestes  une  voie  des  plus  fé- 
condes et  entièrement  nouvelle.  Il  ne  faut  pas  oublier,  dans  son 
application,  qu'elle  donne  le  mouvement  relatif  de  Tastre  par  rap- 
port à  l'observateur  et  que,  pour  obtenir  le  mouvement  de  l'astre 
dans  l'espace,  il  faut  tenir  compte  du  mouvement  de  la  Terre  au- 
tour du  Soleil  et  du  mouvement  du  Soleil  dans  l'espace. 

Récemment,    la  méthode    a  été    appliquée    aux    nébuleuses. 

Fig.  72. 


M.  Keeler,   à  l'observatoire  Lick,  a  mesuré  les  vitesses  radiales 
de  i4  d'entre  elles. 

Soient,  pour  une  de  ces  nébuleuses,  -7-  la  vitesse  radiale  me- 
surée (c'est  la  vitesse  suivant  la  droite  qui  joint  l'astre  N  au  so- 
leil S)  {fig-  72);  J^  l'angle  que  fait  la  direction  SN  de  la  nébu- 
leuse avec  la  vitesse  V  du  Soleil  dans  l'espace;  a,  0  l'ascension 
droite  et  la  déclinaif^on  connues  de  V;  a',  S'  celles  de  la  direction 
SiNj  X^  Tangle  que  faîtlw  vitesse  V  de  la  iK^buieu^e  avec  SN.  Osa 

4î 


V  cosï  —  V'ctjs  J\ 
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cosÇ  —  sino  sinS'-f-  cos8  coso'cos{a'—  a). 

D'après  L.  Struve,  on  a  sensiblement 

a  =  266%7,         o  =  H-3i%o. 

Les  coordonnées  a',  8'  de  chaque  nébuleuse  sont  suppos 

nues;    M.  Keeler  a  mesuré  -j-;  V,  d'après  diverses  recl 

paraît  comprise  entre  lo*^"  et  3o'"".  Pour  des  valeurs  de 
prises  entre  ces  limites,  on  trouve,  pour  les  vitesses  V'c 
nébuleuses  suivant  la  ligne  de  vue,  des  valeurs  qui  pei 
teindre  72'"".  Les  valeurs  de  Ç'  sont  inconnues  ;  néanmoins, 
admettre  que  V  est  du  même  ordre  que  ses  composantes 
lielles  à  la  sphère  céleste.  Si  l'on  suppose  que  l'une  de  c 
posantes  soit  égale  à  3o''"*,  c'est-à-dire  à  la  vitesse  de  1 
dans  son  orbite  autour  du  Soleil,  le  déplacement  annu 
nébuleuse  sur  la  sphère  sera  vu  sous  un  angle  égal  au 
de  la  circonférence  de  l'orbite  terrestre  par  la  distance 
nébuleuse  au  Soleil,  ou  à  217/7,  p  désignant  la  paralla: 
nébuleuse. 

Il  suit  delà  que  si  la  parallaxe  était  o",oi,le  mouvemen 
en  un  siècle  serait  6".  La  mesure  des  vitesses  radiales,  c 
avec  celle  des  mouvements  propres,  doit  donc  conduire  ; 
naissance  des  parallaxes  des  nébuleuses,  et  ce  ne  sera  pas 
cation  la  moins  importante  de  la  Spectroscopie  stellaire. 

302.   Photographie  céleste.  Premiers  essais.   —   Les   | 
résultais  de  photographie  céleste  ont  été  des  daguerréotyj 
Lune  (de  25"*™)  obtenus,  en   i84o,   par  W.   Draper,  p 
minutes  de  pose   au  foyer  d'un   télescope   de  Newton 
d'ouverture.  Bond,  en   i85o,  à  l'équatorial  de  SS*"™  de 
Collège,  obtint  des  daguerréotypes  plus  parfaits. 

En  i85i,  Legay  imagina  de  supporter  la  couche  ser 
chlorure  d'argent  par  une  couche  mince  de  collodion  a 
sur  une  lame  de  verre;  à  partir  de  cette  date,  grâce  à  la 
lité  du  nouveau  procédé,  les  essais  de  photographie  astro 
se  multiplièrent  j   notamment  de   remarquables   épreuv 
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Lune  furent  obtenues,  de  i8j2  à  i858,  avec  des  télescopes  à  mi- 
roir par  Warren  de  la  Rue,  en  Angleterre;  Rutherfurd,  en  i8j8, 
en  Amérique,  employa  d'abord  une  lunette  équatoriale,  dans  la- 
quelle le  foyer  des  rayons  chimiques  différait  de  18™"  du  foyer  des 
rayons  lumineux,  puis  un  objectif  composé  d'un  crown  combiné 
avec  un  flint  d'une  distance  focale  moindre  d'un  dixième  que 
celle  qui  produirait  l'achromalisme  optique.  Rutherfurd  montra 
d'ailleurs  que  Ton  peut  achromatiser,  pour  les  rayons  chimiques, 
un  objectif  ordinaire  en  plaçant  en  avant  de  la  lentille  biconvexe 
un  ménisque  de  llint  concave-convexe.  M.  Cornu  a  indiqué,  plus 
tard,  que  l'on  peut  y  parvenir  en  écartant  un  peu  les  deux  len- 
tilles ;  seulement  ces  procédés  modifient  les  aberrations.de  sphé- 
ricité et  les  images  deviennent  moins  bonnes. 

C'est  à  l'éclipsé  du  28  juillet  i85i,  que  fut,  par  une  pose  de 
quatre-vingt-quatre  secondes  à  Rischoft,  obtenue,  par  le  D*"  Busch 
de  Kcinigsberg  et  Berkowski,  sur  un  daguerréotype,  la  première 
épreuve  de  la  couronne  solaire  entourant  le  disque  de  la  Lune 
pendant  la  totalité;  celte  épreuve  montre  les  principales  protubé- 
rances. Des  épreuves,  au  collodion,  lors  de  l'éclipsé  du  18  juillet 
1860,  démontrèrent  que  les  protubérances,  mobiles  par  rapport 
au  disque  lunaire,  appartiennent  bien  au  Soleil.  D'autres  épreuves 
plus  petites,  mais  d'une  finesse  extraordinaire,  ont  été  obtenues 
le  12  décembre  1871,  au  moyen  d'objectifs  à  portraits  dans  les- 
quels la  distance  focale  n'est  que  sept  ou  huit  fois  l'ouverture. 

L'image  même  du  Soleil  est  particulièrement  difficile  à  obtenir. 
Un  daguerréotype  de  i845,  par  Fizeau  et  Foucault,  montre  que 
la  lumière  décroît  du  centre  à  la  circonférence;  on  y  voit  des 
groupes  de  taches  avec  pénombre,  mais  pas  de  facules.  A  l'obser- 
vatoire de  Kew,  M.  Warren  de  la  Rue  installa  un  photohélio- 
graphe  formé  d'un  objectif  de  87*""^  diaphragmé  à  oo"'",  et  1^,27 
de  dislance  focale,  011  l'image  du  Soleil  est  agrandie  à  10*^"  de  dia- 
mètre. Le  diaphragme  métallique  placé  au  foyer  principal  de 
l'objectif  est  percé  d'une  fente  rectangulaire  étroite,  de  largeur 
variable  et  mue  par  un  ressort.  L'instrument  est  monté  équatoria- 
lement  et  pourvu  d'un  mouvement  d'horlogerie.  Winlock,  à  Har- 
ward  Collège,  installa  horizontalement  un  objectif  de  lo*'"*  d'ou- 
verture et  10"'  de  foyer,  sur  lequel  l'image  du  Soleil  est  renvoyée 
par  un  miroir  plan  mobile  comme  celui  d'un  héliostat;  il  n'y  a 
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303.  Équatorial  photographique  de  la  Carte  du  Ciel.  —  L'in- 
strument se  compose  de  deux  lunettes  de  distances  focales  à  peu 
près  égales,  montées  dans  un  même  tube  rectangulaire.  L'objectif 
de  r  une,  de  33*=™  d'ouverture  et  3™,  43  de  distance  focale,  est  achro- 
matisé  pour  les  rajons  chimiques;  l'ouverture  de  l'autre  est  de 
19*^™.  Les  deux  lunettes,  montées  dans  le  même  tube  en  tôle  d'acier, 
sont  séparées  par  une  mince  cloison  métallique.  La  lunette  ordi- 
naire est  pourvue  d'un  micromètre  à  deux  vis  rectangulaires^ 
l'autre  porte  un  châssis  métallique  propre  à  renfermer  une  plaque 
photographique,  dont  la  couche  sensible  est  exactement  au  foyer 
chimique. 

La  double  lunette  est  supportée  par  une  monture  équatoriale 
de  forme  anglaise,  permettant  d'observer  avant  et  après  le  méri- 
dien, sans  être  obligé  de  passer  de  la  position  directe  à  la  position 
inverse.  Le  double  tube  rectangulaire  porte  l'axe  de  déclinaison, 
formé  de  deux  tourillons  séparés,  ajustés  vers  la  région  centrale 
du  tube  dans  le  prolongement  l'un  de  l'autre.  Ces  tourillons  pé- 
nètrent dans  des  coussinets  cylindriques  portés  par  les  côtés 
longs  d'un  long  cadre  rectangulaire  très  robuste,  dont  les  deux 
autres  côtés  portent  deux  tourillons  formant  l'axe  horaire. 

Ces  tourillons  tournent  sur  de  doubles  galets  supportés  par  des 
piliers.  Le  tourillon  inférieur  se  termine  en  goutte  de  suif  ap- 
puyant sur  une  pièce  métallique  invariablement  fixée  au  pilier. 

Une  telle  lunette  permet  d'obtenir  des  clichés  de  deux  degrés 
de  côté,  sur  lesquels  des  mesures  sont  possibles  avec  une  précision 
qui  dépasse  la  précision  des  pointés  faits  au  micromètre  d'un 
équatorial  ordinaire.  Pour  s'assurer  contre  les  déformations  que 
pourrait  subir,  avec  le  temps,  la  couche  de  gélatine,  on  photo- 
graphie préalablement,  sur  la  plaque,  un  réseau  de  traits  rectan- 
gulaires tracés  avec  le  plus  grand  soin  sur  une  glace  argentée.  Si 
Ton  a  étudié  les  distances  des  traits  de  cette  glace,  on  conçoit  que 
la  comparaison  des  positions  des  étoiles  se  ramènera  à  la  mesure 
des  distances  des  images  de  chacune  d'elles  aux  quatre  traits  du 
carré  dans  lequel  elle  se  trouve. 

L'obtention  même  des  clichés  est  des  plus  simples,  une  fois  le 
foyer  photographique  déterminé.  L'équatorial  photographique  est 
pourvu  d'un  mouvement  d'horlogerie  qui  entraîne  l'instrument 
avec  la  vitesse  du  mouvement  diurne.  L'astronome,  l'œil  à  la  lu- 
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nette  de  24'™,  corrige,  au  moyen  de  deux  vis  de  rappel,  e 
tenant  rigoureusement  une  croisée  de  fils  sur  une  ét( 
irrégularités  de  ce  mouvement  et  les  déplacements  qui  r 
de  la  réfraction.  En  ce  qui  concerne  ces  déplacements,  il 
d'observer  que,  par  de  très  longues  poses,  les  distances  m 
des  images  des  étoiles  se  modifient  avec  le  temps  de  quant 
pour  de  grands  champs,  ne  sont  pas  entièrement  insensik 

Les  clichés  sont  mesurés  au  moyen  d'un  micromètre 
auquel  MM.  Henry  ont  donné  le  nom  de  macromicromè 
deux  glissières  horizontales  parallèles  se  meut  un  chario 
traîné  par  une  vis  micrométrique  \ ^  de  grandes  dimens 
chariot,  incliné  à  45^  pour  la  commodité  de  Tobservateii 
deux  glissières  parallèles  situées  dans  des  plans  verticau?i 
quelles  se  meut,  au  moyen  d'une  seconde  vis  Va,  un 
chariot  C2,  sur  lequel  on  adapte  le  cliché  à  mesurer.  Lu 
sur  laquelle  se  place  le  cliché  peut  tourner  dans  son  propi 
elle  porte  un  cercle  divisé,  dont  la  lecture  à  un  index  fix<! 
d'orienter  la  plaque  à  volonté.  Ce  mouvement  d'orient; 
fait  soit  rapidement  à  la  main,  soit  lentement  au  moye 
pince  et  d'une  vis  de  rappel. 

Un  microscope  fixe  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au  c 
qui  est   pourvu   d'un   micromètre  M  à  deux  vis  rectan 
permet  d'observer  traits  et  images  d'étoiles,  et  de  mes 
distances  de  chaque  étoile  aux  côtés  du  carré  dans  lequ<! 
trouve.  A  cet  eflet,  on  oriente  le  cliché  de  telle  façon  qur 
mouvement  de  la  vis  V^ ,  le  trait  central  T|  d'une  des  sér 
constamment  par  la  croisée  des  fils  du  micromètre  M;  et  li 
mètre  M  de  façon  que  les  fils  que  porte  l'une  des  vis  sci 
rallèles  à  ce  trait  T< .  Pratiquement  la  construction  est  asse: . 
pour  que  l'angle  des  deux  glissières  diflère  de  90^  de  moii 
minute  d*arc.  Dans  ces  conditions,  il  est  aisé  de  voir  qui 
imagine  sur  le  cliché  deux  axes  rectangulaires  OX,  C 
l'un  coïncide  avec  le  trait  T<,  les  deux  grandes  vis  dt 
micromètre  permettront  de   mesurer,  avec  une  préclsi'  • 
santé,  les  projections  sur  ces  deux  axes  de  la  distance   t 
points  quelconques  pris  dans  toute  l'étendue  du  cliché. 
ëiori,  les  vis  du  micromètre  M  permettent  de  mesurer 
•ances  comptées  parallèlement  à  OX  et  OY  de  chaque  é 


côlés  du  carré  correspond  an  i.  Sur  les  clichés ,  une  distance  d'un 
millimètre  correspond  dans  le  Ciel  à  un  écart  d'une  niioulc  d'arc; 
on  mesure  aisément  le  millième  de  millimètre,  ou  ledemi^dixième 
de  seconde  d'arc*  Nous  n'entrerons  pas  dans  le  détail  des  calcul* 
de  réduction;  il  noussuflfira  de  dire  que  Ton  utilise,  pour  la  déter- 
mination des  cens  Lan  tes  iustr  uni  en  Laies,  tontes  les  étoiles  de  posi- 
lioDS  bien  connues  qui  se  trouvent  sur  le  cliché  lui-même. 

30 i.  Autres  combînaisona  optiques.  —  Les  proportions  instru- 
mentale-^ adojïtées  par  MM,  Henry  et,  après  eux,  par  le  Congrès 
asLro-photographique,  permetlcnt  d'obtenir  d'excellents  clichés^ 
sur  lesquels  peuvent  être  effectuées  des  mesures  de  haute  pré- 
cision* Des  poses  d^nne  heure  donnent  les  étoiles  jusqu'à  la  qua- 
torzième grandeur  inclusivement;  des  poses  de  vingt  secondes 
donnent  les  neuvièmes.  MM.  Henry  distinguent  les  véritables 
Imag'es  d étoiles  dos  points  noirs  qui  tiennent  à  des  défauts  de  la 
plaque,  en  remplaçant  la  pose  d'une  heure  par  trois  poses  succes- 
sives de  vingt  minute:^,  Kn  passant  de  Tune  à  Tautre,  ils  donnent 
à  la  lunette  un  dëplaccmcni  de  quatre  à  cinq  secondes  d'arc,  de 
telle  façon  que  les  trois  images  d'une  même  étoile  forment  un 
triangle  équilatéral.  Dans  les  reproductions,  les  poses  d^ine  heure 
donnent  des  images  un  peu  plus  visibles  que  les  poses  de  trois  fois 
vingt  minutes.  La  Conférence  de  1896  du  Comité  permanent  du 
Congrus  de  la  (^arte  photographique  du  Ciel  a-^  pour  ce  motif, 
adopté,  pour  une  des  séries  de  clichés,  trois  poses  de  trente 
minutes. 

Pour  les  travauTC  qui  ne  nécessitent  pas  de  mesures  précises,  it 
est  avantageux  d'employer  des  objectifs  à  très  courts  foyers.  Ou 
a  pu  obtenir  des  objectifs  de  16'''"  d'ouverture  et  de  80^"*  de  dis- 
tance focale,  donnant  de  bonnes  épreuves  de  9°  à  lo""  de  côté.  La 
puissance  déconcentration  de  la  himièred'un  astre  sans  diamètre 
apparent  au  foyer  d'un  objectif  est  proportionnelle  à  l'aire  de 
l'objectif,  c'est-à-dire  au  carré  de  son  diamètre^  et  indépendante 
de  la  distance  focale;  de  sorte  que  Ton  peut  obtenir^  avec  le* 
objectifs  à  courts  foyers,  par  des  poses  dont  la  durée  n^a  rien 
d'excessif,  des  images  très  noires  sur  de  très  grands  champs.  De 
tels  objectifs  ont  permis  de  trouver,  sur  les  plaques,  des  petites 
planètes  très  faibles^  de  1 3"  et  même  de    î^^  grandeur,  qui  ne 
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